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M £ ¡�8�¤;¥Q¦�§¨8?¤K¢k©�¥QªG«�¡;¬@¢U8 £¨ ¡ 3 ® ¦�8?¬~«�¯°¥ �±1² «f¢5³ £ ¥Q´¨¬ ± 8Qªc:Mµ�¶/·G·p´¨¦�¡.¢5³¨8	¢ M «�·�³@:~§�¡;ª £ ¥  «�¤Q©?¬¨8?¦�¡  :¢5³¸8	¢[¢5³~¡�«�¬@¢5¡;ªG«�¥Qª[¥Q¯
M

«�·�¡;¬ ± ¥ ² ¡ ±�² «f¢5³,8�¤¥Q¦�§  ¡I¢5¡�¦�¡I¢Uªp«�¤ σ ¥@¯�¤;¥@¬~·x¢U8?¬@¢/·G¡;¤I¢U«�¥Q¬¨8  ¤;´¨ªc¹Q8	¢U´~ªp¡ −1
µ

¶/·G·G´~¦�¡�8  ·G¥�¢5³¸8	¢ ∂M ¤;¥Q¬M¢U8?«�¬~·s8º·G´~ªp¯»8Q¤;¡ ² «f¢U³�¼Q¡;¬S´~·6¼Qªp¡8�¢5¡;ª1¢5³¨8?¬ 1
µ�¶½¯°´~¬ ± 8?¦�¡¬@¢U8  ·G´ £ ·G¡I¢3¥Q¯

(M,σ)
«�·|«f¢5·|¤;¥Q¬@¹M¡I¾s¤;¥Qªp¡

N(σ)
µ�¿$³¨«�·�¤¥Qªp¡

N(σ)
«�· ± ¡;À¨¬~¡ ± 8?·�¢5³¨¡�·p¦�8 � ¡;·x¢&¬¨¥Q¬ ® ¡;¦�§t¢r:6¤  ¥@·p¡ ± ·G´ £ ·p¡K¢¥Q¯&¢5³¨¡s«Á¬@¢5¡;ªp«�¥@ªm¥Q¯

M ² ³¨«�¤U³�«�·  ¥n¤8 Á :9¤;¥Q¬M¹M¡I¾�8?¬ ± ³¨¥Q¦�¥�¢U¥Q§~«�¤8 � :9¡;Ân´¨«f¹Q8  ¡¬@¢m¢5¥ M µ3Ã�¢5· £ ¥Q´¨¬ ± 8?ªx:
∂N(σ)

¡;¬ ± ¥ ² ¡ ±�² «f¢5³�¢5³¨¡1«�¬@¢Uªp«�¬~·G«�¤�¦�¡I¢Uªp«�¤�ÄÅ¼Q«f¹M¡;¬ £ :ºªp¡;¤K¢5«hÀ¸8 £¨ ¡�§¨8	¢5³  ¡;¬¨¼�¢5³¸Æ�«�·[«�·G¥Q¦�¡K¢5ªp«�¤m¢5¥�8�³M: ®§�¡ª £ ¥  «�¤[·G´~ªG¯»8?¤;¡�¥Q¯EÀ¸¬~«f¢U¡�¹M¥  ´~¦�¡_8?¬ ± ¤8?¬ £ ¡�¡;¦ £ ¡ ±~± ¡ ± «Á¬�86¬¨8	¢5´¨ªG8 ~² 8;:�«�¬M¢5¥ ∂M µ|¿[³~«�·�·p´¨ªp¯»8?¤¡�«�·
£ ¡¬@¢�8  ¥@¬~¼�81¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8Q¦�«�¬¨8�¢5«�¥Q¬�8?¬ ± ¢5³~¡�8?¦�¥Q´¨¬@¢v¥Q¯ £ ¡;¬ ± «�¬¨¼1«�· ± ¡;·G¤;ªG« £ ¡ ±�£ :�8m¦�¡8?·G´~ªG¡ ± ¼Q¡¥ ± ¡;·G«�¤
 8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬�¤8 � ¡ ± ¢5³~¡�ÇUÈKÉ¸ÊQË°ÉnÌ�Í�ÈGÎ?ÏUÐSÑGÈGÊ�ÌnÈGÒkÊMÈIÏUËÅÓmÔhÎ?ÍsË°É�Î@Õ*Ë*Ò?É3¥Q¯ σ Ä*¤;¯cµ[Ö ¿$³t×E¥Qª_ÖÙØ�Ú�Û_×»ÆIµ|¿$³~«Á·.:t«�¡ �± ·8 £ ¡;¬ ± «�¬~¼1¦�8Q§ b ² ³~«�¤U³�¢5¥�8m¤¥Q¦�§  ¡I¢5¡$³M:t§�¡ª £ ¥  «�¤$¦�¡I¢5ªG«�¤[8?·G·G¥n¤;«Á8	¢5¡·.«f¢5· £ ¡¬ ± «�¬¨¼m¦�¡8?·G´~ªG¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤
 8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬ÜµÃr¬ÝÖ Þ�¥M<	×�©¸ß�µ¸Þ�¥@¬¨8?³~¥@¬º¤;¥@¬~·G« ± ¡;ªG·[Ân´¨8?·G« ® «�·p¥@¦�¡I¢5ªG«�¤ ± ¡;¯°¥QªG¦�8	¢5«�¥@¬~·[¥Q¯|8�¼Q«f¹M¡;¬=¦�¡I¢5ªp«�¤ σ ¥Q¬ int(M)

©
¬¨8Q¦�¡  : ³@:t§E¡;ª £ ¥  «�¤à¦�¡I¢5ªp«�¤·

σ′
¥Q¬

int(M)
¯°¥Qª ² ³~«�¤U³ ¢5³¨¡;ªp¡à¡I¾~«�·c¢U·á8 ± «hâE¡;¥Q¦�¥Qªp§~³¨«�·G¦

(int(M), σ)→ (int(M), σ′) ² ³~¥Q·G¡ ± «�âE¡;ªp¡;¬M¢5«Á8  «�·�´~¬¨«�¯°¥Qªp¦  : £ ¥Q´¨¬ ± ¡ ± µ| �¡I¢ QD(σ) £ ¡$¢5³~¡�·G§¨8Q¤;¡�¥Q¯Ân´¸8?·G« ® «�·G¥Q¦�¡K¢5ªp«�¤ ± ¡;¯»¥Qªp¦�8�¢5«�¥Q¬~·ã¥Q¯�8ä¼Q«f¹M¡;¬å¦�¡I¢Uªp«�¤
σ
© ² ³~¡;ªp¡ ² ¡�« ± ¡;¬@¢U«�¯Á:æ¢ ² ¥ ± ¡¯°¥Qªp¦�8	¢5«�¥Q¬¨·

(int(M), σ) → (int(M), σ′)
8?¬ ± (int(M), σ) → (int(M), σ′′)

«�¯[¢5³¨¡I:�8?ªG¡º«�·G¥�¢5¥Q§¨«�¤Qµ�¿$³¨¡º¤;¥@¬@¢5« ®¬n´¨«f¢r:�¥Q¯(¢5³~¡ £ ¡;¬ ± «�¬¨¼6¦�8?§ b : QD(σ)→ML (∂M)
«�·�§~ªp¥¹M¡ ± «�¬�Ö ç18?¿$×�©S´~·G«�¬~¼s« ± ¡8?·�¥Q¯�¿$³n´¨ªp·x¢5¥Q¬ÜµÃ�¢5· ± «hâE¡;ªG¡;¬@¢5«Á8 £ «  «f¢r:�Ä*«�¬,8 ² ¡8?è�·G¡;¬¨·p¡	Æ�«�·[§~ªG¥¹M¡ ± «�¬ÝÖ Þ�¥M<	×�µ¶é¤¥Q¦�§  ¡I¢5¡$³@:t§E¡;ª £ ¥  «�¤�¦�¡I¢5ªG«�¤ σ ¥Q¬ int(M)

«�·.·58?« ± ¢5¥ £ ¡3ÓGÒ?É¨ê?ÈGë�ÓGÒ	ÓGÒ?Í/ìtÎnÓ;Õt«�¯ N(σ)
«�·.¤;¥Q¦�§¨8?¤I¢	µ

Ãr¯
σ
«�·�¤;¥@¬@¹M¡I¾�¤¥n¤;¥Q¦�§¨8?¤I¢	©(¢5³¨¡;¬

QD(σ)
«�·m¢5³¨¡�·G¡I¢6¥Q¯�¤;¥@¬@¹M¡I¾�¤;¥S¤;¥Q¦�§¨8?¤I¢6¦�¡I¢5ªp«Á¤;·1¥@¬

int(M)
µ�Ãr¬

¢5³¨«�·�¤8Q·p¡@©Ü¢U³~¡�¤;¥Q¬@¢U«�¬n´~«f¢r:�¥Q¯
b : QD(σ) → ML (∂M)

³¸8?· £ ¡;¡;¬�§¨ªp¥¹M¡ ± «�¬éÖ çm¡kíS×�8?¬ ± «f¢U·�«�¦�8?¼Q¡³¨8Q· £ ¡;¡;¬ ± ¡;·G¤;ªG« £ ¡ ± «�¬�Ö Þ�¥Mî_×q8?¬ ± Ö  �¡Qï;×�µ&¶�¤;¥Q¦�§  ¡I¢U¡1³@:t§E¡;ª £ ¥  «�¤1¦�¡I¢Uªp«�¤ σ ¥Q¬ int(M)
«�·[·58?« ± ¢U¥ £ ¡ÌnÈGÒ?Í�È;Õ*ÑUË�ÓGÎQÔ°ÔXð/ñ.É¨Ë»ÕzÈ[«�¯

N(σ)
³¨8Q·�À¨¬¨«f¢5¡1¹n¥  ´~¦�¡@µ�ò�³~¡;¬

σ
«�·_8�¼Q¡;¥Q¦�¡I¢5ªp«�¤k8 � :=À¨¬¨«f¢5¡3¦�¡I¢Uªp«�¤Q© QD(σ)«�·.¢5³~¡�·G¡I¢�¥Q¯(¼@¡;¥Q¦�¡K¢5ªp«�¤8 � :�À¨¬¨«f¢5¡�³¨8;¹t«�¬¨¼1¢5³¨¡[·58?¦�¡�§¨8?ª58 £ ¥  «Á¤[·G´ £ ¼Qªp¥@´~§~·�8?· σ µ|Ãr¬�¢5³~¡�§~ªG¡;·G¡;¬@¢�§¸8?§�¡;ª©

² ¡�8?ªG¡�8 ±~± ªG¡;·G·p«�¬¨¼º¢5³~¡�Ân´~¡·c¢U«�¥Q¬�¥Q¯�¢5³~¡�¤;¥@¬@¢5«�¬n´¨«f¢r:�¥Q¯�¢5³¨¡ £ ¡;¬ ± «�¬~¼,¦�8?§�¥Q¬�¢U³~¡ ² ³¨¥  ¡�·p¡K¢3¥@¯�¼Q¡;¥ ®¦�¡K¢5ªp«�¤8 Á :�À¸¬~«f¢5¡�¦�¡I¢5ªp«�¤·;µ�Ãr¬,§¨8?ªc¢U«�¤;´  8?ª© ² ¡38?ªp¡�«�¬M¢5¡;ªp¡;·x¢5¡ ± «�¬=·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡6¤;¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q«�¬~¼�¢5¥�8  «�¦�«f¢ ² «f¢5³·G¥Q¦�¡�¬~¡ ² §¨8?ªG8 £ ¥  «�¤;·µít«�¬~¤;¡ ² ¡ ² 8?¬M¢[¢5¥�¤¥Q¬~·G« ± ¡ª[¦�¡I¢5ªG«�¤ ² ³¨«�¤U³ ± ¥�¬~¥�¢/³¸8;¹M¡m¢5³¨¡�·58?¦�¡�§¸8?ªG8 £ ¥  «�¤�·G´ £ ¼Qªp¥@´~§~·© ² ¡�³¸8;¹M¡¢5¥�8 � ¥ ²ó± ¡;¯»¥Qªp¦�8�¢5«�¥Q¬~· ² ³¨«�¤U³�8?ªp¡6¬¨¥�¢_Ân´¨8?·G« ® «�·p¥@¦�¡I¢5ªG«�¤Qµ�òÝ¡ ² « � ¤;¥Q¬~·G« ± ¡;ª$¢5³~¡6·G¡I¢_«�·G¥�¢U¥Q§@:=¤  8Q·p·G¡;·/¥Q¯³@:~§�¡;ª £ ¥  «�¤�¦�¡I¢Uªp«�¤�¥Q¬�¢U³~¡�«�¬@¢5¡;ªG«�¥Qª�¥Q¯ M µ�¿ ² ¥=¦�¡I¢Uªp«�¤;· σ1
8?¬ ± σ2

8?ªp¡�« ± ¡;¬@¢U«hÀ¨¡ ± «�¯v¢5³¨¡;ªp¡�¡I¾~«�·c¢U·68
± «hâ(¡;¥Q¦�¥@ªp§~³¨«�·p¦ f : M → M

«�·p¥?¢5¥Q§~«�¤�¢U¥�¢U³~¡6« ± ¡;¬@¢U«f¢r:,·p´¨¤U³=¢5³¨8	¢ σ1 = f∗σ2
µ�òÝ¡ ² « � ¤;¥Q¬¨·G« ± ¡;ª[¢5³~¡·G¡I¢

G F (M)
¥Q¯�«�·p¥?¢5¥Q§@:�¤  8?·G·G¡;·$¥Q¯q¼@¡;¥Q¦�¡K¢5ªp«�¤8 � :�À¸¬~«f¢5¡1³@:t§E¡;ª £ ¥  «�¤m¦�¡I¢Uªp«�¤;· ² ³~«�¤I³º8?ªp¡1¬~¥�¢�¯°´~¤U³¨·p«ô8?¬Üµò�¡ ² « � ¢U¥Q§�¥  ¥@¼Q«�õ;¡ G F (M)

«�¬º¢5³~¡6¯°¥ � ¥ ² «�¬~¼ ² 8;:Mµ$ �¡I¢/´¨·�¤U³¨¥n¥Q·G¡68�§�¥@«�¬@¢ x «�¬ int(M)
µ�¶ö¦�¡I¢5ªp«Á¤

σ2  «�¡;·�«�¬�8 (k, r) ® ¬~¡;«�¼@³ £ ¥QªG³~¥n¥ ± ¥Q¯ σ1
«�¯E¢5³¨¡;ªp¡/¡K¾t«�·x¢5·�8 ± «hâE¡;¥Q¦�¥Qªp§~³¨«�·G¦ g : M →M

«�·G¥�¢5¥Q§¨«�¤[¢5¥6¢5³~¡

ï



« ± ¡¬@¢5«f¢r:�·G´~¤U³�¢5³¸8	¢�¢5³~¡mªp¡;·x¢5ªp«�¤K¢5«�¥Q¬�¥Q¯ g ¢U¥6¢U³~¡ £ 8 � B(x, r) ⊂ (M,σ1)
«�·$8

k ® Ân´¸8?·G« ® «�·G¥Q¦�¡K¢5ªc:�«�¬@¢5¥�«f¢5·«�¦�8Q¼Q¡_«�¬
(M,σ2)

µ�ò�¡m¥ £ ¢U8?«�¬�8 £ 8?·G«�·�¥Q¯q¬~¡;«�¼Q³ £ ¥Qªp³¨¥n¥ ± ·�¥Q¯ σ1 £ :  ¡I¢p¢5«�¬¨¼ k ¢U¡;¬ ± ¢U¥ 1
8?¬ ± r ¢5¡;¬ ± ¢5¥

+∞ µ�¿$³~¡�¢5¥@§�¥  ¥Q¼�: ± ¡KÀ¸¬~¡ ± «�¬3¢5³¨«�· ² 8;: ± ¥n¡;·&¬~¥�¢ ± ¡§�¡;¬ ± ¥Q¬s¢5³~¡�¤U³~¥Q«�¤;¡$¥Q¯~¢5³~¡�§E¥Q«�¬@¢ x µ|ß¨¥Qª&8_¦�¡K¢5ªp«�¤
σ ∈ G F (M)

©
QF (σ)

¤8?¬ £ ¡�¹t«�¡ ² ¡ ± 8?·38º·G´ £ ·p¡I¢3¥Q¯ G F (M)
µ�¿$³~¡�¢5¥@§�¥  ¥Q¼?:�¥Q¯ QF (σ)

¤;¥Q¬ ®·G« ± ¡;ªG¡ ± 8?·.8/·G´ £ ·G¡I¢&¥Q¯ G F (M)
¤;¥Q«�¬¨¤;« ± ¡;· ² «f¢5³3¢5³¨¡v¢5¥Q§E¥  ¥Q¼�:s¼Q«f¹M¡;¬ £ :3Ân´¸8?·G« ® «�·G¥Q¦�¡I¢5ªp«�¤ ± ¡;¯»¥Qªp¦�8	¢U«�¥Q¬~·

¿$³¨¡ £ ¡;¬ ± «�¬¨¼�¦�8?§ bG F (M) : G F (M)→ML (∂M)
¦�8?§¨·[8?¬º«�·G¥�¢U¥Q§@:�¤  8?·G·[¥Q¯�¼Q¡;¥Q¦�¡I¢5ªp«�¤8 � :À¨¬¨«f¢5¡�¦�¡I¢Uªp«�¤;·�¢5¥_«f¢5· £ ¡;¬ ± «�¬~¼_¦�¡8?·G´¨ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬�µ�¿[³~¡�«�¦�8?¼@¡�¥Q¯ bG F

³¸8?· £ ¡;¡;¬ ± ¡;·G¤;ªG« £ ¡ ±«�¬9Ö Þ�¥Mî_×E8?¬ ± Ö  �¡Qï;×�©n«f¢�«�·.¢5³¨¡�·p¡K¢ P(M)
¥Q¯(¦�¡8?·G´~ªp¡ ± ¼@¡;¥ ± ¡·p«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬¨·�·58	¢5«�·G¯Á:t«�¬¨¼1¢5³~¡�¯»¥ � ¥ ² «�¬~¼¤;¥Q¬ ± «f¢5«�¥@¬~·÷

® 8@Æ�¬¨¥�¤  ¥@·p¡ ±º ¡8Q¯�¥Q¯ λ ³¸8?·�8 ² ¡;«�¼Q³@¢/¼Qªp¡k8	¢5¡;ª�¢5³¨8?¬ π ø
® b) ∃η > 0

·G´~¤U³�¢U³¨8	¢k©¨¯°¥Qª[8?¬M:�¡;·G·G¡;¬@¢U«Á8  8Q¬~¬n´  ´~· E © i(∂E, λ) ≥ η ø
® ¤kÆ i(λ, ∂D) > 2π

¯°¥Qª�8?¬@:º¡;·G·G¡;¬@¢5«Á8 Ü± «�·G¤ D µ
¿�8Qèn«�¬~¼�8�¤k8?ªp¡;¯°´ � ¥n¥Qèº8	¢[¢5³~¡ £ ¡;³¨8;¹t«Á¥Qª[¥Q¯q¢5³¨¡�¦�8?§ bG F

© ² ¡6¬~¥�¢5«�¤¡m¢5³¨8	¢/«f¢/«�·�¬~¥?¢_8�¤;¥Q¬@¢5«�¬S´~¥Q´¨·¦�8Q§Üµ�Ãr¯�8�¦�¡I¢Uªp«�¤
σ  «�¡·1«�¬ G F (M) £ ´t¢�³¸8?·1·G¥Q¦�¡�ªG8?¬~è�¥Q¬~¡�¤´~·G§~·©�«f¢5·�¦�¡8Q·p´¨ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�« ®¬¨8�¢5«�¥Q¬~·

λ
³¸8?·1·G¥Q¦�¡�¤;¥Q¦�§¨8?¤I¢  ¡8;¹M¡;· ² «f¢5³�8 ² ¡;«�¼Q³@¢6¡;ÂS´¨8  ¢U¥ π µ� �¡I¢�´¨· ± ¡;¬¨¥�¢5¡ £ : λ(p) ¢U³~¡�´¨¬~«�¥Q¬¥Q¯&¢U³~¡  ¡k8;¹M¡;·1¥Q¯ λ ² ³¨«�¤U³�³¨8;¹M¡�8 ² ¡;«�¼Q³@¢6¡;Ân´¸8  ¢5¥ π µsù�·G«�¬¨¼�¢5³~¡�ªG¡;·G´  ¢�¥@¯_Ö Þ�¥Mî/×�©�«f¢�«�·1¬¨¥�¢�³¨8Qª ± ¢5¥¤;¥Q¬¨·x¢5ªp´~¤K¢$86·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡/¥@¯Ü¦�¡K¢5ªp«�¤;·

σn ∈ G F (M) ² «f¢U³�¦�¡8?·G´~ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢U«�¥Q¬~· λn ·G´~¤U³�¢U³¨8	¢¢5³¨¡_·p¡Ân´~¡;¬¨¤;¡
(λn)

¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡;·�¢U¥�83¦�¡8?·G´~ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬ λ∞ ² ³~«�¤U³ ± «hâE¡ªp·�¯°ªp¥Q¦ λ
¥Q¬  :�¥Q¬

λ(p) 8?¬ ±º² ³~«�¤U³�³¸8;¹M¡6·G¥Q¦�¡  ¡8;¹M¡;· ² «f¢5³�8 ² ¡;«�¼Q³@¢m¼Qªp¡8�¢5¡;ª[¢5³¨8?¬ π µ[ù/·p«Á¬~¼�·G¥Q¦�¡s8?ªp¼Q´~¦�¡;¬@¢U·�¥Q¯�Ö  Ü¡@ïK×�©
² ¡1¼Q¡K¢$¢5³¨8	¢/8�·G´ £ ·G¡;ÂS´~¡;¬¨¤;¡m¥@¯ (σn)

¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡;·�¢5¥�8�¼Q¡;¥Q¦�¡K¢5ªp«�¤8 � :�À¸¬~«f¢5¡1¦�¡I¢Uªp«�¤ σ∞ µvíS«Á¬~¤;¡ λ∞ ± ¥n¡·¬~¥?¢�·58	¢5«�·pÀ¨¡;·�¤;¥Q¬ ± «f¢5«�¥Q¬ a)
©Ü«h¢�«�·1¬~¥?¢m¢5³¨¡ £ ¡;¬ ± «�¬~¼�¦�¡k8?·G´~ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢U«�¥Q¬�¥Q¯ σ∞ µ3¿$³S´~· ² ¡¼Q¡I¢[¢U³¨8	¢

bG F
«�·�¬~¥�¢_¤;¥Q¬@¢5«�¬S´~¥Q´¨·[¥Q¬�8?¬@:º¬¨¡;«�¼Q³ £ ¥Qªp³~¥S¥ ± ¥Q¯|8�¦�¡I¢5ªp«�¤ ² «f¢5³=·G¥Q¦�¡�ªG8?¬~è�¥Q¬~¡�¤;´¨·p§¨·µv¿�¥¥¹M¡;ªG¤;¥Q¦�¡[¢5³~«Á· ± «hú�¤;´  ¢r:M© ² ¡ ² « � Ân´~¥�¢U«�¡;¬@¢v¢5³¨¡�·p§¸8?¤;¡ ML (∂M)

¥Q¯Ü¦�¡8?·G´~ªG¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬~·
£ :�¢5³~¡�¯°¥ � ¥ ² «�¬¨¼�ªp¡  8	¢U«�¥Q¬~·G³~«�§�÷

 �¡I¢
λ, µ ∈ML (∂M) £ ¡1¢ ² ¥�¦�¡8?·G´~ªG¡ ± ¼@¡;¥ ± ¡·p«�¤  8?¦�«Á¬¨8	¢5«�¥Q¬¨·_8?¬ ±, ¡K¢_´¨· ± ¡;¬¨¥�¢5¡ £ : λ′ Ä*ªp¡;·G§Üµ

µ′
Æ.¢5³¨¡m¦�¡8?·G´~ªG¡ ± ¼Q¡¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬~·$¥ £ ¢U8?«�¬¨¡ ±º£ :�ªG¡;§  8?¤«�¬~¼ £ : π ¢U³~¡ ² ¡«�¼Q³@¢5·[¥Q¯�¢5³~¡  ¡8;¹M¡;·[¥Q¯ λÄ*ªp¡·p§�µ

µ
Æ ² ³~«�¤I³=³¨8;¹M¡38 ² ¡;«�¼Q³@¢_¼Qªp¡8	¢U¡;ª�¢U³¨8?¬ π øt² ¡�·G¡I¢ λRµ

«�¯|8?¬ ± ¥Q¬  :=«�¯ λ′ = µ′
µ&òÝ¡ ± ¡;¬¨¥�¢5¡ £ :

λ̇
¢5³~¡�¤  8?·G·[¥Q¯ λ ¦�¥ ± ´  ¥ R

µ
 �¡I¢�´~·�¡;¬ ± ¥ ² ML (∂M) ² «f¢U³û¢5³¨¡ ² ¡8?è ∗ ¢U¥Q§�¥  ¥Q¼?:�8?¬ ± ML (∂M)/R ² «f¢5³û¢U³~¡ºÂn´¨¥�¢5«�¡;¬M¢¢5¥Q§E¥  ¥Q¼�:nµ&ß~ªG¥Q¦ bG F (M) ² ¡�¥ £ ¢U8?«�¬�81ÂS´~¥�¢5«�¡¬@¢�¦�8?§ bR : G F (M)→P+(M)/R

µ�ò�¡ ² « � §~ªp¥¹n¡¢5³¨¡1¯°¥ � ¥ ² «Á¬~¼�ªp¡;·G´  ¢6÷
ü3ýqþnÿ��	þ�� �����	� È6Í�ÎUì

bR 
 ÑpÒ?Í G F (M)
Õ�Ò

ML (∂M)/R
ËôÏ6Î�ÓGÒ?É¸Õ*Ë»É¨Ð~Ò?ÐnÏ1Í�ÎIì��

Ãr¬ Ö  �¡k<�×�© ² ¡�·G³~¥ ² ¢5³~¡�ªp¡I¹M¡ªp·G¡�¥Q¯�¢5³¨«�·1¢5³~¡¥Qªp¡;¦=µ�¿[³~«�·6¼Q«f¹M¡·6ªp«�·G¡�¢5¥�8º¤ªp«f¢5¡;ªp«Á¥Q¬�¯»¥Qª1¢5³~¡�·x¢Uªp¥Q¬~¼
¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡;¬¨¤;¡�¥Q¯�8�·p¡Ân´~¡;¬¨¤;¡1¥Q¯�¼Q¡;¥Q¦�¡I¢5ªp«�¤k8 � :�À¨¬¨«f¢5¡1ªp¡§~ªp¡;·G¡;¬M¢U8	¢5«�¥Q¬¨· ρn ∈ U(M)

µ
¿$³¨¡,§¸8?§E¡;ª�«�·�¥Qªp¼@8Q¬~«�õ;¡ ± 8?·�¯°¥ � ¥ ² ·µ Ãr¬é·G¡;¤I¢5«�¥Q¬�ïQ© ² ¡�·x¢U8	¢5¡�·G¥Q¦�¡ ± ¡KÀ¨¬¨«f¢5«�¥Q¬¨·�8?¬ ±�² ¡,§¨ªp¥¹M¡·G¥Q¦�¡3¯»8?¤K¢5·_8 £ ¥Q´S¢ ML (∂M)/R

µ�Ãr¬�·G¡;¤I¢5«�¥Q¬�<S© ² ¡3·x¢5´ ± :=¤;¥Q¬M¹M¡I¾,§  ¡8	¢5¡ ± ·G´~ªp¯»8Q¤;¡;·_8Q¬ ± §~ªp¥¹M¡�¢5³¨¡¤;¥Q¬M¢5«�¬n´¨«f¢r:�¥Q¯/¢5³~¡ £ ¡¬ ± «�¬¨¼�¦�¡k8?·p´¨ªp¡ ± ¼Q¡¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢5«Á¥Q¬~·�¥@¯18�¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q«�¬~¼�·G¡;Ân´¨¡;¬~¤¡=¥Q¯m¤;¥Q¬M¹M¡I¾§  ¡k8	¢5¡ ± ·p´¨ªp¯»8?¤;¡·;µ.Ãr¬º·G¡;¤K¢5«�¥Q¬� ² ¡�´~·G¡_¢5³¨¡1ªp¡·p´  ¢5·[¥Q¯�·G¡;¤K¢5«�¥Q¬�<6¢5¥�§~ªp¥¹M¡m¢5³~¡�¤;¥Q¬@¢U«�¬n´~«f¢c:�¥Q¯ bR µ
� ����� �s�c�(�p�����
 �¡I¢

σ £ ¡�8�³@:t§E¡;ª £ ¥  «�¤�¦�¡I¢5ªG«�¤_Ä*´~§�¢5¥/«�·G¥�¢5¥@§@:¨Æ�¥Q¬ int(M)
µ|Ûm«f¹M¡¬s8?¬3«�·G¥Q¦�¡I¢5ªc:6¯°ªp¥@¦ ¢5³~¡�«�¬@¢U¡;ªp«�¥Qª�¥Q¯

M̃¢5¥
H3 © ¢U³~¡ ¤;¥¹M¡;ªG«�¬~¼ ¢5ªG8?¬¨·p¯»¥Qªp¦�8�¢5«�¥Q¬~· :~«�¡ �± 8 ± «�·G¤;ªG¡I¢5¡ ¯»8?«f¢U³~¯°´  ªp¡;§¨ªp¡;·G¡;¬@¢U8�¢5«�¥Q¬

<



ρ : π1(M) → Isom(H3)
µ�¿$³~¡3ªp¡;§¨ªp¡;·G¡;¬@¢I8	¢5«�¥Q¬¨·[¢5³¸8	¢18?§~§E¡8?ª�«�¬,¢5³~«�· ² 8;: ² « ��£ ¡6¤k8 � ¡ ± ÑGÈrì�ÑGÈIÏ;ÈKÉ¸Õ�Î��Õ*Ë*Ò?É~Ï3Î�ÏUÏKÒkÓKË*Î@ÕzÈGÊ�Õ�Ò

σ
µv¿$³¨¡�·p¡K¢/¥Q¯�ªp¡§~ªp¡;·G¡;¬M¢U8	¢5«�¥Q¬¨·�8?·G·G¥n¤;«Á8�¢5¡ ± ¢5¥ σ «�·$¢5³~¡�·G¡I¢/¥Q¯|8 � ªp¡;§¨ªp¡;·G¡;¬@¢I8	¢5«�¥Q¬~·¤;¥Q¬��c´~¼@8�¢5¡ ± ¢5¥ ρ µ9¿$³~¡�«�¦�8?¼Q¡ ρ(π1(M))

«�·�8=À¸¬~«f¢5¡  :�¼Q¡¬~¡;ªG8�¢5¡ ± ¢U¥Qªp·G«�¥Q¬û¯°ªp¡;¡�ç  ¡;«�¬¨«Á8?¬û¼Qªp¥Q´¨§ 8?¬ ±
int(M)

¡;¬ ± ¥ ² ¡ ±,² «f¢5³ σ «�·_«�·G¥Q¦�¡I¢5ªp«�¤6¢5¥ H3/ρ(π1(M))
µ/¿$³¨¡��_ËÅÈ;Ô{Ï;ÈKÉÝÓGÒQÑpÈ/¥Q¯

H3/ρ(π1(M))
«�·�¢U³~¡

Ân´¨¥�¢5«�¡;¬M¢ £ : ρ(π1(M))
¥Q¯~¢5³~¡�¤¥Q¬@¹M¡I¾s³S´ � C(ρ)

¥Q¯~¢5³~¡  «�¦�«f¢.·G¡I¢ Lρ ¥@¯ ρ(π1(M))
Ä*·G¡;¡1Ö ¿[³Ü©Q¤I³¨8?§���×~¯°¥Qª

± ¡K¢U8?«  ·UÆIµ/¿$³~«�·_·G¡I¢ N(ρ)
8?¬ ± ¢U³~¡3¤;¥Q¬@¹n¡I¾,¤;¥QªG¡ ± ¡;À¨¬~¡ ± «�¬,¢5³~¡3«�¬@¢Uªp¥ ± ´¨¤I¢5«�¥Q¬�8?ªp¡3«�·G¥Q¦�¡K¢5ªp«�¤s8Q¬ ± ¯°ªG¥Q¦¬~¥ ² ¥Q¬ ² ¡ ² « � « ± ¡;¬@¢5«�¯ô:�¢U³~¡;¦=µ[¿$³~¡�Õ � Ë�Ó��1ìtÎQÑIÕ*© N(ρ)ep

¥Q¯�¢5³¨¡! �«�¡  ·p¡¬�¤;¥Qªp¡3«�·[¢5³¨¡6¤¥Q¦�§  ¡¦�¡;¬M¢U8?ªc:¥Q¯q¢5³¨¡�¤;´~·G§¨« ± 8  §¨8?ªc¢_¥Q¯ H3/ρ(π1(M))
«�¬
N(ρ)

µ�¿$³~¡�ªp¡§~ªp¡;·G¡;¬M¢U8	¢5«�¥Q¬
ρ
«�·/ÌnÈGÒQÍ�È;Õ*ÑIËÅÓGÎQÔ»ÔXð[ñ.É¨Ë»ÕzÈ ² ³~¡;¬

N(ρ)ep
«Á·�¤¥Q¦�§¸8?¤I¢[Ä*³~¡ªp¡�«f¢&«�·|¡;Ân´¨«f¹Q8  ¡;¬M¢�¢5¥_·58;:�¢5³¸8	¢ N(ρ)

³¸8?·�À¸¬~«f¢5¡v¹M¥  ´~¦�¡	Æ�8?¬ ± Ó5Ò?É¨ê?ÈGë3ÓGÒ	ÓGÒ?Í/ìtÎnÓ;Õ
² ³¨¡;¬ N(ρ)

«�·[¤;¥Q¦�§¨8?¤I¢	µ
ò�³~¡;¬

ρ
«�·6¼@¡;¥Q¦�¡I¢Uªp«�¤8 � :�À¸¬~«f¢5¡�8?¬ ± ¬¨¥�¢3¯°´¨¤U³~·G«Á8?¬�©�¢5³~¡�¬¸8	¢5´~ª58  ªp¡K¢5ªG8?¤I¢U«�¥Q¬�¯°ªG¥Q¦ H3/ρ(π1(M))¢5¥

N(ρ)
8?·G·G¥n¤;«Á8	¢U¡;·6¢U¥

σ
8,³¨¥Q¦�¡¥Q¦�¥Qªp§¨³~«�·G¦ Ä ± ¡;À¨¬~¡ ± ´~§�¢5¥9«�·G¥�¢5¥Q§M:¨Æ h : M → N(ρ)ep

µ�íS´~¤I³û8
³~¥@¦�¡;¥Q¦�¥Qªp§~³¨«�·G¦ ² « ��£ ¡1·58?« ± ¢U¥ £ ¡�Î?Ï5ÏKÒ	ÓKË*ÎQÕzÈGÊ�Õ�Ò σ µ �¡I¢

σ ∈ CC (M)
8?¬ ±Ý ¡I¢ ρ 8?¬ ± h £ ¡�ªp¡;·G§�¡;¤K¢5«f¹M¡  :Ý8,ªp¡§~ªp¡;·G¡;¬M¢U8	¢5«�¥@¬Ý8Q¬ ± 8,³~¥@¦�¡;¥Q¦�¥Qªp§~³¨«�·G¦8?·G·G¥n¤;«Á8	¢U¡ ± ¢5¥ σ µ/ �¡I¢ h̃ : M̃ → H3 £ ¡38  «�¯ô¢m¥Q¯ h © ² ¡ ² « ��± ¡KÀ¸¬~¡�¢5³~¡3¤;¥@¦�§¨8?¤K¢5«hÀ¨¤k8	¢5«�¥Q¬ M̃ ¥Q¯

M̃
8Q·

£ ¡«�¬~¼s¢5³¨¡1¤  ¥Q·G´¨ªp¡1¥Q¯ h̃(M̃)
«�¬�¢5³¨¡1´~·G´¨8  ¤;¥Q¦�§¸8?¤I¢5«hÀ¸¤8	¢5«�¥@¬º¥Q¯ H3 £ :�¢5³¨¡1´~¬¨«f¢ £ 8 Á µ �¡I¢

(σn) £ ¡�8û·p¡Ân´~¡;¬¨¤;¡9¥Q¯6«�·G¥�¢5¥Q§M:é¤  8?·G·p¡·�¥Q¯�¤;¥@¦�§  ¡K¢5¡�³@:t§E¡;ª £ ¥  «�¤9¦�¡I¢Uªp«�¤;·�¥Q¬é¢5³¨¡9«�¬@¢5¡;ªG«�¥Qª¥Q¯
M
µÝ¿$³¨¡�·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡

(σn)
ÓGÒ?É¨ê?ÈKÑÅÌnÈIÏ�Î@Ô ÌMÈkÇKÑpÎ?Ë�ÓGÎQÔ»Ô{ð ² ³~¡;¬û¢5³~¡ªp¡�«�·�89·G¡;Ân´¨¡;¬~¤¡�¥Q¯�ªp¡;§¨ªp¡;·G¡;¬@¢I8	¢5«�¥Q¬¨·

ρn : π1(M)→ Isom(H3)
8?·G·G¥n¤;«Á8	¢U¡ ± ¢5¥ σn Ä�8?·�8 £ ¥¹n¡kÆv¢5³¸8	¢�¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼@¡;·�8  ¼Q¡ £ ªG8?«�¤k8 � : ø ¬¸8?¦�¡  : ρn(g)¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡;·$¯»¥Qª$8?¬@:

g ∈ π1(M)
µ�òÝ¡m¥ £ ¢U8Q«�¬º8s¬~¡ ² ªp¡;§~ªG¡;·G¡;¬@¢U8	¢U«�¥Q¬

ρ∞ : π1(M)→ Isom(H3) ± ¡KÀ¸¬~¡ ±
£ : ρ∞(g) = limn−→∞ ρn(g)

¯°¥@ª_8?¬M:
g ∈ π1(M)

µ_¿$³~«Á·_ªp¡;§¨ªp¡;·G¡;¬@¢I8	¢5«�¥Q¬
ρ∞

«�· ± «�·G¤;ªG¡I¢5¡�8?¬ ± ¯»8?«f¢5³¨¯°´ Ä*¤;¯cµ/Ö#"Q¥Qªp×°ÆIµ.¿[³~«�·[ªG¡;§~ªG¡;·G¡;¬@¢U8	¢U«�¥Q¬ ± ¡KÀ¸¬~¡;·�8�¦�¡K¢5ªp«�¤�¥Q¬,8�¦�8Q¬~«�¯°¥ �± ³¨¥Q¦�¥�¢U¥Q§@:º¡;Ân´¨«f¹Q8  ¡;¬M¢$¢U¥ M µv¿$³¨«�·
¦�8Q¬~«�¯°¥ �± ¦�«�¼@³@¢�¬¨¥�¢ £ ¡1³~¥Q¦�¡;¥Q¦�¥Qªp§~³¨«�¤_¢5¥ M ÄÅ¡I¾~8?¦�§  ¡;·�8Qªp¡1¼Q«f¹M¡¬º«�¬ÝÖ ¶/¬�Ø�×°ÆIµ¿$³¨¡ ·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡

(σn)
ÓGÒ?É¨ê?ÈKÑÅÌnÈIÏ�ÌnÈGÒQÍ�È;Õ*ÑIËÅÓGÎQÔ»ÔXð «�¯�¢5³~¡ªp¡ «�· 8 ·p¡Ân´~¡;¬¨¤;¡ ¥Q¯éªp¡;§¨ªp¡;·G¡;¬@¢I8	¢5«�¥Q¬¨·

ρn : π1(M) → Isom(H3)
8?·G·G¥n¤;«Á8�¢5¡ ± ¢5¥,¢5³~¡ σn ·G´~¤U³�¢5³¨8�¢ (ρn(π1(M))

¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·s¼Q¡¥Q¦�¡I¢Uªp«�¤8 � :nµ¿$³¨¡6·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡3¥Q¯|¼QªG¥Q´~§~·
(ρn(π1(M))

¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡;·_¼Q¡;¥Q¦�¡K¢5ªp«�¤8 � :�¢U¥�8�¼Qªp¥Q´¨§ Γ∞ ⊂ Isom(H3)
«�¯.8?¬ ±¥Q¬  :�«�¯�÷

® ¯°¥Qª[8?¬M:�·G¡;ÂS´~¡;¬~¤¡ an ∈ ρn(π1(M))
©¨8?¬@:=8?¤;¤´~¦3´  8	¢5«�¥Q¬=§�¥Q«Á¬@¢ a∞ ¥Q¯ {an|n ∈ N}  «�¡;·[«�¬ Γ∞ ø

® 8?¬@:º¡  ¡;¦�¡;¬@¢ a∞ ¥Q¯
Γ∞

«�·$¢5³~¡  «�¦�«f¢�¥@¯�8�·G¡;ÂS´~¡;¬¨¤;¡ an ∈ Γn
µ

¿$³¨¡m·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡
ρn(π1(M))

Ó5Ò?É¨ê?ÈKÑÅÌMÈIÏ_ÏIÕ*ÑpÒ?ÉnÌ@ÔXð/«�¯Ü¢5³¨¡;ªp¡m«�·[8s·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡m¥Q¯qªp¡§~ªp¡;·G¡;¬M¢U8	¢5«�¥@¬~·
ρn

8?·G·G¥ ®¤;«Á8	¢U¡ ± ¢U¥ σn ·G´~¤U³�¢5³¸8	¢ (ρn)
¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡;·�8  ¼Q¡ £ ªG8?«�¤8 � :�¢5¥386ªp¡;§~ªG¡;·G¡;¬@¢U8�¢5«�¥Q¬ ρ∞ 8?¬ ± ¢5³¨8	¢ (ρn(π1(M)))¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡;·3¼Q¡;¥Q¦�¡I¢5ªp«�¤8 � :�¢5¥ ρ∞(π1(M))

µ�Ãr¯
(σn)

¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡;·1¢5¥
σ
¯°¥Qª1¢5³~¡�¢5¥Q§�¥  ¥Q¼�: ± ¡KÀ¨¬¨¡ ± «�¬�¢U³~¡«�¬@¢Uªp¥ ± ´¨¤I¢5«�¥Q¬�©S¢5³~¡¬ (σn)

¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡;·[·x¢5ªG¥Q¬~¼  :�¢5¥ σ∞ Ä*¤;¯rµ/ÖÙØ�Ú�Û_×°ÆIµ

$ %�� �1� � �¸�5�'&)(+* �G�!(��E�G�[���,(��3� �.- � � � &)(��E�G���!�/-3�10
R

¶ ÌnÈGÒkÊMÈIÏUËÅÓ$ÔhÎQÍsË°É�ÎQÕ*ËÅÒ?É
L
¥Q¬
H2 «�·�8�¤  ¥Q·G¡ ± ·G´ £ ·p¡K¢ ² ³¨«�¤U³3«�·q¢5³¨¡ ± «�·2�c¥Q«�¬@¢|´¨¬~«�¥Q¬3¥@¯~¤;¥Q¦�§  ¡I¢5¡�¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤;·µ¶�¤¥Q¦�§  ¡I¢5¡1¼@¡;¥ ± ¡·p«�¤  :t«�¬¨¼�«�¬ L «�·�8=ÔhÈ5Î 
 ¥Q¯ L µ¶ Í�È5Î�ÏUÐSÑGÈGÊ�ÌnÈGÒÊnÈIÏUËÅÓ�ÔfÎQÍsË°É�Î@Õ*Ë*Ò?É

λ
«�·_8�¢5ªG8?¬¨·x¹M¡;ªp·G¡6¦�¡8?·G´~ªG¡6¯°¥Qª/·G¥Q¦�¡3¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8Q¦�«�¬¨8�¢5«�¥Q¬ |λ| µ¶/¬M:º8?ªp¤

k ≈ [0, 1]
¡;¦ £ ¡ ±~± ¡ ± «�¬ S ¢5ªG8?¬¨·x¹M¡;ªp·G¡  :�¢5¥ |λ| ©~·p´¨¤U³�¢5³¸8	¢ ∂k ⊂ S − λ ©~«�·[¡;¬ ± ¥ ² ¡ ±�² «f¢5³=8?¬8 ±¨± «f¢5«f¹M¡�¦�¡8Q·p´¨ªp¡ dλ ·G´~¤U³�¢5³¨8	¢3÷

® ¢5³~¡�·p´¨§~§E¥Qªc¢�¥Q¯ dλ|k «�· |λ| ∩ k ø
® «�¯�8?¬,8?ªp¤ k ¤8?¬ £ ¡�³~¥Q¦�¥�¢5¥Q§E¡ ± «�¬@¢5¥ k′ £ :º8�³¨¥Q¦�¥�¢U¥Q§@:ºªp¡;·G§�¡;¤K¢5«�¬~¼ |λ| ¢5³¨¡;¬ ∫kdλ =

∫
k′ dλ

µ
ò�¡ ² « Á.± ¡;¬~¥?¢5¡ £ : ML (H2)

¢5³~¡�·G§¨8?¤;¡�¥Q¯�¦�¡8?·G´~ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬�¢5¥Q§E¥  ¥Q¼Q«�·G¡ ±�² «f¢5³�¢5³~¡¢5¥Q§E¥  ¥Q¼�:º¥Q¯�¢U³~¡ ² ¡k8?è ∗ ¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡;¬¨¤;¡Qµ
 �¡I¢

S £ ¡18�·G´~ªp¯»8Q¤;¡�Ä ² ³~«�¤U³º¦�8;:�¬¨¥�¢ £ ¡m¤;¥Q¦�§¨8?¤I¢KÆ�¡¬ ± ¥ ² ¡ ±�² «f¢5³=8s¤¥Q¦�§  ¡I¢5¡1³@:t§E¡;ª £ ¥  «�¤m¦�¡I¢5ªp«�¤
² «f¢U³�À¨¬~«f¢U¡s8?ªG¡8tµm¶ ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬9«�¬ S «�·18�¤¥Q¦�§¸8?¤I¢1·G´ £ ·G¡I¢ ² ³~«�¤I³9«�·�¢5³¨¡ ± «�·2�c¥Q«�¬@¢1´¨¬~«�¥Q¬9¥Q¯·G«�¦�§  ¡m¤¥Q¦�§  ¡I¢5¡1¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤;·µ.ù�·G«�¬¨¼3¢5³¨¡m¯»8?¤K¢$¢5³¨8	¢$¢ ² ¥�¤;¥Q¦�§  ¡K¢5¡m³M:t§�¡ª £ ¥  «Á¤m¦�¡I¢Uªp«�¤;· ² «f¢5³�À¨¬¨«f¢5¡18Qªp¡8





¥Q¬
S
8?ªG¡�Ân´¸8?·G« ® «�·G¥Q¦�¡K¢5ªp«�¤Q©M¢5³~«�· ± ¡KÀ¨¬¨«f¢5«�¥Q¬�¤8?¬ £ ¡�¦�8 ± ¡�«Á¬ ± ¡;§E¡;¬ ± ¡;¬@¢�¥Q¯E¢5³¨¡�¤U³¨¥Q·p¡¬�¦�¡K¢5ªp«�¤/¥Q¬ S Ä*·G¡;¡

¯°¥Qª_¡I¾¨8?¦�§  ¡ºÖÙî�¢kïK×°ÆKµm¶ ¦�¡8Q·p´¨ªp¡ ± ¼Q¡¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢5«Á¥Q¬9«�·18�¢5ªG8?¬¨·c¹n¡;ªp·G¡3¦�¡8?·G´~ªG¡3¯»¥Qª_·G¥Q¦�¡s¼Q¡¥ ± ¡;·G«�¤
 8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬�8?· ± ¡;À¨¬~¡ ± 8 £ ¥¹M¡@µ� Ü¡I¢ γ £ ¡�8 ² ¡;«�¼Q³@¢5¡ ± ·G«�¦�§  ¡�¤  ¥Q·G¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤ ² «f¢5³�·p´¨§~§E¥Qªc¢ |γ| 8?¬ ±
² ¡;«�¼Q³M¢ w 8?¬ ±9 ¡I¢ λ £ ¡�8�¦�¡8?·G´~ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬�µ1¿$³~¡s«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢U«�¥Q¬9¬n´¨¦ £ ¡;ª_¥Q¯ γ 8?¬ ± λ «�·
± ¡;À¨¬~¡ ±�£ : i(γ, λ) = w

∫
|γ| dλ

µ&¿[³~¡ ² ¡;«�¼@³@¢5¡ ± ·G«�¦�§  ¡_¤  ¥@·p¡ ± ¤;´¨ªc¹M¡;·$8Qªp¡ ± ¡;¬~·G¡_«�¬ ML (S)
8?¬ ± ¢5³~«�·«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢5«�¥@¬�¬S´~¦ £ ¡;ªv¡I¾n¢U¡;¬ ± ·v¤;¥Q¬M¢5«�¬n´¨¥Q´~·  :�¢5¥38�¯»´~¬~¤I¢U«�¥Q¬ i : ML (S)×ML (S)→ R

Ä*¤;¯cµ$Ö Þ�¥~ï;×°ÆIµ
¶ ¦�¡8?·G´~ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬ λ ∈ ML (S)

«�·�ÎQÑpÎQÕ*Ë*Ò?É�Î@Ô�«�¯�¯°¥Qª68?¬@:�·p«�¦�§  ¡�¤  ¥Q·G¡ ± ¤;´¨ªc¹M¡ c
² ³¨«�¤U³º«�·�¬~¥�¢�³¨¥Q¦�¥�¢U¥Q§~«�¤m¢5¥�8�¤;´~·G§Ü© i(c, λ) =

∫
c dλ > 0

µ
 �¡I¢/´~·[ªp¡;¤8 � ¢U³~¡ ± ¡;À¨¬~«f¢U«�¥Q¬º¥Q¯ R

¼Q«f¹M¡;¬=«�¬�¢5³~¡�«�¬@¢5ªp¥ ± ´~¤K¢5«�¥Q¬Üµ �¡I¢
λ, µ ∈ ML (S) £ ¡3¢ ² ¥�¦�¡8Q·p´¨ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢U«�¥Q¬~·µ3 �¡I¢1´¨· ± ¡;¬~¥�¢U¡ £ : λ′ Ä*ªG¡;·G§Üµ µ′ Æ¢5³¨¡m¦�¡8?·G´~ªp¡ ± ¼@¡;¥ ± ¡·p«�¤  8Q¦�«�¬¨8�¢5«�¥Q¬º¥ £ ¢U8?«�¬¨¡ ±º£ :�ªp¡;§  8Q¤;«�¬~¼ £ : π ¢5³¨¡ ² ¡«�¼Q³@¢5·[¥Q¯�¢5³¨¡m¤¥Q¦�§¨8Q¤I¢  ¡8;¹M¡;·¥Q¯

λ
Ä*ªG¡;·G§Üµ

µ
Æ ² ³¨«�¤U³�³¨8;¹M¡�8 ² ¡;«�¼Q³M¢3¼QªG¡8	¢5¡;ª1¢5³¸8?¬ π µ�ò�¡ ² « � ·58;:9¢5³¸8	¢ λ «�·6ªp¡  8	¢5¡ ± ¢5¥ µ £ :9¢U³~¡ªp¡  8�¢5«�¥Q¬~·G³¨«�§ R
©E8?¬ ±º² ¡ ² « �Ü² ªG«f¢5¡ λRµ

©¸«�¯&8?¬ ± ¥Q¬  :=«�¯ λ′ = µ′
µ�ò�¡ ² « �q± ¡;¬¨¥�¢5¡ £ : λ̇ ¢5³¨¡�¤  8?·G·�¥Q¯

λ
¦�¥ ± ´  ¥ R

8Q¬ ±�² ¡ ² « � ¢5¥Q§E¥  ¥Q¼Q«�·G¡ ML (S) ² «f¢5³�¢5³¨¡1Ân´~¥�¢U«�¡;¬@¢$¢U¥Q§�¥  ¥Q¼�:�¥Q¯q¢5³¨¡ ² ¡8?è ∗ ¢5¥Q§�¥  ¥Q¼�:¥Q¬
ML (S)

µ
 �¡I¢

∂χ<0M £ ¡[¢U³~¡_´~¬~«�¥Q¬�¥Q¯(¢U³~¡_¤;¥Q¬~¬¨¡;¤I¢5¡ ± ¤;¥@¦�§E¥Q¬~¡;¬M¢5·�¥Q¯ ∂M ² «f¢U³�¬~¡;¼@8�¢5«f¹M¡mÚ.´  ¡;ª�¤U³¸8?ªG8?¤I¢U¡;ª ®«�·x¢5«�¤Qµ.¿�¥�·G«�¦�§  «�¯Á:�¢5³¨¡1¬~¥�¢U8�¢5«�¥Q¬~·© ² ¡ ² « � ¬¨¥�¢5¡ ML (∂M)
¯°¥Qª

ML (∂χ<0M)
µ

 �¡I¢
(λn) £ ¡�8�·G¡;ÂS´~¡;¬¨¤;¡�¥Q¯�¦�¡8?·G´¨ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬¨·�·G´~¤U³�¢U³¨8	¢ (λ̇n)

¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·1¢5¥
λ̇
«�¬

ML (∂M)/R
8?¬ ±� ¡K¢ λ ∈ML (∂M)

83ªp¡§~ªp¡;·G¡;¬M¢U8	¢5«f¹M¡m¥Q¯
λ̇
µ& �¡I¢[´~· ± ¡;¬~¥�¢U¡ £ : λ(p) ¢U³~¡m´~¬~«�¥Q¬�¥Q¯¢5³¨¡1¤;¥Q¦�§¨8?¤I¢  ¡8;¹M¡;·�¥Q¯ λ ² «f¢U³=8 ² ¡;«�¼Q³@¢/¼Qªp¡k8	¢5¡;ª�¢5³¨8?¬ π µ�òÝ¡1³¸8;¹M¡_¢5³¨¡1¯°¥ � ¥ ² «�¬~¼=÷35476�8 �:9;�<���>= È;Õ

λ ∈ML (∂M)
ÎQÉ�Ê�ÔhÈ;Õ

λ′
Ç5È�Õ � È1ÑGÈrì�ÑGÈIÏ;ÈKÉ¸Õ�ÎQÕ*Ë»ê�È3Ò 
 λ̇ ? � Ò�Ï;ÈsÓGÒ?Í/ìtÎnÓKÕvÔ�ÈGÎQê?ÈUÏ � ÎQê?ÈÎQÔ»Ô(Î ? ÈKËhÌ � Õ.Ô�ÈIÏ5ÏmÕ � Î?É9ÒQÑ�ÈA@KÐ¨ÎQÔEÕ�Ò π �CB 
 k ⊂ ∂M ËôÏ1Î�ÏIË°Í�ìEÔ�È6Î?ÑGÓmÏUÐ¨Ó � Õ � ÎQÕ.Õ � È�ìtÒQË°É¸Õ»Ï1Ò 
 k ∩ |λ̇| ÎQÑGÈÕ*ÑpÎ?É~ÏUê?ÈKÑUÏ;È�Ë°É¸ÕzÈKÑ5Ï;ÈUÓ;Õ*Ë*Ò?É~Ï1DvÕ � ÈKÉ ? È � ÎQê�È ∫kdλ′ ≤ lim

∫
kdλn

�FEEÐSÑKÕ � ÈKÑIÍ�Ò?ÑGÈ�DvË 
 k Ê@Ò	ÈIÏmÉ�ÒQÕ.Ë»É¸ÕzÈIÑUÏ;È5Ó;Õ�ÎÔ�ÈGÎ 
 Ò 
 λ′ ? Ë»Õ � Î ? ÈKËhÌ � Õ�È1@;Ð~ÎQÔÜÕ�Ò π D�Õ � ÈKÉ ∫kdλn ÓGÒ?É¨ê?ÈKÑÅÌnÈUÏ�Õ�Ò ∫
kdλ

�
G�ÑpÒkÒ 
 �/ Ü¡K¢ k ⊂ ∂M £ ¡s8�·G«�¦�§  ¡�8?ªp¤3·G´~¤U³=¢U³¨8	¢/¢5³¨¡6§E¥Q«�¬@¢U·/¥Q¯ k ∩ |λ̇| 8?ªp¡�¢5ª58?¬~·x¹M¡;ªG·p¡3«�¬M¢5¡;ªp·G¡;¤I¢U«�¥Q¬~·µ¿$³¨¡3·G¡I¢

Vk,ε(λ) = {γ ∈ML (∂M)/|
∫
kdγ −

∫
kdλ| < ε} «�·m8�¬¨¡;«�¼Q³ £ ¥Qªp³¨¥n¥ ± ¥@¯ λ «�¬ ML (∂M)

µ
íS«�¬¨¤;¡

λ̇n
¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼Q¡·[¢U¥

λ̇
©�¯°¥Qª_8?¬M:

ε
©¸¢5³~¡;ªG¡6«�·

nε
·G´~¤U³=¢5³¨8	¢m¯°¥@ª/8Q¬@:

n ≥ nε
© ∃αn ² «f¢5³ αnRλn

8?¬ ±
αn ∈ Vk,ε(λ)

µºít¥~©�¯»¥Qª
n ≥ nε

© ² ¡�³¸8;¹M¡ | ∫kdαn −
∫
kdλn| < ε

µ�ò�¡�³¨8;¹M¡ ∫
kdλ

′ ≤
∫
kdα

¯»¥Qª38?¬@:
α ∈ML (∂M )

·58	¢U«�·p¯ô:t«�¬~¼
αRλ

µ�íS¥ ² ¡1¼@¡I¢ ∫kdλ′ ≤ lim
∫
kdλn

µ
Ãr¯
k ± ¥n¡;·$¬~¥�¢[«�¬M¢5¡;ªp·G¡;¤K¢�8?¬@:  ¡8Q¯q¥Q¯ λ′ ² «f¢5³º8 ² ¡«�¼Q³@¢[¡Ân´¨8  ¢U¥ π ©n¢5³~¡¬ ² ¡m³¨8;¹n¡ ∫kdα =

∫
kdλ

¯°¥Qª
8?¬@:

α
·G´~¤U³�¢U³¨8	¢

αRλ
µvíS¥ ² ¡/³¸8;¹M¡ ε > | ∫kdαn−

∫
kdλ| = |

∫
kdλn−

∫
kdλ|

¯°¥Qª�8?¬M:
n ≥ nε

µ& �¡I¢G¢5«�¬~¼
n
¢5¡;¬ ± ¢5¥ ∞ © ² ¡1¼Q¡K¢$¢5³¸8	¢ ∫kdλn

¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡;·$¢5¥ ∫
kdλ

µ
 �¡I¢

λ, µ ∈ ML (∂M) £ ¡6¢ ² ¥�¦�¡8?·G´~ªG¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬¨·;µ�Ãr¯ λRµ
©E¢5³~¡¬

λ
8?¬ ± µ ·G³¨8?ªp¡¢5³¨¡3·58?¦�¡s·G´~§¨§�¥Qªc¢	µm¿$³n´¨· ² ¡s¤8?¬ ± ¡KÀ¸¬~¡6¢5³~¡s·G´~§¨§�¥Qªx¢ |λ̇| ¥@¯v8?¬9¡  ¡¦�¡;¬M¢ λ̇ ¥@¯ ML (∂M)

8?· £ ¡;«Á¬~¼¢5³¨¡1·G´~§~§E¥Qªc¢�¥Q¯|8?¬@:ºªp¡;§¨ªp¡;·G¡;¬@¢U8�¢5«f¹M¡1¥@¯
λ̇
µ

35476�8 � 9��H9��!= È;Õ
(λn) ∈ ML (∂M)

Ç5ÈºÎ�Ï;È1@;Ð¨ÈKÉEÓ5ÈºÒ 
 Í�ÈGÎ�ÏUÐSÑGÈ5ÊºÌnÈGÒkÊMÈIÏUËÅÓ�ÔhÎ?ÍsË°É�Î@Õ*Ë*Ò?É~Ï�ÏUÐ¨Ó � Õ � ÎQÕ
(λ̇n)

ÓGÒQÉ¨ê�ÈKÑÅÌnÈIÏ,Õ�Ò
λ̇
ÎQÉ�ÊÝÕ � Î@Õ |λn| ÓGÒ?É¨ê?ÈKÑÅÌnÈUÏ,Õ�Ò�ÏKÒ?Í�È�ÌnÈGÒÊnÈIÏUËÅÓ�ÔhÎQÍsË°É�ÎQÕ*ËÅÒ?É L Ë°É Õ � ÈJI1Î?ÐSÏKÊ@Ò?ÑLK

Õ�ÒUì~ÒQÔhÒ5Ì?ðM�ON�È � Î?ê?È |λ̇| ⊂ L �G�ÑpÒkÒ 
 �/ Ü¡K¢ x £ ¡_8�§E¥Q«�¬@¢�¥Q¯ |λ̇| ©  ¡I¢ ε > 0 £ ¡/86ªp¡8  ¬n´¨¦ £ ¡ª�8?¬ ±� ¡K¢ k £ ¡_8�¼Q¡¥ ± ¡;·G«�¤_8?ªp¤/«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢U«�¬~¼
|λ̇| ¢5ªG8Q¬~·x¹M¡;ªp·G¡  :n© ² «f¢5³  ¡;¬¨¼�¢5³ ε ·p´¨¤U³=¢5³¸8	¢ x  «�¡;·_«�¬=¢5³~¡3«�¬@¢U¡;ªp«�¥Qª_¥Q¯ k µ_íS«�¬¨¤;¡ ∫k dλ′ > 0

© ² ¡ ± ¡ ± ´~¤;¡¯°ªp¥@¦ <Sµ�ï�¢5³¸8	¢k©E¯°¥Qª
n  8?ªp¼@¡3¡;¬¨¥Q´~¼Q³�© ² ¡3³¸8;¹M¡ ∫kdλn ≥

R
kdλ
′

2 > 0
µ/¿$³¨¡;ªp¡;¯°¥QªG¡

k
«�¬@¢5¡;ªG·p¡¤I¢5·

λn
8?¬ ± x

 «�¡;·/«�¬�8?¬ ε ® ¬¨¡;«�¼Q³ £ ¥Qªp³¨¥n¥ ± ¥Q¯ |λn| µ[Ø�¥@¬~·G« ± ¡;ªG«�¬~¼�8�¤;¥¹M¡ªp«�¬~¼�¥Q¯ |λ̇| £ : ± «�·G¤;· ² «f¢5³�ªG8 ± «�´¨· ε 8?¬ ±=² «f¢5³¤;¡;¬M¢5¡;ªp·  :t«�¬~¼6«�¬ |λ̇| © ² ¡�¼Q¡I¢v¢5³¸8	¢k©n¯°¥Qª n  8?ªp¼Q¡�¡;¬¨¥Q´~¼Q³�© |λ̇|  «�¡;·�«�¬�8?¬ ε ® ¬~¡;«�¼Q³ £ ¥QªG³~¥n¥ ± ¥Q¯ |λn| µ| �¡I¢G¢5«�¬~¼
ε
¢5¡;¬ ± ¢5¥ 0

© ² ¡1¼Q¡I¢ |λ̇| ⊂ L µ

A



Ø  8?«�¦�<Sµ�ï�¤8?¬=8  ·G¥ £ ¡�´~·G¡ ± ¢U¥�§~ªG¥¹M¡_¢U³¨8	¢$¢U³~¡1·G§¨8?¤¡ ML (∂M)/R
«�·�8�P/8?´~· ± ¥Qªxâ9·G§¨8?¤¡Qµ

Q þ��R� 6 9;�HS����	� È�Ï�ìtÎnÓ5È
ML (∂M)/R

ËôÏ6Î�I1Î?ÐnÏ;Ê@Ò?ÑLK Ï�ì~ÎMÓ5ÈT�
G�ÑpÒkÒ 
 �/ Ü¡K¢ λ̇ 8?¬ ± µ̇ £ ¡m¢ ² ¥�¡  ¡;¦�¡;¬@¢5·[¥@¯ ML (S)/R

·p´¨¤U³�¢5³¨8	¢_8?¬@:º¬~¡;«�¼@³ £ ¥QªG³~¥n¥ ± ¥Q¯ λ̇ «�¬M¢5¡;ªp·G¡;¤I¢U·8?¬@:�¬~¡;«�¼@³ £ ¥QªG³~¥n¥ ± ¥Q¯ α̇ µ�ít¥�¢5³¨¡;ªp¡�«�·�8�·p¡Ân´~¡;¬¨¤;¡�¥Q¯�¦�¡8?·G´¨ªp¡ ± ¼Q¡¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬¨· λn ·G´~¤U³�¢U³¨8	¢
λ̇n

¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡;·_·G«�¦3´  ¢U8?¬~¡¥Q´~·  :º¢5¥ λ̇ 8Q¬ ± ¢5¥ µ̇ µ/ Ü¡K¢m´~· ± ¡;¬~¥�¢U¡ £ : λ(p) Ä*ªp¡;·G§Üµ µ(p) Æ$¢5³~¡3´~¬¨«�¥Q¬�¥Q¯�¢5³~¡¤;¥Q¦�§¨8?¤I¢  ¡8;¹n¡;·�¥@¯ λ Ä*ªG¡;·G§Üµ µ Æ ² «f¢5³�8 ² ¡;«�¼Q³@¢&¼Qªp¡k8	¢5¡;ªq¢5³¸8?¬ π µ| �¡I¢ λ′ Ä*ªp¡;·G§Üµ µ′ Æ £ ¡.¢5³¨¡�ªp¡;§¨ªp¡;·G¡;¬@¢I8	¢5«f¹M¡¥Q¯
λ̇
Ä*ªp¡·p§�µ

µ̇
Æ ² ³~¥Q·G¡�¤;¥@¦�§¨8Q¤I¢  ¡8;¹M¡·�³¨8;¹M¡/8 � 8 ² ¡;«Á¼Q³@¢  ¡;·G·&¢U³¨8?¬�¥Qª�¡;Ân´¨8  ¢5¥ π µ& �¡I¢ k ⊂ ∂M −λ(p)

£ ¡�8�·G«�¦�§  ¡�8?ªp¤�«�¬@¢5¡ªp·G¡;¤I¢5«�¬¨¼ |λ| 8?¬ ± |µ| ¢UªG8?¬~·x¹M¡ªp·G¡  :9·G¥�¢5³¨8�¢ ∫kdλ < π
µ�Þv:�Ø  8?«�¦ <Sµ�ïQ© ² ¡�³¸8;¹M¡∫

kdµ
′ = limn−→+∞

∫
kdλn < π

µvÃ�¢/¯°¥ � ¥ ² ·$¢5³¸8	¢ µ(p) ⊂ λ(p) µVU$¡K¹M¡;ªp·G«�¬~¼�¢U³~¡�ªp¥  ¡;·�¥Q¯ λ 8?¬ ± ¥Q¯ µ © ² ¡¼Q¡I¢
µ(p) = λ(p) µ�Ãz¢�¯°¥ � ¥ ² ·�8  ·G¥�¢5³¨8	¢ ² ¡�³¸8;¹M¡$¢U³~¡�¡;Ân´¸8  «f¢r: ∫kdµ =

∫
kdλ

¯»¥Qª�8?¬M:�8?ªp¤
k ⊂ ∂M −λ(p) µ

¿$³¨«�·�:t«�¡ �± ·�¢5³~¡�¤;¥Q¬~¤  ´~·G«�¥Q¬ λ̇ = µ̇
µ

¿$³¨¡1¯°¥ � ¥ ² «�¬~¼�¹@8?ªp«Á8	¢U«�¥Q¬º¥Q¯&Ø  8?«�¦�<tµ�ï ² « �Ü£ ¡�´~·G¡ ± «�¬�¢5³¨¡1§~ªG¡;·G¡;¬@¢�§¸8?§�¡;ªµ
35476�8 � 9��XWY� B 
 c ËôÏºÎ9ÏIË°Í�ìEÔ�È,Ó5Ò?Í�ì~ÎMÓ;Õ3ÓKÐSÑUê?ÈºÕ � Î@Õ�Ê@Ò	ÈIÏ�É�ÒQÕmË°É¸ÕzÈKÑUÏ;È5Ó;Õ λ(p) Õ*ÑpÎ?É~ÏUê?ÈKÑUÏ;È;ÔXðTD3Õ � ÈKÉ Õ � ÈÏ;È1@;Ð¨ÈKÉEÓ5È

i(c, λn)
ÓGÒ?É¨ê?ÈKÑÅÌnÈIÏ1Õ�Ò

i(c, λ)
�

G�ÑpÒkÒ 
 ��Ãr¯�¢5³¨¡�§E¥Q«�¬@¢5·�¥Q¯ c∩ |λ̇| 8?ªG¡$¢5ª58?¬~·x¹M¡;ªG·p¡/«�¬@¢5¡ªp·G¡;¤I¢5«�¥Q¬¨·© ² ¡/¼Q¡I¢�¢5³¨¡�¤;¥Q¬¨¤  ´~·G«�¥Q¬ £ :�¤;´t¢p¢5«�¬¨¼ c «�¬@¢5¥¢ ² ¥�8?ªp¤·�8?¬ ±º£ :º8?§¨§  :t«�¬¨¼�Ø  8?«Á¦�<Sµ�ï_¢5¥�¢5³~¡·p¡m¢ ² ¥�8?ªp¤;·µ �¡I¢�´~·$¬~¥ ² ¤¥Q¬~·G« ± ¡ª�¢5³~¡m¤8Q·p¡ ² ³~¡ªp¡ c ⊂ |λ̇| µ�ò�¡ ² « � ·G³¨¥ ² ¢5³¸8	¢�8?¬@:�·G´ £ ·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡m¥Q¯ (λn)
¤¥Q¬ ®¢U8?«�¬¨·�8�·G´ £ ·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡�·G´~¤U³�¢5³¸8	¢ i(c, λn)

¤;¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·$¢5¥
i(c, λ) = 0

µ�ù/§�¢5¥�¡I¾n¢UªG8?¤I¢5«Á¬~¼�8�·G´ £ ·G¡;ÂS´~¡;¬¨¤;¡Q©
² ¡�¤8?¬Ý8?·G·p´¨¦�¡�¢5³¨8�¢ |λn| ¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡;·6«�¬�¢5³¨¡ZP/8?´¨· ± ¥QªxâÝ¢5¥Q§E¥  ¥Q¼�:Mµ� �¡I¢ τ £ ¡�8�¢5ª58?«�¬�¢5ªG8Q¤Uè9¤8?ªpªx:t«�¬~¼8 � ¢5³~¡ λn ¯°¥Qª n  8?ªp¼@¡�¡;¬¨¥Q´~¼Q³�ÄÅ·p¡¡�Ö Þ�¥¨ïK×[8?¬ ± ÖÙî�¢	ïK×$¯°¥Qª ± ¡I¢U8?«  ·�8 £ ¥Q´S¢�¢UªG8?«�¬û¢5ªG8?¤Uèn·UÆKµÝÞv:�Ø  8?«�¦<Sµ{<S©

λ
«�·�¤8?ªGªp«�¡ ±�£ :�8�·G´ £ ¢5ªG8?¤Uè9¥Q¯ τ µ� Ü¡K¢ b1 © b2 ©�µ�µ�µ�© bp £ ¡�¢5³~¡ £ ªG8?¬¨¤U³~¡;·�¥@¯ τ µ�Ûm«f¹M¡;¬�8º¦�¡k8?·p´¨ªp¡ ±¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢U«�¥Q¬ α ¤8?ªpªG«�¡ ±�£ :�81·G´ £ ¢5ªG8Q¤Uè3¥@¯ τ ©Q¢5³~¡[¦�¡k8?·p´¨ªp¡ bi(α)

¥Q¯(8_¢5«�¡�¥Q¯
bi ± ¥n¡;·v¬~¥�¢ ± ¡§�¡;¬ ±¥Q¬�¢U³~¡�¤U³~¥@«�¤;¡�¥Q¯�¢U³~¡�¢5«�¡@µºÞv:ÝØ  8Q«�¦ <Sµ�ï@©�«�¯

bi
«�·38 £ ªG8?¬¨¤U³�¥Q¯ τ ¬~¥?¢s¤8?ªpªc:~«�¬~¼�8  ¡k8?¯�¥Q¯ λ(p) ©q¢5³~¡;¬

bi(λn) → bi(λ)
µ�íS«�¬~¤¡

c
«�·68  ¡8?¯�¥Q¯ λ ©�«f¢3«�·�¤8?ªpªG«�¡ ±�£ :�8º·p´ £ ¢5ª58?¤Uè τc ¥Q¯ τ µ�ß¨¥Qª n  8?ªG¼Q¡�¡;¬~¥Q´¨¼Q³Ü©

² ¡s³¨8;¹M¡ i(c, λn) = 1
2

∑
j∈J bj(λn) ² ³~¡;ªp¡ {bj | j ∈ J} «�·�¢5³¨¡3·p¡K¢m¥Q¯ £ ªG8?¬~¤I³~¡;·_¥Q¯ τ − τc «Á¬@¢5¡;ªp·G¡;¤K¢5«�¬~¼

τc
µ�íS´¨¤U³�8 £ ªG8?¬¨¤U³ bj ± ¥S¡;·�¬~¥�¢3¤8?ªpªc:�8  ¡8Q¯�¥Q¯ λ(p) µ�Ã�¢3¯°¥ � ¥ ² ·m¢5³¨¡;¬�¯»ªp¥Q¦ Ø  8?«�¦ <Sµ�ï�¢5³¨8�¢

bj(λn)¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡;·$¢5¥
bj(λ) = 0

µ.ß�«�¬¸8 � :M© ² ¡1³¸8;¹M¡ i(c, λn) −→ 0 = i(c, λ)
µ

[ \ �[�>] ��^ 05& � (�� � �_�¸�3�;`a(�� � �
¶ ìEÔ�ÈGÎ@ÕzÈGÊ�ÏUÐSÑ 
 ÎMÓ5È$«�¬�8�¤;¥Q¦�§  ¡I¢5¡6³@:t§E¡;ª £ ¥  «�¤ 3 ® ¦�8?¬~«�¯°¥ �± M «�·�8�¦�8?§

f : S →M
¯°ªp¥@¦ 8�·G´~ªp¯*8?¤;¡

S¢5¥
M ² «f¢5³�¢U³~¡1¯°¥ � ¥ ² «�¬~¼�§¨ªp¥Q§E¡;ªc¢5«�¡;·�÷

® ¢5³¨¡�§¨8	¢5³Ý¦�¡I¢Uªp«�¤�¥ £ ¢U8Q«�¬~¡ ±Ý£ :�§~´ � «�¬~¼ £ 8Q¤Uè�¢U³~¡�³@:t§E¡;ª £ ¥  «�¤�¦�¡I¢5ªp«�¤�¥Q¯ M £ : f «�·s8,³M:t§�¡;ª £ ¥  «�¤¦�¡I¢Uªp«�¤1¦�¡I¢5ªp«�¤
s
¥Q¬

S ø
® ¡I¹M¡;ªc:�§E¥Q«�¬@¢6¥@¯ S  «�¡;·�«�¬9¢5³¨¡�«�¬M¢5¡;ªp«�¥@ª1¥Q¯�·G¥Q¦�¡ s ® ¼@¡;¥ ± ¡·p«�¤�8?ªp¤ ² ³¨«�¤U³�«�·�¦�8Q§~§�¡ ± «�¬M¢5¥=8�¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤8?ªp¤�«�¬

M ø
® «�¯ c ∈ S «�·$83·G«�¦�§  ¡_¤  ¥Q·G¡ ± ¤;´~ªc¹n¡  :t«�¬¨¼s«�¬º8s¤;´~·G§�¥Q¯ S 8?¬ ± «�¯ c ± ¥n¡·�¬~¥�¢ £ ¥Q´~¬ ± 8 ± «�·G¤_«�¬ S ©n¢5³¨¡;¬

f(c) ± ¥n¡;·�¬~¥�¢ £ ¥Q´~¬ ± 8 ± «�·p¤�«�¬ M µ
¶ö¦�8?§

f̂ : H2 → H3 «�·/8�§  ¡k8	¢5¡ ± ¦�8?§=«�¯|8?¬@:º§E¥Q«�¬@¢/¥Q¯ H2  «�¡;·�«�¬�¢5³¨¡1«�¬M¢5¡;ªp«�¥@ª[¥Q¯|8�¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤68?ªp¤
² ³¨«�¤U³º«�·�¦�8?§~§E¡ ±º£ : f̂ «�¬M¢5¥�8�¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤�8?ªp¤@µ¿$³¨¡6ìEÔ�ÈGÎ@Õ*Ë°ÉnÌ=ÔfÒ	ÓKÐnÏ[¥Q¯v8�§  ¡k8	¢5¡ ± ¦�8?§9«�·/¢5³~¡s·G¡I¢1¥Q¯.§E¥Q«�¬@¢5·m¥Q¯ H2 ² ³¨¡;ªp¡6¢5³¨¡3¦�8?§9¯»8Q«  ·�¢U¥ £ ¡�8?¬«�·G¥Q¦�¡K¢5ªc:Mµ.¿$³~¡�§  ¡8	¢U«�¬~¼  ¥S¤;´~·[¥@¯�8�§  ¡8	¢5¡ ± ¦�8Q§º«�·�8�¼@¡;¥ ± ¡·p«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬�ÄÅ¤;¯rµ�Ö ¿[³t×°ÆIµ

b



c É ÎMÇIÏIÕ*ÑpÎnÓKÕvì(Ô�ÈGÎQÕzÈGÊ9ÏUÐSÑ 
 ÎMÓ5È6«�·�8=¢5ªp«�§  ¡ (f̂ ,Γ, ρ) ² ³~¡ªp¡ f̂ : H2 → H3 «�·�8�§  ¡k8	¢5¡ ± ¦�8?§�© Γ
«�·

8  8	¢G¢5«�¤;¡�«�¬ Isom(H2)
8?¬ ± ρ : Γ → Isom(H3)

«�·�8 ± «�·G¤;ªp¡I¢5¡�ªG¡;§~ªG¡;·G¡;¬@¢U8	¢U«�¥Q¬ Ä ² ³~«�¤U³Ý¦�8;:�¬~¥?¢ £ ¡¯»8?«f¢U³~¯°´  Æ6·G´~¤U³�¢U³¨8	¢�¯°¥Qª�8?¬@: a ∈ Γ
© ² ¡�³¨8;¹M¡ f̂ ◦ a = ρ(a) ◦ f̂ 8?¬ ± ¢5³¨8	¢�«�¯ a ∈ Γ

«�·�8�§¸8?ªG8 £ ¥  «�¤«�·G¥Q¦�¡K¢5ªc:�¢5³~¡;¬
ρ(a)

«�·�8  ·G¥�8�§¨8?ªG8 £ ¥  «�¤�«�·p¥@¦�¡I¢5ªx:Mµ¶ £ ·x¢5ªG8?¤K¢�§  ¡8�¢5¡ ± ·p´¨ªp¯»8?¤¡;·�8?¬ ± §  ¡8	¢5¡ ± ·G´~ªG¯»8?¤;¡;·�8?ªG¡1ªp¡  8	¢5¡ ± 8?·[¯°¥ � ¥ ² ·;÷ò�³~¡;¬
ρ(Γ)

³¸8?·s¬~¥,¢5¥Qªp·G«�¥Q¬�©�¢5³¨¡�8 £ ·c¢UªG8?¤I¢�§  ¡8�¢5¡ ± ·G´¨ªp¯»8?¤;¡ (f̂ ,Γ, ρ)
«�¬ ± ´¨¤;¡;·�8�§  ¡8	¢U¡ ± ·G´~ªG¯»8?¤;¡

f : S →M ² ³~¡;ªG¡ S ≈ H2/Γ
©
M ≈ H3/ρ(Γ)

8?¬ ±�² ³¨¡;ªp¡ f «�·�¢5³¨¡1Ân´~¥?¢5«�¡;¬@¢/¦�8?§=¯°ªp¥Q¦ f̂
µ

Ãr¯
f : S → M

«�·_8�§  ¡k8	¢5¡ ± ·G´~ªG¯»8?¤;¡Q©E¤;¥Q¬~·G« ± ¡;ª/«�·p¥@¦�¡I¢5ªG«�¤3¤;¥¹M¡;ªG«�¬~¼�¦�8Q§~· H2 → S
8?¬ ± H3 → M

µ
¿$³¨¡;·G¡�¦�8Q§~·m:t«�¡ �± ªG¡;§~ªp¡·p¡¬@¢U8	¢U«�¥Q¬~· r : π1(S) → Isom(H2)

8?¬ ± R : π1(M) → Isom(H3)
8?¬ ±�£ :

 «�¯Á¢5«Á¬~¼ f ¢5¥�8�¦�8?§ f̂ : H2 → H3 ² ¡�¼Q¡I¢/8Q¬=8 £ ·x¢5ªG8?¤I¢/§  ¡8	¢U¡ ± ·G´¨ªp¯»8?¤;¡ (f̂ , r(π1(S)), R ◦ f∗)
µ

Ãr¬,¢5³~¡3¯»¥ � ¥ ² «�¬¨¼ ² ¡ ² « � ¥Q¦�«f¢_¢5³~¡s8 ± �c¡;¤I¢5«h¹M¡s8 £ ·c¢UªG8?¤I¢18?¬ ± 8?·G·G´~¦�¡6¢5³¨8�¢m¥Q´~ªsÄÅ8 £ ·x¢5ªG8?¤K¢IÆ[§  ¡8�¢5¡ ±·G´~ªp¯*8?¤;¡;·�8?ªp¡m¢5¥Qªp·G«�¥Q¬=¯°ªp¡¡Qµ
òÝ¡ ² « � ¤;¥Q¬¨·p« ± ¡;ª�¢5³~¡1¯»¥ � ¥ ² «�¬¨¼�¢5¥Q§�¥  ¥Q¼�:�¥@¬�¢5³¨¡1·G§¨8?¤¡1¥Q¯�8 £ ·x¢5ªG8?¤I¢/§  ¡k8	¢5¡ ± ·G´¨ªp¯»8?¤;¡·;µ¶�·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡

(f̂n,Γn, ρn)
¥Q¯�§  ¡8	¢U¡ ± ·G´~ªp¯»8Q¤;¡;·[¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡_¢5¥�8�§  ¡8	¢U¡ ± ·G´~ªp¯*8?¤;¡ (f̂ ,Γ, ρ)

«�¯|8?¬ ± ¥Q¬  :�«�¯�÷

® (Γn)
¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·[¼Q¡¥Q¦�¡I¢Uªp«�¤8 � :�¢5¥ Γ ø

® ¯°¥Qª�8?¬@:�·G¡;ÂS´~¡;¬¨¤;¡ an ∈ Γn
¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼@«�¬~¼�¢5¥

a ∈ Γ
©
ρn(an)

¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·�¢5¥
ρ(a) ø

® f̂n ¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡;·$¢5¥ f̂ ¥Q¬,8?¬M:�¤;¥Q¦�§¨8?¤K¢�·G¡I¢�¥Q¯ H2 µ
 �¡I¢

(f̂ ,Γ, ρ) £ ¡�8ÝÄÅ8 £ ·c¢UªG8?¤I¢IÆ�§  ¡8	¢U¡ ± ·p´¨ªp¯»8?¤¡�Ä ² «h¢5³~¥Q´t¢6¢5¥Qªp·G«�¥Q¬�ÆI©  ¡I¢ L ⊂ H2 £ ¡�¢5³~¡�§  ¡8�¢5«�¬~¼
 ¥n¤;´¨·/¥Q¯ f̂ 8?¬ ±� ¡I¢ P £ ¡s8�¤;¥Q¬~¬¨¡;¤I¢5¡ ± ¤¥Q¦�§E¥Q¬~¡;¬M¢_¥Q¯ H2 − L µ�¿$³¨¡6·G´¨ªp¯»8?¤;¡ f̂(P )  «�¡;·_«�¬98�¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤§  8Q¬~¡ ΠP

µ�Ûm«f¹M¡¬�8?¬�¥Qªp«�¡;¬M¢U8	¢5«�¥Q¬�¥Q¯
H2 © ΠP

«�¬~³~¡ªp«f¢5·_8�¬¨8�¢5´~ªG8  ¥Qªp«�¡;¬@¢I8	¢5«�¥Q¬98?¬ ±º² ¡ ± ¡¬~¥�¢5¡ £ : H+
PÄ*ªp¡·p§�µ

H−P
Æ[¢5³¨¡�³¨8  ¯ ® ·p§¸8?¤;¡ £ ¥Q´~¬ ± ¡ ±�£ : ΠP

·p´¨¤U³�¢5³¸8	¢m¢5³¨¡�´~¬¨«�¥Q¬�¥Q¯�8 ± «�ªp¡;¤I¢6¯°ªG8?¦�¡�¥Q¯ ΠP
8Q¬ ± ¥Q¯¢5³¨¡1«�¬ ² 8?ª ± ¬¨¥Qªp¦�8  ¹M¡;¤I¢U¥Qª�¢U¥ ΠP

«�·�8 ± «�ªG¡;¤I¢�¯»ªG8?¦�¡�¥Q¯ H3 Ä*ªp¡;·G§�µ&«�¬ ± «�ªG¡;¤I¢IÆIµ
¶ö§  ¡8�¢5¡ ± ·G´¨ªp¯»8?¤;¡ (f̂ ,Γ, ρ) ² «h¢5³º§  ¡8	¢5«�¬¨¼  ¥S¤;´~· L «�·/8,ÓGÒ?É¨ê?ÈGë1ì(ÔhÈ5ÎQÕzÈGÊ�ÏUÐtÑ 
 ÎnÓ5È�«�¯�÷

ï	Æv¢5³¨¡;ªp¡1«�·
ε ∈ {+,−} ·G´~¤U³�¢5³¨8	¢/¯°¥Qª[8Q¬@:�¤¥Q¦�§E¥Q¬~¡;¬M¢ P ¥Q¯

H2 − L © f̂(H2)  «�¡;·[«�¬ Hε
P ø

<@Æv¢5³¨¡1«�¬@¢5¡ªp«�¥Qª[¥Q¯
Cf̂ =

⋂{Hε
Pi
/Pi

«�·�8�¤;¥Q¬~¬¨¡;¤I¢5¡ ± ¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢�¥Q¯ H2 − L̂} «�·[¬¨¥�¢�¡;¦�§S¢r:Mµ
Ãr¯�8�§  ¡k8	¢5¡ ± ·G´~ªG¯»8?¤;¡ (f̂ ,Γ, ρ)

·58	¢U«�·xÀ¸¡;·
1) £ ´S¢�¬~¥�¢ 2)

©Ü¬¨8?¦�¡  :9«�¯ Cf̂
8?·1¡;¦�§t¢r:�«�¬M¢5¡;ªp«�¥Qª© ² ¡ ² « �¤8 � «f¢_8?¬ÝÈKê?ÈKÉ�ìEÔ�ÈGÎ@ÕzÈGÊ�ÏUÐSÑ 
 ÎMÓ5ÈKµÃr¬�¢5³¨¡�¯°¥ Á ¥ ² «�¬~¼~©S¯°¥Qª�8?¬@:�¤;¥Q¬M¹M¡I¾�§  ¡8�¢5¡ ± ·p´¨ªp¯»8?¤¡ (f̂ ,Γ, ρ)

© ² ¡ ² « � ¤U³~¥n¥Q·G¡[¢5³~¡/¥Qªp«�¡;¬M¢U8	¢5«�¥@¬�¥Q¯ H2·G¥s¢5³¸8	¢�¯°¥@ª[8?¬@:º¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢
P
¥Q¯
H2 − L © f̂(H2)  «�¡;·[«�¬ H+

P

µ
Q þ��R� 6 S��<������� È1Ï;È;Õ�Ò 
 ÓGÒQÉ~ê?ÈGë�Î?É�Ê�ÈKê?ÈKÉ�ì(ÔhÈ5ÎQÕzÈGÊ�ÏUÐSÑ 
 ÎMÓ5ÈIÏmË°Ï�Î�Ó;ÔhÒ�Ï;È5Ê�ÏUÐ¨ÇIÏ;È;Õ�Ò 
 Õ � È1Ï;È;Õ�Ò 
 ì(ÔhÈ5ÎQÕzÈGÊÏUÐSÑ 
 ÎMÓUÈIÏd�
G�ÑpÒkÒ 
 �/ Ü¡K¢ (f̂n,Γn, ρn) £ ¡ö8 ·G¡;ÂS´~¡;¬~¤¡ ¥Q¯�¤;¥Q¬M¹M¡I¾�8?¬ ± ¡K¹M¡;¬�§  ¡8�¢5¡ ± ·G´~ªp¯»8?¤¡;·é¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼@«�¬~¼ ¢5¥
(f̂∞,Γ∞, ρ∞)

µ  Ü¡K¢�´~·�¯»¥ � ¥ ² Ö Þ�¥Mîs©� Ü¡¦�¦�8Q·�<?>�8?¬ ± <SïK×�©&¢U¥�·G³~¥ ² ¢5³¨8�¢
f̂∞ «�·�¡;«f¢5³¨¡;ª�8�¤;¥Q¬@¹n¡I¾

§  ¡k8	¢5¡ ± ·G´~ªp¯»8Q¤;¡�¥Qª�8?¬�¡I¹M¡¬�§  ¡8	¢U¡ ± ·G´¨ªp¯»8?¤;¡@µ& Ü¡K¢�´¨· ± ¡;¬¨¥�¢5¡ £ : L̂n ¢U³~¡�§  ¡8	¢5«�¬¨¼  ¥n¤;´~·�¥Q¯ (f̂n,Γn, ρn)8?¬ ±9 ¡I¢�´¨·m¤;¥Q¬¨·p« ± ¡;ª18�¼@¡;¥ ± ¡·p«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬ L̂∞  :~«�¬~¼�«�¬�¢5³¨¡s¤  ¥Q·G´¨ªp¡�¥Q¯ {L̂n/n ∈ N} «�¬�¢5³¨¡5P_8?´~· ®
± ¥@ªxâ�¢5¥Q§E¥  ¥Q¼�:Mµ�Þv: ÖÙØ�Ú�Ûm×�¢5³~¡�§  ¡8	¢5«�¬¨¼  ¥n¤;´¨·s¥@¯ f̂∞  «�¡;·�«�¬ L̂∞ µ� Ü¡K¢�´~·�¤;¥Q¬¨·p« ± ¡;ª�8�¤;¥@¦�§E¥Q¬~¡;¬@¢
P∞

¥Q¯
H2 − L̂∞

8?¬ ± 8�¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢ Pn ¥Q¯ H2 − L̂n
·G´~¤I³�¢5³¨8	¢

(Pn)
¢5¡;¬ ± ·6¢5¥ P∞ µ�ít«�¬~¤;¡ f̂n(Pn)¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡;·$¢5¥

f̂∞(P∞)
©¨´~§�¢5¥�¡I¾n¢5ª58?¤I¢5«�¬¨¼�8�·G´ £ ·G¡;Ân´~¡¬~¤;¡Q© H+

Pn

¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·$¢5¥�8�³¨8  ¯ ® ·G§¨8?¤;¡ H+
P∞

·G´~¤U³
¢5³¸8	¢

f̂∞(P∞) ⊂ ∂H+
P∞

µvíS«�¬~¤¡
f̂n(H2)

¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼@¡;·�¢5¥
f̂∞(H2)

© ² ¡1³¨8;¹M¡ f̂∞(H2) ⊂ H+
P∞

µfe_¥Q«�¬~¼s¢5³¨«�·
¯°¥Qª�8?¬@:º¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢�¥Q¯

H2 − L∞
© ² ¡�¤;¥@¬~¤  ´ ± ¡_¢5³¸8	¢ f̂∞ ·58	¢5«�·pÀ¸¡;·

1)
µ

g



 �¡I¢
x̂ £ ¡�8_§�¥Q«�¬@¢.¥Q¯ H2 ©@86ÏUÐ	ì@ìtÒQÑIÕtìEÔhÎ?ÉEÈ�¥@¯ f̂(H2)

8	¢
f̂(x̂)

«�·.8/³@:~§�¡;ª £ ¥  «�¤�§  8?¬~¡ Πf̂(x̂)

¤;¥@¬@¢U8?«�¬¨«�¬~¼
f̂(x̂)

8?¬ ± ·p´¨¤U³º¢5³¸8	¢ f̂(H2)  «Á¡;·/¡;¬@¢5«�ªp¡  :=«�¬�¥Q¬~¡6¥Q¯�¢5³~¡1¢ ² ¥�³¨8  ¯ ® ·G§¨8?¤;¡;· £ ¥Q´~¬ ± ¡ ±,£ : Πf̂(x̂)

µ�ò�¡ ² « �
± ¡¬~¥�¢5¡1¢U³~«�·/³¸8  ¯ ® ·G§¨8Q¤;¡ £ : H+

f̂(x̂)

µ[ �¡I¢
k̂ ⊂ H2 £ ¡38�¤  ¥Q·G¡ ± ·G¡;¼@¦�¡;¬@¢	©E8�ì~ÒQÔXð;ÌMÒ?É�Î@Ô�ÎUìMì�ÑpÒëQË°Í�ÎQÕ*Ë*Ò?É�Õ�Ò

f̂(k̂)
«�·�8�À¨¬~«h¢5¡1¯»8?¦�«  :�h = {(x̂i,Πf̂(x̂i)

)|i = 1, . . . , p} ·G´~¤U³�¢U³¨8	¢6÷

® ¢5³¨¡ x̂i 8?ªG¡1¥Qª ± ¡ªp¡ ± §E¥Q«�¬@¢U·[¥Q¯ k̂ ø
® Πf̂(x̂i)

«Á·�8�·G´~§¨§�¥Qªc¢�§  8?¬~¡68	¢ f̂(x̂i) ø
® Πf̂(x̂i)

∩Πf̂(x̂i+1) 6= ∅
¯°¥@ª[8?¬M:

i = 1, . . . , p− 1 ø
® «�¯ x̂i−1 = x̂i = x̂i+1

©q¢5³¨¡;¬
Πf̂(x̂i)

«�¬@¢5¡;ªG·p¡¤I¢5·�¢5³~¡�«�¬M¢5¡;ªp«�¥@ª6¥Q¯
H+

Π
f̂(x̂i+1)

− H+
Π
f̂(x̂i−1)

Ä°¢5³~¡�§  8?¬~¡·
Πf̂(x̂i)

8Qªp¡+ic¥Qª ± ¡;ªp¡ ±�j Æ ø
® ¢5³¨¡1§~ªp¥��c¡;¤I¢5«�¥Q¬=¥Q¯ Πf̂(x̂i)

∩Πf̂(x̂i+1)

¢5¥
f̂(H2)

«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢5·$¢5³~¡1·G´ £ 8?ªp¤1¥@¯ k̂ �x¥Q«�¬~«�¬¨¼ x̂i ¢U¥ x̂i+1
µ

¿$³¨¡&«�¬M¢5¡;¼Q¡;ª
p
«�·(¢5³~¡  ¡;¬~¼�¢U³1¥Q¯M¢5³~¡&§E¥  :t¼@¥Q¬¨8  8?§~§¨ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬Üµ�ò�¡ ² « �@± ¡;¬¨¥�¢5¡ £ : θ(Πf̂(x̂i)

,Πf̂(x̂i+1))¢5³¨¡1«�¬@¢5¡ªp¬¨8  8?¬~¼  ¡�¥Q¯ H+
Π
f̂(x̂i)
−H+

Π
f̂(x̂i+1)

µ
¿$³¨¡�¡I¾t«�·x¢5¡;¬¨¤;¡�¥Q¯�8�§E¥  :t¼Q¥@¬¨8  8?§~§¨ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬�¢5¥=8Q¬@:�8?ªp¤ f̂(k̂)

«�¬M¢5¡;ªp·G¡;¤K¢5«�¬~¼,8	¢3¦�¥@·c¢3¥Q¬¨¤;¡�8?¬@:
 ¡8?¯�¥Q¯ f̂(L̂)

«�·[§~ªp¥k¹M¡ ± «�¬�ÖÙØ�Ú�Û_×�µ
¿$³¨¡ºÇ5ÈKÉ�Ê?Ë°ÉnÌ�Í�ÈGÎ�ÏUÐSÑGÈ ∫

k̂dλ̂
8  ¥@¬~¼ k̂ «�· ± ¡KÀ¨¬¨¡ ±,£ : ∫k̂dλ̂ = inf k ∑p

i=1 θ(Πf̂(x̂i)
,Πf̂(x̂i+1)) ²

³¨¡;ªp¡
h ªp´¨¬~·$¥¹n¡;ª�8 � §E¥  :t¼@¥Q¬¨8  8?§~§~ªG¥¾t«�¦�8�¢5«�¥Q¬~·�¢U¥ f̂(k̂)

µ
Ã�¢6«�·1·G³¨¥ ² ¬�«�¬ Ö Ú.§¨7�©�·G¡;¤I¢U«�¥Q¬�ïQµ�ïQïK×|¢U³¨8	¢1¢5³~«�· ± ¡KÀ¸¬~¡;·�8�¢5ªG8?¬¨·x¹M¡;ªp·G¡�¦�¡8Q·p´¨ªp¡ λ ¥@¬9¢5³~¡�§  ¡8�¢5«�¬~¼

 ¥n¤;´¨·[¥Q¯ f µ
¶ö§�¥  :t¼Q¥Q¬¨8  8?§~§¨ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬lh = {(x̂i,Πi)} ¢5¥�8�§¨8	¢5³ f(k)

«�·�8?¬
(α, s)

�xÎUì@ì�ÑpÒkëQË°Í�Î@Õ*Ë*Ò?É�«Á¯
® max1≤i≤p θ(Πi,Πi+1) < α

8?¬ ±
® max dH2(x̂i, x̂i+1) < s

µ
¿$³¨¡�¡I¾t«�·x¢5¡¬~¤;¡�¥Q¯�8

(δ, ε) ® 8Q§~§~ªG¥¾t«�¦�8�¢5«�¥Q¬�¯°¥Qª18?¬@: (δ, ε)
©�8?¬ ± 8?¬@:�8?ªG¤ k̂ «�·m·G³~¥ ² ¬�«�¬�Ö Ú&§¸7=×�µ6Ãr¬¢5³¨¡$·G¡;ÂS´~¡ t² ¡ ² « � ¬¨¡;¡ ± ¢5¥�³¸8;¹M¡ (δ, ε) ® 8?§~§¨ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬¨· ² «h¢5³ £ ¥Q´~¬ ± ¡ ±� ¡;¬~¼�¢U³Üµ|¿$³~¡[¯°¥ � ¥ ² «�¬~¼  ¡;¦�¦�8·G³~¥ ² ·$¢5³~¡;ªG¡1¡I¾t«�·x¢5¡;¬¨¤;¡Qµ

Q þ��R� 6 S	�H9��!= È;Õ
δ
Î?É�Ê

ε
Ç5È�Õ ? Ò�ì~Ò�ÏUË»Õ*Ë°ê?È�É¨ÐSÍ�Ç5ÈKÑUÏ�ÏUÐ¨Ó � Õ � ÎQÕ 0 < ε < log 3

2

� = È;Õ
(f̂ ,Γ, ρ)

ÇUÈ�Î
ÓGÒ?É¨ê?ÈGëmìEÔ�ÈGÎ@ÕzÈGÊ�ÏIÐSÑ 
 ÎMÓ5È6ÎQÉ�Ê�Ô�È;Õ k̂ ⊂ H2 Ç5È6Î?É9ÎQÑGÓ�Õ � Î@Õ&Ë°É¸ÕzÈKÑUÏ;È5Ó;Õ»ÏmÕ � È�ìEÔ�ÈGÎQÕ*Ë°ÉnÌ�ÔhÒkÓKÐnÏ |λ̂| Õ*ÑpÎ?É~ÏUê?ÈKÑ5ÏÈKÔXðÏKÒ=Õ � Î@Õ

f̂(k̂)
Ë°É¸ÕzÈKÑ5ÏÈ5Ó;Õ»Ï�ÎQÕ$Í�Ò?ÏIÕ[ÒQÉEÓ5È�ÎQÉ¨ð�Ô�ÈGÎ 
 Ò 
 f̂(|λ̂|) � ��� ÈKÑpÈ�ËôÏ�Î (δ, ε)

�xÎIì@ì�ÑpÒëQË°Í�ÎQÕ*Ë*ÒQÉ�Õ�Ò
f̂(k̂)

? Ë»Õ � Ô�ÈKÉnÌQÕ � Ô�ÈIÏ5Ï�Õ � ÎQÉ 4
ε (πδ + 1)l(k) + 4(πδ + 1) = B(ε, δ, l(k̂))

�
G�ÑpÒkÒ 
 �_Ø�³~¥n¥@·p¡ p + 2

§E¥Q«�¬@¢5·
x̂0, . . . , x̂p+1

«�¬
k̂ − |λ̂| ·G´~¤I³º¢U³¨8	¢ ² ¡3³¸8;¹M¡ {x̂1, x̂p+1} ⊂ ∂k̂

©
p ≤ l(k̂)

ε8?¬ ± d(x̂i, x̂i+1) ≤ ε
¯°¥Qª/8Q¬@:

i ∈ {0, . . . , p} µ[Ø�³~¥n¥Q·G¡38  ·p¥�8�·p´¨§~§E¥Qªc¢_§  8?¬¨¡ Πf̂(x̂i)

8	¢
f̂(x̂i)

¯°¥Qª/¡8?¤U³
i ∈ {0, . . . , p} µ�¿$³~¡�À¨ªG·c¢�·x¢5¡;§ ¥Q¯$¢5³~¡�§~ªG¥n¥Q¯ ² « ��£ ¡�¢5¥�¡I¾n¢U¡;¬ ± ¢5³~«�·�¯»8?¦�«  :û¥@¯[·G´~§¨§�¥Qªx¢�§  8?¬~¡;·s¢5¥¥ £ ¢U8?«�¬û8=§E¥  :t¼@¥Q¬¨8  8?§~§¨ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬�µ=¿$³~¡ªp¡�8?ªp¡�¢5³~ªp¡¡�§E¥Q·p·G« £¨ ¡�¤¥Q¬tÀ¸¼Q´~ªG8	¢U«�¥Q¬�¯»¥Qª1¢U³~¡�§�¥Q·G«f¢5«�¥Q¬¨·3¥Q¯
Πf̂(x̂i)

8Q¬ ± Πf̂(x̂i+1)

µv �¡I¢
k̂i £ ¡_¢U³~¡1·G´ £ 8?ªp¤�¥Q¯ k̂ �x¥Q«�¬~«�¬¨¼ x̂i ¢U¥ x̂i+1

µ

® ß�«�ªG·c¢�¤;¥Q¬tÀ¸¼Q´~ªG8�¢5«�¥Q¬ ÷ Πf̂(x̂i)

«�¬@¢5¡;ªG·G¡;¤I¢5·
Πf̂(x̂i+1)

8?¬ ± ¢U³~¡�§~ªG¥m�c¡;¤I¢5«�¥@¬û¥Q¯ Πf̂(x̂i)
∩ Πf̂(x̂i+1)

¢5¥
f̂(H2)

«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢5·�¢5³¨¡�8?ªp¤
k̂i ⊂ k̂

µ&Ãr¬�¢U³~«�·[¤;¥Q¬tÀ¸¼Q´~ª58	¢5«�¥Q¬Ü© {(x̂i,Πf̂(x̂i)
); (x̂i+1,Πf̂(x̂i+1))}

«�·[8  ªp¡8 ± :º8

n



§�¥  :t¼Q¥Q¬¸8  8?§¨§~ªp¥¾t«Á¦�8	¢5«�¥@¬�¢U¥ f̂(k̂i)
µ

® ít¡;¤;¥Q¬ ± ¤;¥Q¬tÀ¸¼Q´~ª58	¢5«�¥Q¬ ÷ Πf̂(x̂i)
± ¥n¡·6¬~¥?¢s«�¬@¢5¡;ªG·p¡¤I¢ Πf̂(x̂i+1)

µº �¡I¢
y £ ¡�8=§E¥Q«�¬@¢�¥Q¯ k̂i 8?¬ ±� ¡I¢

Πf̂(ŷ) £
¡m8s·G´~§~§E¥Qªc¢$§  8?¬¨¡m8	¢ f̂(ŷ)

µ|¿[³~¡os³¨8  ¯ ® ·p§¸8?¤;¡;· H−
f̂(ŷ)

©
H−
f̂(x̂i)

8?¬ ± H−
f̂(x̂i+1)

«�¬@¢5¡;ªG·p¡¤I¢�¢5³¨¡ £ 8 �
b(f̂(ŷ), ε) ( b(f̂(ŷ), log 3

2 )
µ&Þv:�ÖÙÛ18�×�Ä*·G¡;¡/8  ·G¥�Ö Þ�ªx×°Æ�¢5³~¡;·G¡p�³¨8  ¯ ® ·G§¨8?¤;¡;·�8?ªp¡�¬~¥�¢ ± «�·2�c¥Q«Á¬@¢k©n³~¡;¬¨¤;¡ Πf̂(ŷ)«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢5·�¡«f¢5³~¡;ª

Πf̂(x̂i)

¥Qª
Πf̂(x̂i+1)

µÝíS¥�8?¬M:Ý·G´¨§~§E¥Qªc¢�§  8?¬¨¡�8	¢�8�§E¥Q«�¬@¢�¥Q¯ f̂(k̂)
«�¬@¢5¡;ªG·p¡¤I¢5·�¡;«f¢5³¨¡;ª

Πf̂(x̂i)

¥Qª
Πf̂(x̂i+1)

µ|¿[³~¡m8?ªp¤
f̂(k̂i)

¤8Q¬ £ ¡/¡I¾n¢U¡;¬ ± ¡ ± ¢5¥�8?¬�8?ªp¤/«�¬M¢5¥�¢U³~¡/·G¡I¢$¥Q¯�8 � ¢5³¨¡/·G´~§¨§�¥Qªx¢�§  8?¬~¡·8	¢
f̂(k̂i)

µ�¿$³¨¡;ªp¡;¯»¥Qªp¡�¢5³¨¡;ªp¡�«�·�89§�¥Q«�¬M¢
ŷ ⊂ int(k̂)

8Q¬ ± 89·p´¨§~§E¥Qªc¢�§  8?¬¨¡ Πf̂(ŷ)

8	¢
f̂(ŷ)

·p´¨¤U³�¢5³¸8	¢
{(x̂i,Πf̂(x̂i)

); (ŷ,Πf̂(ŷ)); (x̂i+1,Πf̂(x̂i+1))}
«�·�8�§�¥  :~¼Q¥Q¬¨8  8?§~§¨ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬�¢5¥ f̂(k̂i)

ÄÅ¤;¯rµ�Ö ç1¡kíE©;q�tµÙA?×°ÆIµ
® ¿[³~«�ª ± ¤;¥@¬tÀ¨¼Q´¨ªG8	¢5«�¥@¬Ý÷ Πf̂(x̂i)

«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢U· ∩Πf̂(x̂i+1) £
´S¢/¢5³¨¡6§¨ªp¥m�c¡;¤K¢5«�¥Q¬�¥Q¯

Πf̂(x̂i)
∩ Πf̂(x̂i+1)

¢5¥
f̂(H2) ± ¥n¡·/¬~¥�¢m«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢ f̂(k̂i)

µ[Ãr¯.8?¬@:,·G´~§¨§�¥Qªx¢_§  8?¬~¡s8	¢18�§E¥Q«�¬@¢m¥Q¯ f̂(k̂i)
«�¬M¢5¡;ªp·G¡;¤I¢U·/¡;«f¢U³~¡;ª

Πf̂(x̂i)¥Qª
Πf̂(x̂i+1)

¢5³¨¡;¬ ² ¡1¤8Q¬�À¨¬ ± ©¨8?·[«�¬�¢5³~¡1§¨ªp¡;¤;¡ ± «�¬~¼�¤8?·G¡Q©¨8�§E¥Q«�¬@¢ ŷ 8Q¬ ± 8�·G´~§¨§�¥Qªx¢[§  8Q¬~¡ Πf̂(ŷ)

·G´~¤U³
¢5³¸8	¢ {(x̂i,Πf̂(x̂i)

); (ŷ,Πf̂(ŷ)); (x̂i+1,Πf̂(x̂i+1))}
«�·_8�§�¥  :~¼Q¥Q¬¨8  8Q§~§~ªG¥¾t«�¦�8	¢U«�¥Q¬=¢5¥ f̂(k̂i)

µ_î�¢5³¨¡;ª ² «�·G¡Q©¢5³¨¡;ªp¡�«�·�8�§E¥Q«�¬@¢
ŷ ∈ k̂ 8Q¬ ± 81·G´¨§~§�¥@ªc¢�§  8?¬~¡ Πf̂(ŷ)

8	¢
f̂(ŷ)

·G´~¤I³�¢U³¨8	¢
Πf̂(ŷ) ±

¥n¡;·�¬~¥�¢�«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢
Πf̂(x̂i)¬~¥@ª

Πf̂(x̂i+1)

µ�¿$³~¡�§  8?¬~¡;· Πf̂(x̂i)

8?¬ ± Πf̂(ŷ)

8Qªp¡�«�¬�¢5³~¡�·G¡;¤;¥Q¬ ± ¤;¥@¬tÀ¨¼@´~ªG8	¢U«�¥Q¬Ü©�·G¥�¢U³~¡;ªp¡�«�·38=§E¥Q«�¬@¢
ẑ ⊂ k̂i £ ¡I¢ ² ¡;¡;¬ x̂i 8?¬ ± ŷ ·p´¨¤U³º¢5³¨8	¢ {(x̂i,Πf̂(x̂i)

); (ẑ,Πf̂(ẑ)); (ŷ,Πf(ŷ))}
«�·/8�§E¥  :t¼@¥Q¬¨8  8?§~§¨ªp¥¾t«�¦�8 ®¢5«�¥Q¬�¢5¥�¢5³¨¡�·G´ £ 8?ªp¤/¥Q¯ k̂ �c¥Q«Á¬~«�¬~¼ x̂i ¢U¥ ŷ µre_¥Q«�¬¨¼�¢5³~¡/·58?¦�¡/¯»¥Qª Πf̂(ŷ)

8Q¬ ± Πf̂(x̂i+1) ²
¡/¼Q¡I¢$86§E¥  :t¼Q¥@¬¨8 8?§¨§~ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬�¢5¥

f̂(k̂i)
µ

 �¡I¢�´¨· ± ¥�¢U³~¡.¤;¥Q¬~·x¢5ªG´~¤I¢5«�¥@¬68 £ ¥¹M¡v¯°¥Qªq8 � ¢5³¨¡&¤¥Q¦�§E¥Q¬~¡;¬M¢5·�¥Q¯ k̂−{x̂1, . . . , x̂p}
µqÃr¬�¡k8?¤U³�¤;¥Q¦�§�¥@¬~¡;¬@¢

¥Q¯
k̂ − {x̂1, . . . , x̂p}

© ² ¡6³¸8;¹M¡38 ±¨± ¡ ± 8	¢m¦�¥Q·x¢ 3
§�¥Q«�¬M¢5·µ[íS¥�¢U³~¡6ªp¡;·G´  ¢5«�¬~¼�§E¥  :t¼Q¥@¬¨8  8?§¨§~ªp¥¾~«�¦�8	¢5«�¥@¬³¨8Q·�8  ¡;¬¨¼�¢5³�·G¦�8 � ¡;ª.¢U³¨8?¬ 4p+ 4

µ& �¡I¢�´~· ± ¡¬~¥�¢5¡ £ : {(x̂i,Πf̂(x̂i)
)/i = 0, . . . , 4p+ 4} ¢5³~«�·�§E¥  :t¼@¥Q¬¨8 8?§¨§~ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬,8?¬ ±º ¡I¢�´~· ± ¡;¬~¥�¢U¡ £ : k̂i ⊂ k̂ ¢5³¨¡m¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤�8?ªp¤C�c¥@«�¬~«�¬~¼ x̂i ¢5¥ x̂i+1

µ�òÝ¡1³¨8;¹M¡�8  ªp¡k8 ± :·G¡;¡;¬�¢5³¨8	¢ ² ¡_¤8?¬�¡I¾n¢5¡;¬ ± 8?¬�8?ªp¤ f̂(k̂i)
¢5¥s8?¬�8?ªG¤/«�¬�¢5³~¡_·p¡K¢�¥Q¯q8 � ¢5³~¡_·p´¨§~§E¥Qªc¢�§  8?¬¨¡;·�8	¢ f̂(k̂i)

µ&¿$³~«Á·
«�¦�§  «�¡;·/¢U³¨8	¢k©Ü¯°¥Qª18?¬@: δ ©E¢5³~¡;ªG¡�8?ªp¡�§E¥Q«�¬@¢5· ŷj ⊂ k̂i

©
0 ≤ j ≤ q + 1 ² «f¢U³ q ≤ θ(Π

f̂(x̂i)
,Π
f̂(x̂i+1))

δ ≤ π
δ

©
·G´~¤U³�¢5³¨8	¢ ² ¡�³¨8;¹n¡ ŷ0 = x̂i

©
ŷq+1 = x̂i+1

8?¬ ± θ(Πf̂(ŷj)
,Πf̂(ŷj+1)) ≤ δ

µ�Ø�³~¥n¥@·p«�¬¨¼º·G´~¤U³�§�¥Q«�¬M¢5·�¯°¥Qª
¡8?¤U³�8Qªp¤

k̂i
©
0 ≤ i ≤ 4p+3

© ² ¡�¼Q¡I¢v8 (δ, ε) ® 8?§~§~ªG¥¾t«�¦�8�¢5«�¥Q¬ ² «f¢U³  ¡;¬~¼�¢U³s·G¦�8 � ¡;ª�¢5³¸8?¬ (4p+4)(πδ +1)
µ

íS«�¬¨¤;¡
p ≤ l(k̂)

ε

©S¢5³¨«�·[§�¥  :~¼Q¥Q¬¨8  8?§~§¨ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬=·58	¢5«�·pÀ¨¡·�¢5³~¡1¤¥Q¬~¤  ´¨·G«�¥Q¬º¥@¯�¢5³¨¡� �¡;¦�¦�8tµ
¿$³¨¡[¯°¥ � ¥ ² «�¬~¼6§~ªG¥Q§�¥Q·G«f¢5«�¥@¬�¥Q¯&Ö ç1¡kín×¸¼@«f¹M¡;·�8?¬�¡;·x¢U«�¦�8	¢5¡�¥Q¯¸¢5³¨¡[¡;ªpªp¥Qª ² ³~«�¤U³�«�·v¦�8 ± ¡ ² ³¨¡;¬�8?§~§¨ªp¥¾ ®«�¦�8�¢5«�¬~¼�¢5³~¡ £ ¡;¬ ± «�¬~¼�¦�¡8?·G´~ªG¡�÷

s �	ÿ�t.ÿ/u 8wvx8 ÿ/yzS	�{S}|)~ºþ��f� s �	ÿ�t.ÿ/u 8wvx8 ÿ/y}WY�{�.�x�J�	� ÈKÑGÈ�ËôÏ�Î=ÐSÉ¨Ë»ê�ÈKÑUÏKÎQÔvÓGÒ?É~ÏIÕ�ÎQÉ¨Õ
K
D_Î?É�Ê�Î 
 ÐSÉEÓ;Õ*Ë*ÒQÉ

s(α)
D

0 < s(α) < 1
D$ÏUÐ¨Ó � Õ � Î@Õ�Ë 
 h ËôÏ�Î?É

(α, s(α))
�xÎUìMì�ÑpÒëQË°Í�ÎQÕ*Ë*Ò?ÉÝÕ�Ò=ÎsìtÎQÕ �

f(k)
D ? � ÈKÑGÈ α < π

2

D
Õ � ÈKÉ ? È � ÎQê?È

|
∑

k θ(Πi,Πi+1)−
∫

k
dγ| < Kα l(k)

 /¥ ²ó² ¡ ² « � ´~·G¡3¢U³~«�·1§~ªp¥Q§E¥Q·G«f¢5«�¥Q¬�¢U¥�§~ªp¥¹M¡s¢5³~¡�¤¥Q¬@¢5«�¬n´¨«f¢r:9¥@¯&¢5³~¡ £ ¡;¬ ± «�¬~¼�¦�¡8?·G´¨ªp¡ ± ¼Q¡¥ ± ¡;·G«�¤
 8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬º¥Q¯|8�¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼@«�¬~¼�·G¡;Ân´~¡¬~¤;¡1¥Q¯�¤;¥Q¬@¹n¡I¾�§  ¡8	¢5¡ ± ·G´~ªG¯»8?¤;¡;·µ
Q þ��R� 6 S���W��!= È;Õ

(f̂n,Γn, ρn)
Ç5È�Î�ÏÈ1@;Ð¨ÈKÉEÓ5È�Ò 
 ÓGÒ?É¨ê?ÈGë�ìEÔ�ÈGÎ@ÕzÈGÊ�ÏUÐSÑ 
 ÎMÓUÈUÏ�ÓGÒQÉ¨ê?ÈIÑÅÌQË°ÉnÌ�Õ�Ò�Î�ì(ÔhÈ5ÎQÕzÈGÊÏUÐSÑ 
 ÎMÓUÈ (f̂∞,Γ∞, ρ∞)

Î?É�Ê6Ô�ÈKÕ
λ̂n

Ç5È[Õ � È_Ç5ÈKÉ�Ê?Ë°ÉnÌ�Í�È5Î�ÏUÐSÑGÈGÊ/ÌnÈ5ÒÊMÈIÏIËÅÓ[ÔhÎ?ÍsË°É�Î@Õ*Ë*Ò?É�Ò 
 f̂n � ��� È�ÏÈ1@;Ð¨ÈKÉEÓ5È
(λ̂n)

ÓGÒ?É¨ê?ÈKÑÅÌnÈIÏ 
 ÒQÑ1Õ � È ? ÈGÎm� ∗ Õ�ÒUì~ÒQÔhÒ5Ì?ð�Õ�Ò�Î�Í�ÈGÎ?ÏUÐSÑGÈGÊ3ÌnÈGÒkÊMÈIÏUËÅÓ�ÔhÎQÍsË°É�ÎQÕ*Ë*ÒQÉ λ̂∞ ÎQÉ�Ê ? È � Î?ê?È6Ò?ÉEÈ6Ò 
Õ � È 
 ÒQÔ»ÔfÒ ? Ë°ÉnÌ�Õ ? Ò�ÏUË»Õ*Ð¨ÎQÕ*Ë*Ò?É~Ï!�
�

(f̂∞,Γ∞, ρ∞)
Ë°ÏmÎ�Ó5Ò?É¨ê?ÈGë_ìEÔ�ÈGÎQÕzÈGÊ�ÏUÐSÑ 
 ÎMÓ5È6Î?É�Ê λ̂∞ ËôÏ_Ë»Õ»Ï1Ç5ÈKÉ�ÊQË°ÉnÌ�Í�ÈGÎ�ÏUÐtÑpÈ5Ê6ÌMÈ5ÒÊnÈUÏIËÅÓ1ÔhÎ?ÍsË»É�ÎQÕ*Ë*Ò?É��

�



�
(f̂∞,Γ∞, ρ∞)

ËôÏ�Î?É ÈIê?ÈKÉ�ì(ÔhÈ5ÎQÕzÈGÊ�ÏUÐSÑ 
 ÎMÓUÈ�D |λ̂∞| ËôÏ�Õ � È/ì(ÔhÈ5ÎQÕzÈGÊ=ÔhÒkÓKÐnÏ�Ò 
 f̂∞ Î?É�Ê
λ̂∞

Ë°Ï�ÒnÇ;Õ�Î?Ë°ÉEÈGÊ
ÇKð�ÈKÉ�Ê@Ò ? Ë°ÉnÌºÈGÎMÓ � Ô�ÈGÎ 
 Ò 
 |λ̂∞| ? Ë»Õ � Î��1Ë°ÑpÎMÓ6Í�Î?Ï5Ï ? Ë»Õ � Î ? ÈKËhÌ � Õ�È1@;Ð~ÎQÔ�Õ�Ò π �

G�ÑpÒkÒ 
 �p �¥�¢5«�¤¡�¢5³¸8	¢ ² ³¨¡;¬ H3/ρ∞(π1(M))
«�·vÂn´¨8Q·p« ® «�·G¥Q¦�¡I¢Uªp«�¤�¢U¥ H3/ρn(π1(M))

¢U³~«�·vªp¡;·G´  ¢�«�·�81¤;¥Q¬ ®·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡3¥@¯&ªp¡;·G´  ¢5·_¥Q¯�Ö Þ�¥�?×�µ/Þv:  ¡;¦�¦�8O~µ�ïQ© (f̂∞,Γ∞, ρ∞)
«�·m8?¬�¡I¹n¡;¬�¥Qª_¤;¥Q¬@¹M¡I¾�§  ¡8�¢5¡ ± ·G´~ªG¯»8?¤;¡Qµò�¡ ² « � ·G³~¥ ² ¢5³¸8	¢/8?¬@:�·G´ £ ·G¡;Ân´~¡¬~¤;¡1¥Q¯ (f̂n,Γn, ρn)

¤;¥Q¬M¢U8?«�¬~·�8�·G´ £ ·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡1·58	¢5«�·G¯Á:~«�¬~¼s¢5³¨¡1¤;¥Q¬~¤  ´ ®·G«�¥Q¬~·[¥@¯  ¡;¦�¦�8�tµÙA~©t¢5³~¡1¤;¥@¬~¤  ´¨·p«�¥@¬º¯°¥ � ¥ ² ·µ �¡I¢v´~·&¤U³~¥S¥Q·G¡$8_·G´ £ ·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡�·G´~¤U³s¢5³¨8	¢ (|λ̂n|)
¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼@¡�«�¬s¢5³~¡�P/8?´~· ± ¥Qªxâ�¢5¥@§�¥  ¥Q¼�:3¢5¥�8_¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤

 8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬ L̂∞ µ�Þv: ÖÙØ$ÚvÛ�©Vq b µ{<	×�©�¢5³¨¡�§  ¡8	¢5«�¬¨¼  ¥n¤;´¨·3¥@¯ f̂∞  «�¡;·s«�¬ L̂∞ µ� �¡I¢ k̂ ⊂ H2 £ ¡�8?¬û8?ªp¤«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢5«�¬¨¼
L̂∞

¢UªG8?¬~·x¹M¡ªp·G¡  :�·G´¨¤U³�¢U³¨8	¢ f̂∞(k̂)
«�¬@¢5¡;ªG·p¡¤I¢5·$8	¢[¦�¥Q·x¢[¥Q¬~¤;¡18?¬@:  ¡8?¯q¥Q¯ f̂∞(L̂∞)

µvít«�¬~¤;¡
(|λ̂n|)

¢5¡;¬ ± ·�¢5¥ f̂(L̂∞)
«�¬�¢5³~¡�P/8?´¨· ± ¥Qªxâ ¢5¥@§�¥  ¥Q¼?: 8?¬ ± ·G«�¬~¤;¡ (f̂n)

¤;¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡º¢5¥
f̂∞

©�¯°¥Qª
n  8Qªp¼Q¡¡;¬¨¥Q´~¼Q³

f̂n(k̂)
«�¬M¢5¡;ªp·G¡;¤I¢U·68	¢3¦�¥Q·x¢3¥Q¬¨¤;¡�8Q¬@:  ¡8?¯�¥Q¯ f̂(|λ̂n|)

µ�ß�«f¾
δ < π

2

8?¬ ± ε < s(δ)
8?¬ ± ¤U³¨¥n¥Q·G¡¯°¥Qª/¡8?¤U³

n
8

(δ, ε) ® 8?§~§~ªG¥¾t«�¦�8�¢5«�¥Q¬ (x̂i,n,Πf̂n(x̂i,n))
¢5¥
f̂n(k̂) ² ³¨¥Q·G¡  ¡;¬¨¼�¢5³�«�·  ¡;·G·[¢5³¨8Q¬º¢5³¨¡6¬n´~¦ £ ¡;ª

B(δ, ε, l(k̂))
8?§~§E¡8?ªp«�¬¨¼�«�¬, �¡;¦�¦�8�tµ{<Sµ�Ú|¾n¢5ª58?¤I¢_8�·G´ £ ·G¡;ÂS´~¡;¬~¤¡1·G´~¤U³�¢U³¨8	¢/¯°¥Qª�8?¬@: i ≤ B(δ, ε, l(k̂))

©
¢5³¨¡6·p¡;ÂS´~¡;¬¨¤;¡

(x̂i,n,Πf̂n(x̂i,n))
¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·_8?¬ ±,± ¡;¬¨¥�¢5¡ £ : (x̂i,∞,Πf̂∞(x̂i,∞))

«f¢5·  «�¦�«f¢	µ�¿[³n´~· ² ¡3¼Q¡I¢m8
(δ, ε) ® 8?§~§¨ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬ {(x̂i,∞,Πf̂∞(x̂i,∞))}

¢U¥
f̂∞(k̂) ² ³¨¥Q·G¡  ¡;¬¨¼�¢5³=«�·  ¡;·G·�¢5³¸8?¬ B(δ, ε, l(k̂))

µ

35476�8 ��S��w�;� B 
 (f̂∞,Γ∞, ρ∞)
ËôÏ�Î�ÓGÒQÉ¨ê�ÈGëmìEÔ�ÈGÎQÕzÈ5Ê�ÏUÐSÑ 
 ÎMÓUÈ�D.Õ � ÈKÉ (λ̂n)

ÓGÒQÉ¨ê�ÈKÑÅÌnÈ�Õ�Ò�Õ � È6ÇUÈKÉ¸ÊQË°ÉnÌ�Í�ÈGÎ��
ÏUÐSÑGÈ5ÊsÌnÈGÒÊnÈIÏUËÅÓ3ÔfÎQÍsË°É�Î@Õ*Ë*Ò?É

λ̂∞
Ò 
 (f̂∞,Γ∞, ρ∞)

�
G�ÑpÒkÒ 
 ��¶/·G·G´~¦�¡v¢5³¨8�¢ (f̂∞,Γ∞, ρ∞)

«�·&8�¤¥Q¬@¹M¡I¾3§  ¡8	¢5¡ ± ·G´¨ªp¯»8?¤;¡�8?¬ ±s ¡I¢&´~· ± ¡;¬~¥?¢5¡ £ : λ̂∞ «f¢5· £ ¡;¬ ± «�¬¨¼¦�¡k8?·G´~ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«Á¬¨8	¢5«�¥Q¬�µ& Ü¡K¢v´¨·.ªp¡¤8 � ¢5³¨8	¢ λ̂n ¢5¡;¬ ± ·|¢5¥ λ̂∞ «�¯E¯°¥Qªv8?¬M:�8Qªp¤
k̂ ⊂ H2 ¢5ª58?¬~·x¹M¡;ªp·G¡¢5¥ |λ̂∞| © (

∫
k̂dλ̂n)

¢5¡¬ ± ·�¢5¥ ∫k̂dλ̂∞
µ

 �¡I¢
k ⊂ H2 £ ¡�8?¬s8Qªp¤.¢UªG8?¬~·x¹M¡;ªG·p¡v¢5¥ |λ̂∞| 8?¬ ±3 ¡I¢ {(x̂i,n,Πf̂n(x̂i,n))} £

¡.¢5³~¡
(δ, ε) ® 8Q§~§~ªG¥¾t«�¦�8	¢U«�¥Q¬~·

± ¡;À¨¬~¡ ± 8 £ ¥¹M¡Qµ�ß~¥@ª68?¬@: i ≤ p
©

Πf̂n(x̂i,n)

¢5¡;¬ ± ·1¢5¥ Πf̂∞(x̂i,∞)

µ�¿$³~¡;ªG¡;¯°¥Qªp¡@©q¯»¥Qª
n  8?ªp¼Q¡�¡;¬~¥Q´¨¼Q³Ü© ² ¡³¨8;¹n¡ ∑p

i=1 |θ(Πf̂∞(x̂i,∞),Πf̂∞(x̂i+1,∞)) − θ(Πf̂n(x̂i,n),Πf̂n(x̂i+1,n))| ≤ δ
µ$Ãz¢_¯°¥ � ¥ ² ·_¯°ªp¥Q¦��.ªp¥Q§�¥@·p«f¢U«�¥Q¬

tµ�m¢5³¸8	¢ ² ¡�³¨8;¹n¡ |∑q−1
i=1 θ(Πf̂n(x̂i,n),Πf̂n(x̂i+1,n))−

∫
k̂dλ̂n| < Kδl(k̂)

¯°¥Qª�8?¬@:
n ∈ N µrP�¡;¬¨¤;¡ ² ¡�³¨8¹M¡

|
∫
k̂dλ̂∞ −

∫
k̂dλ̂n| < 2Kδl(k̂) + δ

µ[ �¡I¢p¢U«�¬~¼
δ
¢U¡;¬ ± ¢5¥ 0

:t«�¡ �± · ∫k̂dλ̂n →
∫
k̂dλ̂∞

µ$¿[³~¡6·58?¦�¡6«�·�¢5ªp´¨¡
¯°¥Qª�8?¬@:=8?ªp¤

k̂
¢5ªG8Q¬~·x¹M¡;ªp·G¡_¢U¥ |λ̂∞| ©~³~¡¬~¤;¡ λ̂n ¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡;·�¢U¥ λ̂∞ µ

 /¡I¾n¢ ² ¡ ² « � ¤;¥Q¬~·G« ± ¡ª_¢5³¨¡�¤8?·G¡ ² ³~¡ªp¡ (f̂∞,Γ∞, ρ∞)
«�·68Q¬�¡I¹n¡;¬�§  ¡8	¢U¡ ± ·G´¨ªp¯»8?¤;¡Qµ� �¡I¢3´~·1À¨ªG·c¢·G³~¥ ² ¢5³¸8	¢38 � ¢5³~¡  ¡8;¹M¡;·�¥@¯&¢U³~¡�§  ¡8	¢U«�¬~¼  ¥n¤;´¨· |λ̂∞| ¥Q¯ (f̂∞,Γ∞, ρ∞)

8?ªp¡�«�·G¥  8	¢U¡ ±� ¡8;¹M¡·;©q¬¨8?¦�¡  :¢5³¸8	¢$¢5³¨¡;«�ª$§¨ªp¥m�c¡;¤K¢5«�¥Q¬~·�¢5¥
H2/Γ∞

8?ªp¡1«�·G¥  8�¢5¡ ±= ¡8;¹M¡·;µ35476�8 ��S��H��� N � ÈKÉ
(f̂∞,Γ∞, ρ∞)

ËôÏ�Î?É�ÈKê?ÈKÉ_ìEÔ�ÈGÎ@ÕzÈGÊ_ÏUÐSÑ 
 ÎMÓUÈADqÕ � È�ìEÔ�ÈGÎ@Õ*Ë°ÉnÌ1ÔhÒ	ÓKÐnÏ |λ̂∞| Ò 
 f̂∞ Ó5Ò?É¸Õ�Î?Ë°É~Ï
Ò?É¸ÔXð�ËôÏKÒ@ÔfÎ@ÕzÈGÊ�Ô�ÈGÎ?ê?ÈIÏd�
G�ÑpÒkÒ 
 �_Ø�³~¥n¥@·p¡�¢ ² ¥ ± «�·c¢U«�¬~¤I¢m·G´~¤;¤¡;·G·p«f¹n¡3§�¥@«�¬@¢5· x̂i,∞ 8?¬ ± x̂i+1,∞

8?¬ ±9± ¡;¬¨¥�¢5¡ £ : k̂i ¢5³~¡3·G´ £ 8?ªp¤3¥Q¯ k̂�c¥Q«�¬¨«�¬~¼
x̂i,∞

¢5¥
x̂i+1,∞

µ| Ü¡K¢
ŷ £ ¡�8�§E¥Q«�¬@¢&¥Q¯ int(k̂i) 8?¬ ±3 ¡K¢ (Πf̂n(ŷ)) £

¡�8�·G¡;Ân´¨¡;¬~¤¡�¥Q¯¨·G´~§~§E¥Qªc¢|§  8?¬~¡·8	¢
f̂n(ŷ)

¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q«�¬¨¼�¢U¥s86·G´~§¨§�¥Qªc¢�§  8?¬~¡ Πf̂∞(ŷ)

8	¢
f̂∞(ŷ)

µ.ß~¥@ª
n  8?ªp¼@¡/¡;¬¨¥Q´~¼Q³�© ŷ  «�¡;·�«�¬�¢U³~¡/·G´ £ 8?ªp¤¥Q¯

k̂
�x¥Q«�¬~«�¬¨¼

x̂i,n
¢5¥
x̂i+1,n

µ|íS«Á¬~¤;¡ {(x̂i,n,Πf̂n(x̂i,n))}
«�·|8

(δ, ε) ® 8?§~§¨ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬�© Πf̂n(ŷ)

«�¬M¢5¡;ªp·G¡;¤I¢U· £ ¥�¢5³
Πf̂n(x̂i,n)

8?¬ ± Πf̂n(x̂i+1,n)

8?¬ ±9² ¡�³¸8;¹M¡ θ(Πf̂n(x̂i,n),Πf̂n(ŷ)) ≤ δ
8?¬ ± θ(Πf̂n(ŷ),Πf̂n(x̂i+1,n)) ≤ δ

µ
 �¡I¢p¢5«�¬¨¼

n
¢5¡¬ ± ¢5¥ ∞ :t«�¡ �± · θ(Πf̂∞(ŷ),Πf̂∞(x̂i,∞)) ≤ δ

8?¬ ± θ(Πf̂∞(ŷ),Πf̂∞(x̂i+1,∞)) ≤ δ
µöíS«�¬¨¤;¡

(f̂∞,Γ∞, ρ∞)
«�·�8?¬�¡I¹M¡;¬�§  ¡8	¢U¡ ± ·p´¨ªp¯»8?¤¡Q©Q¢U³~¡ ± «�³~¡ ± ªG8  8?¬~¼  ¡ £ ¡I¢ ² ¡¡;¬�¢ ² ¥38 ± �x8?¤;¡¬@¢�·p´¨§~§E¥Qªc¢�§  8?¬~¡·

 «�¡;·�«�¬ {0, π} µfP�¡¬~¤;¡ ² ¡_³¨8;¹M¡ θ(Πf̂∞(ŷ),Πf̂∞(x̂i,∞)) = 0
8?¬ ± θ(Πf̂∞(ŷ),Πf̂∞(x̂i+1,∞)) = 0

µ|Ã�¢$¯°¥ � ¥ ² ·¢5³¸8	¢�¯»¥Qª�8?¬@:�8?ªp¤
κ̂ ⊂ int(k̂i)

©
i(κ̂, λ̂n)

¢5¡¬ ± ·m¢5¥ 0
µ�ß~ªG¥Q¦ ¢5³~¡�§~ªG¥n¥Q¯�¥Q¯mÖ Þ�¥�t©��.ªp¥@§�< n × ² ¡ ± ¡ ± ´~¤;¡¢5³¸8	¢

int(k̂i) ± ¥S¡;·[¬~¥�¢/«�¬@¢5¡;ªG·p¡¤I¢$¢U³~¡1§  ¡8	¢5«�¬¨¼  ¥n¤;´¨·[¥Q¯ f̂∞ µ

�



ít¥ ² ¡�³¨8;¹M¡�·G³~¥ ² ¬ ¢5³¸8	¢º¢5³~¡�«�¬@¢5¡ªp·G¡;¤I¢5«�¥Q¬ £ ¡K¢ ² ¡;¡;¬ k̂
8?¬ ± ¢5³¨¡�§  ¡8�¢5«�¬~¼  ¥n¤;´¨·=¥Q¯ f̂∞  «�¡;·=«�¬

{x̂i| i = 1 . . . p} ©~«�¬º§¸8?ªc¢5«�¤´  8?ª�¢5³~«�·[«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢U«�¥Q¬º³¸8?·�8sÀ¸¬~«f¢5¡�¤8?ª ± «�¬¨8  µ
Ú.¬ ± ¥ ² «�¬~¼_¡8Q¤U³  ¡8?¯¨¥Q¯ |λ̂∞| ² «f¢U³�8>e/«�ª58?¤�¦�¡8?·G´~ªG¡ ² ³¨¥Q·G¡ ² ¡;«�¼Q³@¢&«�·|¡;Ân´¸8  ¢U¥ π :t«�¡ �± ·|8/¦�¡k8?·G´~ªp¡ ±¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬ λ̂∞ µ �¡I¢

r £ ¡_8  ¥ ² ¡;ª £ ¥Q´~¬ ± ¯°¥Qªv¢5³¨¡/·p¡K¢ {d(x̂1, x̂2)/x̂1
8Q¬ ± x̂2

8?ªG¡[¢ ² ¥ ± «hâE¡;ªG¡;¬@¢�§E¥Q«�¬@¢U·�¥Q¯ k̂∩ |λ̂∞|} µÞv:�¢U³~¡�§¨ªp¥n¥Q¯|¥Q¯&Ø  8?«�¦�tµ g © ² ¡�¤8?¬,¤U³¨¥n¥Q·G¡ r > 0
µ�Ãr¯ {(x̂i,∞,Πf̂∞(x̂i,∞))}

«�·/8
(δ, ε) ® 8?§¨§~ªp¥¾~«�¦�8	¢5«Á¥Q¬·58	¢5«�·G¯Á:t«Á¬~¼

ε < r
© ² ¡�³¨8;¹M¡ ∑q−1

i=1 θ(Πf̂∞(x̂i,∞),Πf̂∞(x̂i+1,∞)) =
∫
k̂dλ̂∞

µ
U[¡;§  8?¤;«�¬¨¼s¢5³~¡1§¨ªp¥Q§�¥@·p«f¢U«�¥Q¬Jtµ� £ :�¢5³~«�·[¡;Ân´¸8  «f¢r:�«�¬�¢U³~¡1§~ªp¥S¥Q¯�¥Q¯|Ø  8?«�¦�tµ b ² ¡�¼Q¡I¢$¢5³¨¡1¯°¥ � ¥ ² «�¬¨¼¤  8?«�¦ ² ³~«�¤U³=¤;¥Q¬~¤  ´ ± ¡;·$¢5³~¡1§¨ªp¥n¥Q¯�¥@¯� �¡;¦�¦�8�tµÙA=÷35476�8 �:S��w�;�l��� È1Ï;ÈA@;Ð¨ÈKÉEÓ5È

(λ̂n)
ÕzÈKÉ¸Ê?Ï1Õ�Ò

λ̂∞
Ë°É

ML (H2)
�

 �¡I¢&´¨·�¬¨¥�¢5«�¤;¡�¢5³¨8	¢&«�¬3¢5³~¡�¤8Q·p¡ ² ³~¡;ªG¡ (f̂∞,Γ∞, ρ∞)
«�·|¡I¹n¡;¬Ü© ² ¡ ± « ± ¬~¥�¢&·G³¨¥ ² ¢5³¸8	¢�¢5³~¡�§¨ªp¥m�c¡;¤K¢5«�¥Q¬¥Q¯ |λ̂∞| ¢5¥ H/Γ∞ «�·[¤;¥Q¦�§¨8?¤I¢kµ|ò�¡ ² « � ·G¡;¡�¯°´~ªx¢5³~¡;ª$«�¬�¢5³¨¡_¢5¡I¾S¢$¢5³¨8�¢$¢5³¨«�·[«�·�8?¤I¢5´¸8 � :�¢Uªp´~¡@µ

òÝ¡ ² « � ¬~¥ ² «�¦�§~ªp¥¹M¡m¢5³¨¡ ± ¡;·G¤;ªG«�§S¢5«�¥Q¬=¥Q¯ (f̂∞,Γ∞, ρ∞) ² ³¨¡;¬º«f¢/«�·�8?¬=¡I¹M¡;¬=§  ¡8�¢5¡ ± ·G´¨ªp¯»8?¤;¡Qµ
Q þ��R� 6 S��H���5= È;Õ

(f̂n,Γn, ρn)
Ç5È�Î�Ï;ÈA@KÐ¸ÈIÉEÓUÈ,Ò 
 Ó5Ò?É¨ê?ÈGë�ìEÔ�ÈGÎ@ÕzÈGÊ�ÏIÐSÑ 
 ÎMÓ5ÈIÏ,ÓGÒQÉ~ê?ÈKÑÅÌQË°ÉnÌÝÕ�ÒÝÎ?É�ÈKê?ÈKÉ

ìEÔ�ÈGÎ@ÕzÈGÊ�ÏUÐSÑ 
 ÎMÓUÈ (f̂∞,Γ∞, ρ∞)
� ��� ÈKÑGÈ6Ë°Ï3Î�ÏUÐSÑ 
 ÎMÓ5È S ? Ë»Õ � ÌnÈ5ÒÊMÈIÏIËÅÓ�ÇGÒQÐSÉ�Ê@Î?ÑIðTD�ÏUÐ¨Ó � Õ � Î@Õ H2/Γ∞

ËôÏ
Õ � È�Ê@ÒQÐ¨Ç;ÔhÈ�Ò 
 S Î?É�ÊsÏUÐ¸Ó � Õ � ÎQÕ.Õ � È�ìEÔ�ÈGÎQÕ*Ë°ÉnÌ�ÔhÒ	ÓKÐnÏ |λ̂∞| Ò 
 f̂∞ ìEÑpÒ��È5Ó;Õ&Õ�Ò

∂S ⊂ H/Γ∞
�CEEÐSÑKÕ � ÈKÑIÍ�ÒQÑGÈ

∂S
ËôÏ3ÓGÒ?Í/ìtÎnÓ;Õ��

G�ÑpÒkÒ 
 �/ß�«Áªp·x¢$¢5³~¡�¯°¥ � ¥ ² «�¬¨¼�¤  8?«�¦ ² « ��± ¡;À¨¬~¡ S µ35476�8 �:S��H��� c Ô°ÔÜÕ � ÈsÓGÒQÉ~ÉEÈUÓ;ÕzÈGÊ�ÓGÒ?Í/ìtÒ?ÉEÈKÉ¸Õ»Ï6Ò 
 H2 − |λ̂∞|
� Î?ê?È3Õ � È1Ï;Î?Í�È6Ë°Í�ÎÌnÈ�ÐSÉ�ÊMÈKÑ

f̂∞
�

G�ÑpÒkÒ 
 �pU[¡;¤8 � ¢5³¸8	¢$·G«�¬¨¤;¡ f̂∞ «�·[83§  ¡8	¢5¡ ± ·p´¨ªp¯»8?¤;¡@©n¢5³~¡mªp¡;·x¢5ªG«�¤I¢5«�¥Q¬�¥Q¯ f̂∞ ¢5¥�¡8?¤U³�¤;¥@¬~¬~¡;¤K¢5¡ ± ¤;¥Q¦�§�¥ ®¬~¡¬@¢�¥Q¯
H2 − |λ̂∞|

«�·[¥@¬~¡_¢5¥�¥Q¬~¡Qµ
¶_·p·G´¨¦�¡�¢5³¸8	¢�Ø  8?«�¦_tµ � «�·�¬~¥�¢�¢5ªG´~¡Qµ ¿$³¨¡;ªp¡=¡I¾~«�·c¢�¢ ² ¥�¤;¥Q¬¨¬~¡;¤K¢5¡ ± ¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢5· P̂ 8?¬ ± P̂ ′ ¥Q¯

H2 − |λ̂∞| ² ³¨¥Q·G¡m¤  ¥Q·G´~ªG¡;·�«Á¬@¢5¡;ªp·G¡;¤K¢�8?¬ ±�² ³~¥@·p¡1«�¦�8?¼Q¡·$´~¬ ± ¡;ª f̂∞ 8?ªp¡ ± «hâE¡ªp¡;¬@¢	µ|¿[³~¡;ªp¡1«�·[8s§�¥Q«Á¬@¢ ŷ
 :t«�¬¨¼6«�¬�¢U³~¡ £ ¥@´~¬ ± 8?ªc:�¥Q¯�¢5³~¡�¤  ¥Q·G´~ªp¡�¥@¯ P̂ ·G´~¤U³�¢5³¸8	¢

f∞(ŷ)  «�¡;·�«�¬ f̂∞(P̂ ′)
¥Qª�8�§E¥Q«�¬@¢

ŷ  :~«�¬~¼6«�¬�¢U³~¡
£ ¥@´~¬ ± 8?ªc:�¥Q¯�¢U³~¡1¤  ¥@·p´¨ªp¡�¥Q¯ P̂ ′ ·G´~¤U³�¢5³¨8�¢ f̂∞(ŷ)  «�¡;·[«�¬ f∞(P̂ )

µ&¿[³~«�·�¢ ² ¥�¤8?·G¡;·�8?ªG¡1·G«�¦�«  8?ª�8?¬ ±�² ¡
² « � ¥Q¬  : ± ¡8 ~² «f¢5³�¢U³~¡$À¸ªp·x¢�¥Q¬¨¡Qµ& Ü¡K¢�´¨· ± ¡;¬¨¥�¢5¡ £ : l̂ ¢5³~¡  ¡8?¯(¥Q¯ |λ̂∞| ¤;¥Q¬M¢U8?«�¬¨«�¬~¼ ŷ µ&Þv:s¢U³~¡[§¨ªp¥n¥Q¯(¥Q¯Ø  8?«�¦�~µ g ©

l̂
«Á·�8?¬=«�·G¥  8	¢5¡ ±= ¡8Q¯rµv Ü¡K¢ k̂ ⊂ H2 £ ¡68�¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤68?ªp¤�«�¬@¢5¡;ªG·p¡¤I¢5«�¬~¼ l̂ ¢5ªG8Q¬~·x¹M¡;ªp·58 � :º·G¥s¢U³¨8	¢

k̂ ∩ |λ̂∞| = {y}
µ�ß¨¥Qª

n ∈ N ©  ¡I¢ (x̂i,n,Πf̂n(x̂i,n)) £
¡1¢5³¨¡

(δ, ε) ® 8?§~§¨ªp¥¾t«�¦�8	¢5«�¥Q¬º¢5¥ f̂n(k̂)
¤;¥@¬~·x¢5ªp´¨¤I¢5¡ ±8	¢$¢5³¨¡ £ ¡;¼Q«�¬~¬¨«�¬~¼�¥Q¯�¢5³~¡1§~ªG¥n¥Q¯�¥Q¯� Ü¡¦�¦�8�tµÙA�8?¬ ±º ¡I¢[´¨· ± ¡¬~¥�¢5¡ £ : p = B(δ, ε, l(k̂))

«f¢5·  ¡;¬~¼?¢5³Üµ.Þv:Ø  8?«�¦�tµ n ©¸¢5³~¡ £ ¡;¬ ± «�¬~¼�¦�¡8?·G´~ªG¡6¥Q¬ k̂ ¢5¡;¬ ± ·[¢5¥�8Oe_«�ªG8?¤3¦�¡8?·G´~ªG¡ ² ³~¥Q·G¡ ² ¡;«�¼Q³@¢1«�·/¡;ÂS´¨8  ¢5¥ π 8?¬ ±
² ³¨¥Q·G¡3·G´~§¨§�¥Qªx¢m«�· {y} µmÃ�¢m¯°¥ � ¥ ² ·�¢U³¨8	¢_¢5³~¡ªp¡3«�· i ·G´¨¤U³=¢U³¨8	¢ (x̂i,n)

8?¬ ± (x̂i+1,n)
¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡6¢5¥

y
8?¬ ±·G´~¤U³�¢5³¨8	¢ ² ¡1³¸8;¹M¡m¢5³~¡1«�¬¨¡;Ân´¸8  «f¢r: π

p ≤ θ(Πf̂n(x̂i,n),Πfn(x̂i+1,n)) ≤ δ
¯°¥Qª

n  8?ªp¼Q¡�¡;¬~¥Q´¨¼Q³Üµ �¡I¢
ẑ £ ¡�¢U³~¡�§�¥Q«�¬M¢�¥Q¯ P̂ ′ ·G´¨¤U³�¢5³¨8	¢ ² ¡�³¸8;¹M¡ f̂∞(ẑ) = f̂∞(y)

µ,ß¨¥Qªs8?¬M:
n
©
ẑ  «�¡;·s¡;«f¢5³¨¡;ª3«�¬û8¤;¥Q¬¨¬~¡;¤I¢U¡ ± ¤¥Q¦�§E¥Q¬~¡;¬M¢ P̂ ′n ¥Q¯ H2−|λ̂n|

¥Qª�«�¬3¢5³¨¡�¤  ¥Q·G´¨ªp¡;·|¥Q¯t¢ ² ¥_¤¥Q¬~¬¨¡;¤I¢5¡ ± ¤;¥Q¦�§E¥Q¬~¡¬@¢5·|¥Q¯ H2−|λ̂n|
©

«�¬=¢5³¨«�·_·p¡¤;¥Q¬ ± ¤k8?·G¡ ² ¡ ² « ��± ¡¬~¥�¢5¡ £ : P̂ ′n ¢5³¨¡3«�¬@¢5¡;ªG«�¥Qª/¥Q¯|¢5³~¡3´~¬¨«�¥Q¬�¥Q¯|¢5³~¡;·G¡�¢ ² ¥�¤  ¥Q·G´~ªG¡;·;µ_ �¡I¢m´¨·¡I¾n¢UªG8?¤I¢s8º·G´ £ ·p¡Ân´~¡;¬¨¤;¡�·G´¨¤U³9¢U³¨8	¢ P̂n ¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼@¡;·m¢U¥=8Q¬�¥Q§�¡;¬�·G´ £ ·G´~ªp¯»8Q¤;¡ P̂ ′∞ ¥Q¯
P̂ ′

Ä*¯°¥Qª�¡I¾~8?¦�§  ¡�8·G´ £ ·p¡Ân´~¡;¬¨¤;¡�·G´¨¤U³�¢5³¨8	¢ |λ̂n| ¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡·�«Á¬9¢U³~¡ZP/8?´¨· ± ¥QªxâÝ¢5¥Q§E¥  ¥Q¼�:¸ÆIµ�íS«�¬~¤¡ f̂n ¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡�¢5¥ f̂∞ ¥Q¬
8?¬@:º¤;¥Q¦�§¨8?¤I¢/·p¡K¢k©S¢5³¨¡1·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡

f̂n(P ′n)
¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡;·$¢5¥

f̂∞(P ′∞) ⊂ f̂∞(P ′)
µ

¿$³¨¡�§�¥Q«�¬M¢
f̂∞(ŷ)  «Á¡;·m«�¬ f̂∞(P̂ ′∞)

©(«�¬
Πf̂∞(x̂i,∞)

8?¬ ± «�¬ Πf̂∞(x̂i+1,∞)

8Q¬ ±�² ¡s³¸8;¹M¡3¢5³~¡�«�¬~¡;ÂS´¨8 f®«f¢r: π
p ≤ θ(Πf̂n(x̂i,n),Πf̂n(x̂i+1,n)) ≤ δ

µ�¿$³¨¡;ªp¡;¯°¥@ªp¡Q©q¯»¥Qª
n  8?ªp¼Q¡�¡;¬¨¥Q´~¼Q³�©q¥Q¬~¡�§  8?¬~¡�8?¦�¥@¬~¼ Πf̂n(x̂i,n)8?¬ ± Πf̂n(x̂i+1,n)

«�¬@¢5¡ªp·G¡;¤I¢5·
f̂n(P̂ ′n)

¢5ªG8Q¬~·x¹M¡;ªp·G¡  :Mµ.¿$³~«�·[¤;¥Q¬M¢5ªG8 ± «Á¤I¢5·�¢U³~¡1¤;¥Q¬@¹M¡K¾t«f¢r:�¥Q¯ (f̂n,Γn, ρn)
8?¬ ±¤;¥Q¬¨¤  ´ ± ¡;·�¢5³~«�·[§¨ªp¥n¥Q¯cµ

ï>



 /¡I¾n¢ ² ¡ ² « � ·G³~¥ ² ¢5³¨8�¢$¢5³¨¡1Ân´¨¥�¢5«�¡;¬@¢/¥Q¯
H2 − |λ̂∞| £ : Γ∞

³¨8?·�¢ ² ¥�¤;¥Q¬¨¬~¡;¤I¢U¡ ± ¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢U·;µ �¡I¢�´~·q¡I¾n¢5ª58?¤I¢�8$·G´ £ ·G¡;Ân´~¡¬~¤;¡.·p´¨¤U³m¢5³¨8	¢ (|λ̂n|)
¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡;·q«�¬m¢5³~¡�P/8Q´~· ± ¥Qªxâ3¢5¥Q§E¥  ¥Q¼�:_¢U¥[8$¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤

 8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬ L̂∞ 8?¬ ±� ¡I¢ x̂, ŷ ⊂ H2 − L̂∞ £ ¡/¢ ² ¥�§�¥@«�¬@¢5· ² ³~¥Q·G¡1«�¦�8?¼Q¡· f̂∞(x̂)
8?¬ ± f̂∞(ŷ)

¤¥Q«�¬~¤;« ± ¡;·µe_¡;¬~¥�¢U¡ £ : P̂x̂ 8?¬ ± P̂ŷ ¢U³~¡�¤;¥Q¬~¬¨¡;¤I¢5¡ ± ¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢5·1¥Q¯ H2 − |λ̂∞|
¤;¥Q¬@¢U8Q«�¬~«�¬~¼

x̂
8?¬ ± ŷ 8?¬ ± 8Q·p·G´¨¦�¡¢5³¸8	¢

H+

f̂∞(P̂x̂)

«�·�¡;Ân´¸8  ¢5¥ H+

f̂∞(P̂ŷ)

µ&òÝ¡ ² « � ·G³~¥ ² ¢U³~¡�¡I¾t«�·x¢5¡¬~¤;¡�¥Q¯|8?¬,¡  ¡;¦�¡;¬@¢ g∞ ¥Q¯
Γ∞

·G´~¤U³�¢U³¨8	¢
x̂ = g∞ŷ

µ
¿$³¨¡=³¨8  ¯ ® ·G§¨8?¤¡;· H+

f̂n(P̂x̂)

8?¬ ± H+

f̂n(P̂ŷ)

¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡�¢U¥
H+

f̂∞(P̂x̂)

8?¬ ± ² ¡=³¨8;¹M¡ f̂n(P̂ŷ) ⊂ H+

f̂n(P̂x̂)8?¬ ± f̂n(P̂x̂) ⊂ H+

f̂n(P̂ŷ)

µ Ã�¢�¯°¥ � ¥ ² ·�¢U³¨8	¢�¢5³~¡û§  8?¬~¡· Πf̂n(x̂)

8?¬ ± Πf̂n(ŷ)

«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢�¯°¥Qª
n  8Qªp¼Q¡¡;¬¨¥Q´~¼Q³�8?¬ ± ¢5³¸8	¢,¢5³~¡�·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡

θ(Πf̂n(x̂),Πf̂n(ŷ))
¢5¡;¬ ± ·º¢U¥ 0

µ ¿[³~«�·�«�¦�§  «�¡;·=¢5³¨8	¢�¢5³~¡ ± «�·x¢U8?¬¨¤;¡
d(Π

f̂n(x̂)∪Π
f̂n(ŷ))

(f̂n(x̂), f̂n(ŷ))
¦�¡8?·G´¨ªp¡ ± ¥@¬

Πf̂n(x̂) ∪ Πf̂n(ŷ)

¢U¡;¬ ± ·ã¢U¥
0
µ ít«�¬~¤;¡ ² ¡ ³¸8;¹M¡

d(Π
f̂n(x̂)∪Π

f̂n(ŷ))
(f̂n(x̂), f̂n(ŷ)) ≥ df̂n(H2)(f̂n(x̂), f̂n(ŷ))

8?¬ ± ·G«�¬~¤;¡
f̂∞

«�·º8  ¥n¤8  ³~¥Q¦�¡;¥Q¦�¥QªG§~³~«�·G¦¥Q¬9¢5³¨¡�¤¥Q¦�§  ¡;¦�¡;¬M¢U8?ªc:�ªp¡;¼Q«�¥@¬~·1¥@¯ |λ̂∞| ©Ü¢5³~¡;ªG¡�«�·©�¯°¥@ª n  8?ªG¼Q¡�¡;¬¨¥Q´~¼Q³�©�8Q¬�«�·G¥Q¦�¡I¢5ªc: an ∈ Γn
·G´~¤U³

¢5³¸8	¢
dH2(anŷ, x̂) −→ 0

µs¿$³~¡ ± «�·x¢U8?¬~¤¡ dH2(ŷ, anŷ)
«�· £ ¥Q´~¬ ± ¡ ± ©�³~¡;¬¨¤;¡Q©Ü´¨§�¢5¥º¡I¾n¢UªG8?¤I¢5«Á¬~¼º8�·p´ £ ·G¡ ®Ân´¨¡;¬~¤;¡@©

(an)
¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡;·�¢U¥�·G¥Q¦�¡

a∞ ∈ Γ∞
µ�ò�¡�³¨8;¹M¡m¢5³~¡;¬

a∞ŷ = x̂
µ

¿$³¨«�·1«�¦�§  «�¡;·_¢5³¨8	¢68Q¬@:9§�¥Q«Á¬@¢�¥Q¯ f̂n(H2 − |λ̂∞|)
³¸8?·18	¢6¦�¥Q·x¢m¢ ² ¥º§~ªp¡;«�¦�8?¼Q¡;·1«�¬ H2/Γ∞

µsØ�¥Q¦ ®
£ «�¬¨«�¬~¼6¢5³~«�· ² «f¢5³ºØ  8Q«�¦�tµ � © ² ¡_¼Q¡I¢�¢5³¨¡/¡I¾t«�·x¢U¡;¬~¤;¡_¥Q¯q83·G´~ªp¯»8Q¤;¡ S ·G´~¤U³�¢5³¸8	¢ H2/Γ∞

«�·v¢5³¨¡ ± ¥Q´ £~ ¡_¥Q¯
S
8Q¬ ± ¢U³¨8	¢$¢U³~¡1§  ¡8	¢5«�¬¨¼  ¥n¤;´¨· |λ̂∞| ¥Q¯ f̂∞ §~ªp¥m�x¡;¤I¢5·�¢5¥

∂S ⊂ H2/Γ∞
µ

Ã�¢_ªp¡;¦�8?«�¬~·$¢5¥�·G³~¥ ² ¢5³¨8�¢
∂S

«�·�¤;¥Q¦�§¸8?¤I¢kµ�¶/·G·G´~¦�¡m¢5³~¡�¤¥Q¬@¢5ªG8Qªc:M©t¢U³~¡;¬
∂S

¤;¥@¬@¢U8?«�¬¨·$¢ ² ¥�8?·x:~¦�§ ®¢5¥�¢U«�¤�³¨8  ¯�¼Q¡¥ ± ¡;·G«�¤;·µ� �¡I¢ k̂ ⊂ S £ ¡�8º¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤�8?ªp¤��c¥Q«�¬¨«�¬~¼�¢5³¨¡;·G¡s¢ ² ¥=³¨8  ¯�¼@¡;¥ ± ¡·p«�¤@µ�¿[³~¡ ± ¥Q´ £~ ¡¥Q¯
k̂
«�·_8�·G«�¦�§  ¡6¤  ¥Q·G¡ ± ¤;´¨ªc¹M¡ c ⊂ H2/Γ∞ £ ¥Q´¨¬ ± «�¬~¼�8�¤´~·G§,¥Q¯ H2/Γ∞

µ$¿$³~¡6«�¦�8?¼Q¡6¥Q¯
c
´¨¬ ± ¡ª f∞«�·

f∞(k̂)
¤;¥¹n¡;ªp¡ ± ¢ ² «�¤;¡@µ�Ã�¢/¯»¥ � ¥ ² ·[¢5³¨8	¢�¢5³~¡�¤;´¨ªc¹M¡ f∞(c)

«�·�³~¥Q¦�¥�¢5¥Q§¨«�¤m¢5¥�8�§�¥Q«�¬M¢/«�¬
H3/ρ∞(Γ∞)

µ
¿$³¨«�·�¤;¥Q¬M¢5ªG8 ± «�¤I¢5·�¢5³~¡=8?·G·G´~¦�§S¢5«�¥@¬Ý¢U³¨8	¢�¢5³¨¡�§¸8?ªG8 £ ¥  «�¤º¡  ¡¦�¡;¬@¢U·�¥Q¯ Γ∞

8?ªp¡º¦�8Q§~§�¡ ± ¢U¥�§¨8?ªG8 £ ¥  «�¤«�·G¥Q¦�¡K¢5ªp«�¡;· £ : ρ∞ µ
òÝ¡ ² « � ¤;¥Q¬~¤  ´ ± ¡�¢5³~«�·�·G¡;¤I¢5«�¥Q¬ ² «f¢5³�¢ ² ¥  ¡¦�¦�8Q· ² ³~«�¤U³ ² « ��£ ¡/´~·G¡ ± «�¬�¢5³~¡/¬¨¡I¾n¢�·G¡;¤I¢U«�¥Q¬~·µ|¿[³~¡I:8?ªp¡�§~ªp¥¹n¡ ± «Á¬�Ö  �¡QïK×�Ä*·G¡;¡�8  ·p¥�ÖÙíS¡K×°ÆKµ�òÝ¡ ² « � ¤8 � ¢5³~¡;¦ ·  «�¼Q³@¢ £ ¡¬ ± «�¬¨¼� Ü¡¦�¦�8Q·;µ

Q þ��R� 6 S��<�¡ ���= È;Õ
(f̂ ,Γ, ρ)

ÇUÈ�Î,ÓGÒ?É¨ê?ÈGë3ìEÔ�ÈGÎQÕzÈGÊ�ÏUÐSÑ 
 ÎMÓUÈ�D$Ô�È;Õ x̂1
Î?É�Ê

x̂2 ∈ H2 D$Ô�È;Õ ĉ1 ⊂ H2 Ç5È�Õ � È
ÌnÈGÒkÊMÈIÏUËÅÓ�Ï;È�ÌQÍ�ÈKÉ¸ÕM�;Ò?Ë°É¨Ë°ÉnÌ

x̂1
Õ�Ò
x̂2

Î?É�ÊsÔ�È;Õ
c̃2 ⊂ H3 Ç5È/Õ � È�ÌnÈGÒkÊMÈIÏUËÅÓ�Ï;È�ÌQÍ�ÈIÉ¸ÕM�;Ò?Ë°É¨Ë°ÉnÌ f̂(x̂1)

Õ�Ò
f̂(x̂2)

�
B 
 Õ � ÈKÑGÈºÈpëQË°ÏIÕ»Ï ε < π

2

ÏIÐ¨Ó � Õ � Î@Õ/Õ � ÈºÇ5ÈKÉ�Ê?Ë°ÉnÌ�Í�È5Î�ÏUÐSÑGÈ�Ò 
 f̂(ĉ1)
ËôÏ�ÏUÍ�ÎQÔ»ÔhÈKÑ�Õ � Î?É

ε
D1Õ � ÈKÉ ∃Cε ÏUÐ¨Ó �Õ � Î@Õ

l(ĉ1) ≤ Cεl(c̃2)
�>E(ÐSÑIÕ � ÈIÑIÍ�Ò?ÑGÈ

limε−→0 Cε = 0
Î?É�Ê�Õ � È6ÏUÐSÍ Ò 
 Õ � È�ÈGë@ÕzÈKÑUËÅÒ?ÑsÎ?ÉnÌ@Ô�ÈIÏ6Õ � ÎQÕ f̂(ĉ1)Î?É�Ê

c̃2
Í�Î¢�QÈsÎQÕ�Õ � ÈKË°Ñ1ê?ÈKÑKÕ*ËÅÓ5ÈIÏ1ËôÏmÏUÍ�ÎQÔ°Ô�ÈKÑ�Õ � Î?É

ε
�

Q þ��R� 6 S��<���£|1� 4<8w¤ ý v¢4w¥§¦ þ�y vZ¨M© �Tª�þ�u 6 �	þ¬« ©�6 u 8{A¤ þnÿ	®qþ�u 8L¨ ux�x��= ÈKÕ
(f̂ ,Γ, r)

Ç5ÈsÎ�ÓGÒQÉ¨ê?Èpë�ìEÔ�ÈGÎ@ÕzÈGÊ
ÏUÐSÑ 
 ÎMÓUÈ�DmÔ�È;Õ λ̂ ÇUÈ�Ë»Õ»Ï�ÇUÈIÉ�ÊQË°ÉnÌ�Í�ÈGÎ�ÏUÐtÑGÈGÊ�ÌnÈGÒkÊMÈIÏUË�Ó�ÔhÎ?Í�Ë°É�ÎQÕ*Ë*ÒQÉ�DmÔ�È;Õ

c
Ç5È�Î,ÏUË°Í/ìEÔ�È�Ó;ÔhÒ�Ï;È5Ê�ÌnÈGÒkÊMÈIÏUËÅÓ�Ò 


H2/Γ
ÎQÉ�Ê�ÔhÈ;Õ

c∗
Ç5È�Õ � È�ÌnÈGÒkÊMÈIÏUË�Ó6Ò 
 H3/r(Γn)

Ë°É9Õ � È � Ò?Í�Ò@Õ�ÒUì�ð�Ó;ÔfÎ?Ï5Ï�Ò 
 f(c)
�CE�Ò?Ñ�ÎQÉ¨ð

ε < π
2

Õ � ÈKÑGÈ
ÈGëQËôÏIÕ»Ï

Cε
Î?É�Ê

Aε
ÏIÐ¨Ó � Õ � ÎQÕ�Ë 
 i(c, λ) ≤ ε

Õ � ÈKÉ
l(c) ≤ Cε(l(c

∗) + Aε)
�!¯�Ò?ÑGÈGÒQê?ÈIÑ

limε−→0 Cε = 1
D

Î?É�Ê
limε−→0Aε = 0

�
° ± - � �����/�E�G�1�3�x��²æ�+`

bR
 �¡K¾n¢ ² ¡ ² « � ´¨·p¡3¢5³¨¡sªp¡·p´  ¢5·m¥@¯|¢U³~¡�§~ªp¡K¹t«�¥Q´~·1·G¡;¤I¢5«�¥Q¬�¢U¥�·p³¨¥ ² ¢5³~¡�¤;¥Q¬M¢5«�¬n´¨«f¢r:9¥Q¯

bR
µ3Þ�´S¢1À¨ªp·x¢  ¡I¢´~·�§~ªG¡;¤;«�·G¡�¢5³~¡ ± ¡;À¨¬~«f¢U«�¥Q¬�¥Q¯�¢U³~¡ £ ¡;¬ ± «�¬~¼�¦�¡k8?·G´~ªp¡ ±� 8?¦�«�¬¨8	¢U«�¥Q¬�¥Q¯18�¼Q¡;¥Q¦�¡K¢5ªp«�¤8 � : À¨¬¨«f¢5¡=¦�¡I¢5ªp«�¤

σ ∈ G F (M)
µ[ �¡I¢

ρ : π1(M) → Isom(H3) £ ¡38�ªG¡;§~ªp¡·p¡¬@¢U8	¢5«�¥@¬�8?·G·G¥n¤;«Á8	¢U¡ ± ¢U¥ σ 8?¬ ±, ¡I¢ N(ρ) £ ¡¢5³¨¡p /«�¡  ·G¡;¬�¤;¥QªG¡/¥Q¯ ρ µ|¿[³~¡;ªp¡_8?ªG¡_8�¦s´  ¢5« ® ¤;´~ªc¹n¡ λ(p) 8?¬ ± 86¬¨8	¢5´¨ªG8  Ä*ªp¡  8	¢5«f¹M¡[¢5¥ σ Æ.³~¥Q¦�¡¥Q¦�¥QªG§~³~«�·G¦
f : ∂χ<0M − λ(p) → ∂N(ρ)

µ�¿$³¨«�·�³~¥Q¦�¡;¥Q¦�¥Qªp§~³¨«�·G¦
f
«�·�¤;¥Q¬¨·c¢Uªp´~¤I¢U¡ ±�£ :�´~·G«�¬~¼�¢5³¨¡ºªp¡I¢UªG8?¤I¢5«Á¥Q¬¦�8Q§�¯°ªp¥@¦ ¢5³¨¡ ± ¥Q¦�8?«�¬�¥Q¯ ± «�·G¤;¥@¬@¢5«�¬n´¨«f¢r:9¢5¥º¢5³¨¡ £ ¥Q´¨¬ ± 8?ªx:�¥Q¯v¢5³¨¡�¤;¥Q¬@¹n¡I¾�¤¥Qªp¡�¥@¯v¢5³~¡  «�¦�«f¢s·p¡K¢kµ�Ã�¢«�· ² ¡ �f®r± ¡KÀ¸¬~¡ ± ´~§�¢5¥º«�·G¥�¢5¥@§@:Mµ�¿$³~¡�·G´¨ªp¯»8?¤;¡ ∂N(ρ)

«Á·m¢5³~¡�«�¦�8?¼Q¡�¥Q¯�8º¤;¥Q¬M¹M¡I¾�§  ¡8	¢5¡ ± ·G´~ªG¯»8?¤;¡�8?¬ ±¢5³¨¡;ªp¡;¯°¥@ªp¡Q©�«f¢6³¸8?·�8 £ ¡;¬ ± «�¬~¼º¦�¡8Q·p´¨ªp¡ ±� 8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬Üµ� �¡I¢6´¨· ± ¡;¬~¥�¢5¡ £ : λ ∈ ML (∂M)
¢5³¨¡�«�¦�8?¼Q¡

ïQï



´~¬ ± ¡;ª f−1 ¥Q¯�¢5³~«�· £ ¡¬ ± «�¬¨¼�¦�¡8?·G´~ªp¡ ±� 8Q¦�«�¬¨8�¢5«�¥Q¬Üµ�¶ ±~± «�¬¨¼�¢U³~¡  ¡8;¹M¡;·_¥Q¯ λ(p) ¡;¬ ± ¥ ² ¡ ±=² «f¢5³¬e_«�ªG8?¤¦�8Q·p·G¡;· ² «h¢5³ ² ¡;«�¼Q³@¢5·�¡;Ân´¸8  ¢5¥ π ² ¡�¼Q¡I¢3¢U³~¡ £ ¡;¬ ± «�¬~¼�¦�¡8?·G´~ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢U«�¥Q¬û¥Q¯ σ µ9¿$³~«Á·¦�¡k8?·G´~ªp¡ ±� 8?¦�«�¬¨8	¢U«�¥Q¬ λ ± ¥n¡;·.¬~¥�¢ ± ¡;§�¡;¬ ± ¥Q¬�¢5³~¡$¤U³¨¥Q«�¤;¡$¥Q¯ ρ ÄÅ8Q¦�¥Q¬¨¼_¢5³~¡$ªp¡;§¨ªp¡;·G¡;¬@¢I8	¢5«�¥Q¬¨·.8?·G·G¥n¤;«Á8	¢U¡ ±¢5¥
σ
ÆIµ
Ûm«f¹M¡¬�83·G«�¦�§  ¡_¤  ¥Q·G¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤ c 8?¬ ± 83³@:t§E¡;ª £ ¥  «�¤/¦�¡I¢Uªp«�¤ s ¥Q¬ ∂χ<0M

©  ¡K¢ ls(c) £ ¡[¢5³¨¡  ¡;¬~¼?¢5³¥Q¯q¢5³¨¡�¤;¥Qªpªp¡·p§E¥Q¬ ± «�¬~¼ s− geodesic µvÃr¯ γ «�·/8 ² ¡;«�¼Q³@¢U¡ ± ·G«�¦�§  ¡�¤  ¥Q·G¡ ± ¼@¡;¥ ± ¡·p«�¤ ² «f¢5³,8 ² ¡;«Á¼Q³@¢ w(γ)
² ¡ ± ¡KÀ¨¬¨¡ ls(γ) £ : ls(γ) = w(γ)ls(|γ|)

µö¿[³~«�·�¯°´~¬~¤K¢5«�¥Q¬
ls
¡K¾n¢5¡;¬ ± ·�¤;¥Q¬M¢5«�¬n´¨¥Q´~·  :�¢5¥ 8Ý¯°´~¬¨¤I¢5«�¥Q¬

ls : ML (∂M)→ R
µ

Ûm«f¹M¡¬�83·G«�¦�§  ¡_¤  ¥Q·G¡ ± ¤´~ªc¹M¡ c ∈ ∂χ<0M
©~8?¬ ± 83³@:~§�¡;ª £ ¥  «�¤_¦�¡I¢5ªp«�¤ σ ¥Q¬ int(M)

© ² ¡ ± ¡;¬~¥�¢U¡ £ :
c∗
¢5³~¡1¤  ¥Q·G¡ ± σ ® ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤�«�¬�¢5³¨¡1¯°ªp¡;¡�³~¥Q¦�¥�¢5¥Q§M:�¤  8?·G·[¥Q¯ c 8?¬ ±º£ : lσ(c∗)

«f¢5·
σ ®z ¡;¬¨¼�¢5³Üµ

s �	ÿ�t.ÿ/u 8wvx8 ÿ/y³W��<���´= ÈKÕ
(σn)

Ç5È�Î=ÏÈ1@;Ð¨ÈKÉEÓ5È�Ò 
 ÌnÈGÒ?Í�È;Õ*ÑIËÅÓGÎ@Ô°ÔXð�ñ.É¨Ë»ÕzÈ�Í�È;Õ*ÑUË�ÓUÏ�Ò?É�Õ � È�Ë°É¸ÕzÈKÑUËÅÒ?Ñ�Ò 
 MÓGÒ?É¨ê?ÈKÑÅÌQË°ÉnÌ�Õ�Ò�Î�É�Ò?É 
 Ð¨Ó � ÏUË*ÎQÉºÌnÈGÒ?Í�È;Õ*ÑUËÅÓ5ÎQÔ°ÔXð�ñ.É¨Ë»ÕzÈ6Í�È;Õ*ÑUËÅÓ σ∞ Î?É�Ê�Ô�È;Õ
λn

Ç5È3Õ � È�Ç5ÈKÉ�Ê?Ë°ÉnÌ�Í�ÈGÎ�ÏIÐSÑGÈGÊ
ÌnÈGÒkÊMÈIÏUËÅÓ�ÔhÎ?Í�Ë°É�ÎQÕ*Ë*Ò?É�Ò 
 σn � �	� È�ÏÈ1@;Ð¨ÈKÉEÓ5È

λ̇n
ÓGÒQÉ¨ê?ÈIÑÅÌnÈIÏ9Õ�Ò

λ̇ ∈ P+(M)/R
Î?É�Ê�Õ � È�Ç5ÈKÉ�Ê?Ë»ÉMÌ

Í�È5Î�ÏUÐSÑGÈGÊ�ÌnÈGÒkÊMÈIÏUËÅÓ3ÔhÎ?ÍsË»É¸Î@Õ*Ë*Ò?É�Ò 
 σ∞ ËôÏ�Õ � È6ÑGÈrì�ÑGÈIÏ;ÈKÉ¸Õ�ÎQÕ*Ë°ê?È
λ′
Ò 
 λ̇ Õ � ÎQÕ�Ô{Ë�ÈUÏ1Ë»É

P(M)
�

G�ÑpÒkÒ 
 �$ò�¡_8?ªG¡/¼Q¥@«�¬~¼6¢5¥3·G³~¥ ² ¢5³¸8	¢$8?¬M:�·G´ £ ·p¡Ân´~¡;¬¨¤;¡/¥Q¯ (σn)
¤¥Q¬@¢U8?«�¬¨·�86·G´ £ ·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡/·58	¢U«�·p¯ô:t«�¬~¼6¢5³~¡¤;¥Q¬¨¤  ´~·G«�¥Q¬9¥Q¯�¢5³¨¡3§~ªp¥@§�¥Q·G«f¢5«�¥@¬Üµ_ �¡I¢m´¨· £ ¡;¼Q«�¬ £ :�8�ªp¡·p´  ¢18 £ ¥Q´S¢/¢U³~¡3¤;´¨ªc¹M¡;· ² ³~¥@·p¡  ¡;¬~¼�¢U³=¢5¡¬ ± ·�¢5¥

0 ² ³~¡;¬ n ¢5¡;¬ ± ·�¢5¥ ∞ µQ þ��R� 6 W��w9;�´= È;Õ
(σn)

Ç5È�Î=Ï;È1@;Ð¨ÈKÉEÓ5È�Ò 
 ÌMÈ5Ò?Í�È;Õ*ÑIËÅÓGÎ@Ô°ÔXð�ñ.É¨Ë»ÕzÈ�Í�È;Õ*ÑIËÅÓIÏ�Ò?ÉûÕ � È�Ë°É¸ÕzÈKÑUËÅÒ?Ñ�Ò 
 M ÓGÒQÉ��
ê?ÈKÑÅÌQË°ÉnÌ�ÎQÔ ÌnÈkÇKÑpÎ?ËÅÓGÎ@Ô°ÔXðsÎ?É�ÊsÔ�È;Õ

(sn)
Ç5È/Õ � È[ÏÈ1@;Ð¨ÈKÉEÓ5È_Ò 
 Í�È;Õ*ÑIËÅÓIÏ[Ë°É�Ê?Ð¨Ó5È5Ê�Ò?É ∂M ÇKð�Î � Ò?Í�ÈGÒ?Í�ÒQÑ�ì � ËôÏUÍ

hn : M → N(ρn)ep
Î�ÏUÏKÒkÓKË*Î@ÕzÈGÊsÕ�Ò

σn
� ��� ÈKÉ�D�Õ � ÈIÑGÈ/ËôÏ

K > 0
ÏUÐ¨Ó � Õ � ÎQÕqË 
 c ⊂ ∂M ËôÏ/Î6ÏUË°Í/ìEÔ�ÈmÓ;ÔhÒ�Ï;È5Ê

ÓKÐSÑIê?ÈUÏ�Õ � Î@Õ�Ç5Ò?ÐSÉ�Ê�Ï6Î?É�ÈIÏ5ÏÈIÉ¸Õ*ËÅÎQÔ�Ê?ËôÏÓAD ? È � Î?ê?È lsn(c) ≥ K �
G�ÑpÒkÒ 
 �/ Ü¡K¢ D ⊂M £ ¡�8?¬º¡;·G·G¡;¬@¢U«Á8 Ü± «�·G¤�8Q¬ ±º ¡K¢ c ∈ ∂M £ ¡�8�·G«�¦�§  ¡�¤  ¥Q·G¡ ± ¤´~ªc¹M¡ ² ³~«�¤U³ ± ¥S¡;·$¬¨¥�¢
£ ¥@´~¬ ± 8?¬�¡;·G·G¡;¬@¢U«Á8 ¸± «�·G¤Qµ�ò�¡ ² « � ·58;:�¢5³¨8�¢ c «�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢U· ∂D ÈIÏ5Ï;ÈKÉ¸Õ*Ë*ÎQÔ»ÔXð$«�¯�¢U³~¡�¡;¬ ± ·�¥Q¯�8?¬@:  «�¯ô¢�¥Q¯ e ¢5¥
M̃

8?ªG¡1·p¡§¨8?ªG8�¢5¡ ±º£ :º8  «�¯Á¢�¥Q¯ ∂D µ&¶_·$«�¬�¢5³¨¡m«�¬M¢5ªp¥ ± ´~¤I¢5«�¥@¬ P(M)
¤;¥Q¬@¢U8?«Á¬~·�¢U³~¡1¦�¡8?·G´¨ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤

 8?¦�«�¬¨8	¢5«�¥@¬~·[·58	¢5«�·G¯Á:~«�¬~¼�¤;¥Q¬ ± «f¢5«�¥Q¬¨· a)
©
b)
8?¬ ± c) µ35476�8 �µW��HS��p= È;Õ

γ ⊂P(M)
Ç5È3Î ? ÈIË�Ì � ÕzÈGÊ�ÍsÐtÔfÕ*Ë7�pÓKÐSÑIê?È�ÎQÉ¸Ê�Ô�È;Õ D ⊂M ÇUÈ6Î?É�ÈIÏUÏ;ÈKÉ¸Õ*Ë*ÎQÔÜÊQËôÏ;Ó��vÕ � ÈKÉ

ÎQÕ�Ô�ÈGÎ�ÏKÕ�Ò?ÉEÈ3Ô�ÈGÎ 
 Ò 
 γ Ë°É¸ÕzÈKÑ5Ï;ÈUÓ;Õ»Ï ∂D ÈIÏ5ÏÈKÉ¸Õ*Ë*ÎQÔ°ÔXðM�
G�ÑpÒkÒ 
 �/ Ü¡K¢ ∂D̃ £ ¡_8  «�¯Á¢$¥Q¯ ∂D ¢U¥

∂M̃
µ|¿$³¨«�·  «�¯Á¢$·p¡§¨8?ªG8	¢U¡;· ∂M̃ ≈ S2 «�¬@¢5¥�¢ ² ¥ ± «�·p¤· C 8Q¬ ± C ′ µ& �¡I¢´~· ± ¡;¬¨¥�¢5¡ £ : Ii, 1 ≤ i ≤ p ÄÅªp¡;·G§Üµ I ′i, 1 ≤ i ≤ p′ Æv¢U³~¡�¤;¥Q¬¨¬~¡;¤I¢U¡ ± ¤¥Q¦�§E¥Q¬~¡;¬M¢5·[¥Q¯ p−1(γ)− ∂D̃  :t«Á¬~¼«�¬

C
ÄÅªp¡;·G§Üµ

C ′
Æ ² ³¨¥Q·G¡[¡;¬ ± §�¥Q«�¬M¢5·  «�¡[«�¬ ∂D̃ µ�¿$³¨¡;·G¡[8Qªp¤;· Ii Ä*ªG¡;·G§Üµ I ′i Æ�¤´S¢ C Ä*ªG¡;·G§Üµ

C ′
Æ|«�¬

p+1 ± «�·G¤;·
Ci
©
0 ≤ i ≤ p ÄÅªp¡;·G§Üµ�«�¬ p′+1 ± «�·p¤· C ′i © 0 ≤ i ≤ p′ ÆIµ�¿$³~¡�¤;´¨ªc¹M¡;· ∂Ci 8?¬ ± ∂C ′i ⊂ ∂M̃ £ ¥Q´¨¬ ± ¡·p·G¡;¬M¢5«Á8 

± «�·G¤;·6«�¬ M̃ µ�Ã�¢3¯°¥ � ¥ ² ·6¯°ªp¥Q¦ä¤;¥@¬ ± «f¢U«�¥Q¬~· a)
8?¬ ± c) ¢U³¨8	¢3¯°¥Qª68?¬M: i © ² ¡�³¸8;¹M¡ ]{∂Ci ∩ p−1(γ)} ≥ 38?¬ ± ]{∂C ′i ∩ p−1(γ)} ≥ 3

µ�Ãr¯�¬~¥  ¡8Q¯�¥Q¯ γ «�¬M¢5¡;ªp·G¡;¤I¢U· ∂D ¡;·G·G¡;¬M¢5«Á8 � :M©~¢5³¨¡;¬Ü©¨¯°¥Qª�8Q¬@: i ©¨¡8?¤U³=§E¥Q«�¬@¢/¥@¯
∂Ci ∩ ∂D̃ ∩ p−1(γ)

«�·�¢5³¨¡m¡;¬ ± §E¥Q«�¬@¢[¥Q¯�8?¬ I ′j 8?¬ ± ¡k8?¤U³�§�¥@«�¬@¢[¥Q¯ ∂C ′i ∩ ∂D̃ ∩ p−1(γ)
«�·�¢5³¨¡_¡¬ ± §E¥Q«�¬@¢¥Q¯�8?¬

Ij
µ�¿$³~«Á·m«�¦�§  «�¡;·/¢5³¸8	¢ 3(p + 1) = 2p′

8?¬ ± ¢5³¸8	¢ 3(p′ + 1) = 2p
µmò�¡�¼Q¡I¢

p + p′ = −6
µ�¿$³~«�·

¤;¥Q¬M¢5ªG8 ± «�¤I¢5«�¥Q¬=·G³~¥ ² ·�¢U³¨8	¢/8�¢  ¡8?·x¢/¥Q¬~¡  ¡8?¯�¥Q¯ γ «�¬@¢5¡ªp·G¡;¤I¢5· ∂D ¡;·G·G¡;¬@¢5«Á8 Á :Mµ
 �¡I¢

(cn) £ ¡�8,·G¡;ÂS´~¡;¬¨¤;¡�¥Q¯$·G«�¦�§  ¡�¤  ¥Q·G¡ ± ¤;´~ªx¹M¡;·s·G´~¤U³�¢U³¨8	¢�¡8?¤U³ cn £ ¥Q´¨¬ ± ·�8?¬Ý¡;·G·G¡;¬@¢5«Á8 �± «�·G¤8?¬ ± ¢5³¨8�¢
lsn(cn) −→ 0

µæß¨¥Qª  8?ªG¼Q¡ n © cn «�·�¢5³~¡û¤;¥Qªp¡û¥Q¯�8 ² « ± ¡ 7�8?ªG¼Q´  «�·,¢5´ £ ¡ Tn ⊂ ∂M
µ

 �¡I¢
c1,n

8?¬ ± c2,n £ ¡=¢5³¨¡ £ ¥Q´~¬ ± 8?ªc: ¤;¥Q¦�§�¥@¬~¡;¬@¢U·�¥@¯ Tn 8?¬ ±é ¡I¢º´~·�¤U³¨¥n¥Q·G¡ Tn ·p¥�¢5³¨8�¢ ² ¡�³¸8;¹M¡
lsn(c1,n) = lsn(c2,n) −→ 0

8?¬ ± dsn(ci,n, cn) −→ ∞ µ� �¡I¢ γ ∈ P(M) £ ¡�8 ² ¡;«�¼Q³M¢5¡ ± ¦s´  ¢5« ® ¤;´~ªc¹n¡8?¬ ±û ¡I¢�´~·�¡K¾n¢5ªG8Q¤I¢�89·G´ £ ·p¡Ân´~¡;¬¨¤;¡�·G´¨¤U³�¢5³¸8	¢�8  ¡8?¯ e ¥Q¯ γ «�¬M¢5¡;ªp·G¡;¤I¢U·�8 � ¢5³~¡ cn ¡;·G·G¡;¬@¢5«Á8 � :Mµ�ß¨¥Qª¡8?¤U³
n
©  ¡K¢ e∗n £ ¡�¢5³~¡ σn ® ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤�«Á¬�¢5³~¡�³¨¥Q¦�¥�¢U¥Q§@:�¤  8Q·p·3¥@¯ e ©  ¡I¢ ẽ∗n © c̃n 8?¬ ± T̃n £ ¡  «�¯Á¢5·3¥Q¯ e∗n ©

cn
©
Tn

ªG¡;·G§�¡;¤K¢5«f¹M¡  :Mµ, �¡I¢ Π £ ¡�8=¼Q¡¥ ± ¡;·G«�¤�§  8Q¬~¡�¤;¥@¬@¢U8?«�¬¨«�¬~¼ ẽ∗n ©  ¡I¢ c̃1,n
8?¬ ± c̃2,n £ ¡�¢5³¨¡�¤;¥Q¦�§�¥ ®¬~¡¬@¢5·�¥Q¯

∂T̃n
µ� �¡I¢

k̃n
8?¬ ± k̃′n £ ¡1¢5³¨¡m¢ ² ¥�¤;¥Q¬~¬¨¡;¤I¢5¡ ± ¤;¥@¦�§�¥@¬~¡;¬@¢U·�¥Q¯ T̃n ∩ Π

8?¬ ±, ¡I¢ κ̃n 8?¬ ± κ̃′n £ ¡¢5³¨¡�¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤�·G¡;¼@¦�¡;¬@¢s¥Q¯ Π
�x¥Q«�¬~«�¬¨¼�¢5³¨¡�¡;¬ ± §�¥@«�¬@¢5·6¥Q¯ k̃n 8?¬ ± k̃′n ©�·G¡;¡�À¸¼Q´~ªG¡=ïQµ�¶_·G·p´¨¦�¡�¢5³¸8	¢ ∂k̃n8?¬ ± ∂k̃′n ± ¥n¡·�¬~¥�¢  «�¡�«�¬Ý¢5³~¡�§~ªp¡«�¦�8?¼Q¡�¥Q¯ λn µ� �¡I¢ d̃n 8Q¬ ± d̃′n £ ¡�¢U³~¡�«�¬M¢5¡;ªp·G¡;¤I¢U«�¥Q¬~·�¥Q¯ Π

8?¬ ± ¥Q¯

ïk<



i

k̃n

κ̃n
c̃∗

κ̃′n

k̃′n

d̃n

d̃′n

α2
α1

ß�«�¼Q´~ªp¡�ïQ÷&¿$³¨¡1·G¡;¤I¢U«�¥Q¬
Π ∩ C(ρn)

·G´~§¨§�¥Qªc¢s§  8?¬~¡;·s8�¢ k̃n ∩ c̃1,n
8Q¬ ± 8	¢ k̃′n ∩ c̃1,n

ªp¡;·G§�¡;¤K¢5«f¹M¡  :Mµ=¿$³¨¡�·G¡;¤I¢5«�¥Q¬ C(ρn) ∩ Π  «�¡;· £ ¡I¢ ² ¡¡;¬
d̃n

8?¬ ± d̃′n µ�íS«�¬~¤¡ ẽ∗n  «�¡·s«�¬ C(ρn)
©
ẽ∗n ± ¥n¡;·�¬~¥�¢�«�¬@¢5¡;ªG·p¡¤I¢ d̃n ¬¨¥Qª d̃′n µ9¿[³~¡�8?ªp¤· κ̃n 8?¬ ± κ̃′n 8?ªp¡¹M¡;ªx:=¤  ¥Q·G¡Q©¨¢U³~«�·/«�¦�§  «�¡;·[¢5³¸8	¢�¢5³~¡38Q¬~¼  ¡ α1 £ ¡K¢ ² ¡;¡;¬ d̃n 8?¬ ± κ̃n «�·/·G¦�8 � µ$¿$³~¡6·58?¦�¡6¤¥Q¬~·G« ± ¡;ª58	¢5«�¥Q¬¨·8?§¨§  :�¯°¥@ª�¢5³¨¡�8?¬~¼  ¡ α2

¥@¬�¢5³¨¡�¥�¢5³¨¡;ª�¹M¡;ªx¢5¡I¾Ý¥Q¯
κ̃n
µ� �¡I¢

α < π
2 £ ¡�8?¬û´~§¨§�¡;ª £ ¥Q´~¬ ± ¯°¥Qª α1

8?¬ ±
α2

8Q¬ ± ·p¡K¢ rn = max{d(x̃, κ̃n)/x̃ ∈ k̃n} ≤ max{d(x̃, ẽ∗n)/x̃ ∈ k̃n}
µ ¶/¬@:�§�¥Q«�¬M¢

x̃  :t«�¬¨¼�«�¬ k̃n
 «�¡;·�«�¬ 89·G«�¦�§  ¡�¤  ¥@·p¡ ± ¤;´¨ªc¹M¡ c̃x,n ⊂ T̃n

³¨¥Q¦�¥�¢U¥Q§~«�¤�¢5¥
c̃n

·G´¨¤U³�¢5³¸8	¢
lsn(cx,n) ≤ lsn(c1,n)

µ�¿$³~«Á·
¤;´¨ªc¹M¡

c̃x,n £ ¥Q´~¬ ± ·38 ± «�·p¤ ² «f¢5³ ± «Á8?¦�¡I¢5¡;ª  ¡;·G·�¢5³¨8?¬ lsn(cx,n) ² ³~«Á¤U³�«�¬@¢5¡;ªG·p¡¤I¢5· ẽ∗n µ�Ã�¢s¯°¥ � ¥ ² ·1¢U³¨8	¢
rn ≤ lsn(c1,n) −→ 0

µv¶�¤;¥@¦�§~´t¢U8	¢5«�¥@¬º´¨·G«�¬~¼�ß¨¡;ªG¦�«Ü¤¥n¥Qª ± «�¬¨8	¢5¡·6Ä*¤;¥@¦�§¨8Qªp¡ ² «h¢5³ÝÖ  �¡QïQ©¸ Ü¡¦�¦�¡1¶3µ{<�×°Æ:t«�¡ Á± · lσn(k̃n) ≤
√

1 + tan2 α (
¤U³
r)2lσn(κ̃n)

µ ít«�¬~¤;¡�¢5³~¡ ² « ± ¢U³�¥@¯ Tn ¢5¡;¬ ± ·�¢5¥�«Á¬tÀ¨¬¨«f¢r:M© ² ¡º³¸8;¹M¡
lσn(k̃n) −→ ∞ µ/ít¥ ² ¡3¼@¡I¢ lσn(κ̃n) −→ ∞ µ/ít«�¬~¤;¡s8?¬@:,§�¥Q«Á¬@¢_¥Q¯ κn «�·/¤  ¥@·p¡�¢5¥�¢5³¨¡6¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤ e∗n © ² ¡³¨8;¹n¡

lσn(e∗n) −→∞ µvÞ�´t¢$¢5³¨«�·[¤;¥Q¬@¢5ª58 ± «�¤I¢U·�¢5³~¡�8  ¼Q¡ £ ª58?«�¤�¤;¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;¬~¤¡1¥Q¯ (σn)
µ

ít«�¬~¤;¡
(σn)

¤;¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·s¢5¥
σ∞

© ² ¡º¦�8;: ¤U³¨¥n¥Q·G¡�ªG¡;§~ªp¡·p¡;¬M¢U8	¢5«�¥@¬~· ρn : π1(M) → Isom(H3)
8?· ®·G¥n¤;«Á8	¢U¡ ± ¢U¥ σn ·G´~¤U³�¢5³¨8	¢ (ρn)

¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·68  ¼Q¡ £ ªG8?«�¤k8 � :9¢5¥,8�ªp¡§~ªp¡;·G¡;¬M¢U8	¢5«�¥@¬ ρ∞ 8?·G·G¥n¤;«Á8�¢5¡ ± ¢5¥ σ∞8?¬ ± ¢5³¸8	¢ (ρn(π1(M)))
¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡;·[¼Q¡;¥Q¦�¡I¢5ªG«�¤8 � :�¢U¥ ρ∞(π1(M))

µ.ß¨¥Qª
n ∈ N ©  ¡I¢ λn £ ¡_¢5³~¡ £ ¡;¬ ± «�¬¨¼¦�¡k8?·G´~ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬,¥@¯ σn µCe_¡;¬~¥?¢5¡ £ : λ(p)

n
¢5³¨¡�´¨¬~«�¥Q¬,¥Q¯q¢U³~¡  ¡8;¹M¡;·/¥Q¯ λn ² ³~«�¤U³,³¨8;¹M¡38

² ¡;«�¼Q³M¢�¡Ân´¨8  ¢U¥ π µ3 �¡I¢ Mn = H3/ρn(π1(M))
8Q¬ ±� ¡I¢ hn : M − λ(p)

n → N(ρn) £ ¡�8�³~¥@¦�¡;¥Q¦�¥Qª ®§~³¨«�·G¦ 8?·G·G¥n¤;«Á8	¢U¡ ± ¢5¥ σn µ �¡I¢
x∞ £ ¡68�§�¥Q«�¬M¢/«�¬ ∂N(ρ∞)

©  ¡I¢ ∂x∞N(ρ∞) £ ¡m¢5³¨¡�¤;¥Q¬~¬¨¡;¤I¢5¡ ± ¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢/¥@¯ ∂N(ρ∞)
¤¥Q¬ ®¢U8?«�¬¨«�¬~¼

x∞
8?¬ ±9 ¡I¢ S £ ¡�8�¤¥Q¬~¬~¡¤I¢5¡ ± ¤¥Q¦�§E¥Q¬~¡;¬M¢1¥Q¯ ∂M − λ(p)

∞
·58	¢5«�·G¯Á:~«�¬~¼

h∞(S) = ∂x∞N(ρ∞)
µ

 �¡I¢
x̃∞ ∈ C(ρ∞) £ ¡�8  «�¯Á¢�¥Q¯ x∞ 8?¬ ±û ¡I¢ ∂x̃∞C(ρ∞) £ ¡�¢5³¨¡�¤;¥@¬~¬~¡¤I¢5¡ ± ¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢�¥Q¯ ∂C(ρ∞)¤;¥Q¬M¢U8?«�¬~«�¬¨¼

x̃∞
µ3Þv:�Ö ¿|8�×�©E¢U³~¡�¤;¥Q¬@¹n¡I¾9³n´ � C(ρ∞)

¥Q¯
Lρ∞

«�·_¢5³~¡  «�¦�«f¢�¥Q¯ (C(ρn)) ² «f¢U³�ªp¡;·G§E¡;¤I¢m¢5¥¢5³¨¡�P/8?´¨· ± ¥Qªxâ�¢5¥Q§E¥  ¥Q¼�:Mµ5P�¡;¬¨¤;¡3¢5³¨¡;ªp¡�¡I¾~«�·c¢U· x̃n ⊂ ∂C(ρn)
·G´~¤U³9¢5³¨8�¢

(x̃n)
¤;¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·_¢5¥

x̃∞
µs �¡I¢

´~· ± ¡;¬~¥�¢U¡ £ : ∂x̃nC(ρn)
¢5³¨¡º¤;¥Q¬¨¬~¡;¤I¢U¡ ± ¤¥Q¦�§E¥Q¬~¡;¬M¢�¥Q¯ ∂C(ρn)

¤;¥@¬@¢U8?«�¬¨«�¬~¼
x̃n

8?¬ ±�£ : ∂x̃nN(ρn)«f¢5·1§¨ªp¥m�c¡;¤I¢U«�¥Q¬�¢U¥
N(ρn)

µ3¿$³¨¡;ªp¡�«�·�8�¤;¥Q¬~¬¨¡;¤I¢5¡ ± ¤;¥Q¦�§E¥Q¬~¡¬@¢ Sn ¥@¯ ∂M − λ(p)
n

8?¬ ± 8�§  ¡8	¢5¡ ± ¦�8?§
gn : Sn → M

¥Q¬@¢5¥
∂x̃nC(ρn)/ρn(π1(M))

µ� �¡I¢
(ĝn,Γn, rn) £ ¡�¢5³¨¡�§  ¡8�¢5¡ ± ·G´~ªp¯»8Q¤;¡�¢5³¸8	¢  «�¯Á¢U· gn ©¬¨8Q¦�¡  :�¢U³~¡�¦�8?§ ĝn : H2 → ∂x̃nC(ρn)

«Á·s¥Q¬@¢U¥~©
rn : Γn → ρn(π1(M))

«�·s¥@¬@¢5¥,¢5³¨¡�·x¢U8 £ «  «�õ;¡;ª�¥Q¯
∂x̃nC(ρn)

8?¬ ± ¢5³¨¡[ÂS´~¥�¢5«Á¡;¬@¢�¦�8?§ H2/ ker(rn)→ ∂x̃nC(ρn)
«�·�86³~¥Q¦�¡;¥Q¦�¥QªG§~³~«�·G¦=µ|Þv:9ÖÙØ�Ú�Û�©n¿$³¨¡;¥ ®ªp¡;¦ b µ{<Sµ{<�×t8Q¬ ±  Ü¡;¦�¦�8/A~µ{</8�·G´ £ ·p¡Ân´~¡;¬¨¤;¡�¥Q¯t¢5³¨¡�·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡�¥Q¯~§  ¡8	¢5¡ ± ·G´~ªp¯*8?¤;¡;· (ĝn,Γn, rn)

¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡;·
¢5¥�8�§  ¡8	¢5¡ ± ·p´¨ªp¯»8?¤¡ (ĝ∞,Γ∞, r∞)

µ
Þv:, Ü¡¦�¦�8�tµ�ïQ©

(ĝ∞,Γ∞, r∞)
«�·/8�¤;¥Q¬@¹M¡I¾=¥Qª�¡I¹M¡;¬,§  ¡k8	¢5¡ ± ·G´~ªp¯*8?¤;¡Qµ$íS«�¬~¤¡ x̃∞ ∈ ĝ∞(H2)

©t¢U³~¡;¬
ĝ∞(H2) ⊂ ∂x̃∞C(ρ∞)

8?¬ ± r∞(Γ∞) ⊂ ρ∞(π1(M))
«�·/8�·G´ £ ¼Qªp¥Q´~§=¥Q¯�¢5³¨¡1·x¢U8 £ «  «�õ;¡;ª[¥Q¯ ∂x̃∞C(ρ∞)

µ
Q þ��R� 6 W���W����	� È�@KÐ¨ÒQÕ*ËÅÈKÉ¸Õ.Í�ÎUì

g∞ : H2/Γ∞ → ∂x∞N(ρ∞)
ËôÏ6Î � Ò?Í�ÈGÒ?Í�Ò?Ñzì � ËôÏIÍ��

G�ÑpÒkÒ 
 �_íS¡I¢ Cĝn =
⋂{Hε

Pi
/Pi

«�·�8,¤;¥Q¬¨¬~¡;¤K¢5¡ ± ¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢�¥Q¯ H2 − L̂} µ9ß¨¥Qªs8?¬@: n ∈ N © ² ¡�³¨8;¹n¡
C(ρn) ⊂ Cĝn

µ|íS«�¬¨¤;¡
σn
¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼Q¡·Ü¢5¥

σ∞
©	«f¢�¯°¥ � ¥ ² ·q¯»ªp¥Q¦ Ö ¿�8�×@¢5³¨8�¢

C(ρn)
¤¥Q¬@¹M¡;ªp¼@¡;·Ü¢U¥

C(ρ∞)
«�¬1¢5³~¡

ï¶



P/8?´¨· ± ¥Qªxâ�¢5¥@§�¥  ¥Q¼�:nµ&ít¥ ² ¡$¼Q¡K¢ C(ρ∞) ⊂ Cĝ∞
µ&ít«�¬~¤;¡

ρ∞
«�·&¬~¥�¢v¯»´~¤U³~·G«Á8?¬�© ² ¡$³¨8;¹M¡ int(C(ρ∞)) 6= ∅ µ¿$³¨¡;ªp¡;¯°¥@ªp¡

int(Cĝ∞) 6= ∅ 8?¬ ± (ĝ∞,Γ∞, r∞)
«�·68�¤;¥Q¬@¹n¡I¾�§  ¡8	¢U¡ ± ·G´~ªp¯*8?¤;¡Qµ�Þv:�ÖÙÚ&§¸7=×�©(¢U³~«�·1«�¦�§  «�¡·¢5³¸8	¢

g∞
«�·�8�¤;¥¹M¡;ªp«�¬¨¼�¦�8?§Üµ

 �¡I¢
γ̂n £ ¡�¢5³¨¡ £ ¡;¬ ± «�¬~¼9¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢U«�¥Q¬ ¥Q¯ ĝn µ�Ú|¾n¢5ª58?¤I¢�89·p´ £ ·G¡;Ân´¨¡;¬~¤¡�·G´¨¤U³�¢5³¸8	¢ (|γ̂n|)¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡;·$¢5¥�·G¥Q¦�¡1¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬ L̂∞ «�¬�¢5³~¡·P_8?´~· ± ¥Qªxâ,¢U¥Q§�¥  ¥@¼�:Mµ¶_·p·G´¨¦�¡$¢5³¨8	¢

g∞
«�·v¬¨¥�¢�8�³~¥Q¦�¡;¥Q¦�¥QªG§~³~«�·G¦=µ�¿$³¨¡;ªp¡/8?ªG¡$¢ ² ¥6§�¥@«�¬@¢5· z 6= y ∈ (H2− L̂∞)/r∞(Γ∞)·G´~¤U³9¢5³¸8	¢

g∞(z) = g∞(y)
µsÃr¯ ² ¡  «�¯Á¢�¢5³~¡�·G«f¢5´¨8	¢U«�¥Q¬9¢5¥ H2 © ² ¡�¼Q¡K¢ ẑ, ŷ ⊂ H2 − L̂∞

8?¬ ± ρ∞(a) ∈
ρ∞(π1(M))

·G´¨¤U³�¢5³¨8	¢
ẑ 6∈ Γ∞ŷ

8Q¬ ± ¢5³¸8	¢ ĝ∞(ẑ) = ρ∞(a) ◦ ĝ∞(ŷ)
µ&¿$³~¡m·G¡;ÂS´~¡;¬~¤¡;·

z̃n = ĝn(ẑ)
8?¬ ±

ỹn = ρn(a) ◦ ĝn(ŷ)
¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼@¡3¢5¥Q¼@¡I¢5³~¡ª/¢5¥

ĝ∞(ẑ)
µ� Ü¡K¢

Πz̃n

8?¬ ± Πỹn £ ¡�·G´~§¨§�¥Qªx¢�§  8?¬¨¡;·1¥Q¯ Cn(ρn)8	¢
z̃n
8?¬ ± ỹn µv¿$³~¡�³¸8  ¯ ® ·G§¨8?¤¡;· (H+

Πz̃n
)
8?¬ ± (H+

Πỹn
)
¢5¡;¬ ± ¢5¥�³¨8  ¯ ® ·p§¸8?¤;¡;· H+

ẑ

8?¬ ± H+
ŷ

ªp¡·p§E¡;¤I¢5«h¹M¡  :Mµ¿$³¨¡;·G¡[¢ ² ¥s³¨8  ¯ ® ·G§¨8?¤;¡· H+
ẑ

8?¬ ± H+
ŷ

8?ªp¡ £ ¥Q´¨¬ ± ¡ ±�£ :�¢5³¨¡/·G´~§¨§�¥Qªc¢�§  8?¬~¡ Πĝ∞(ẑ)
8	¢
ĝ∞(ẑ)

µ|¿$³S´~· ² ¡³¨8;¹n¡1¡;«f¢5³¨¡;ª
H+
z̃ ∩H+

ỹ = Πĝ∞(ẑ)
©~¥Qª

H+
z̃ = H+

ỹ

µ
ít«�¬~¤;¡

C(ρ∞) ⊂ Cĝ∞ ⊂ H+
z̃n
∩ H+

ỹn

8Q¬ ± ·p«Á¬~¤;¡
ρ∞(π1(M))

«�·é¬¨¥�¢ ¯°´¨¤U³~·G«Á8?¬�© ² ¡�³¸8;¹M¡
H+
z̃ ∩ H+

ỹ 6= Πĝ∞(ẑ)
µéít¥ ² ¡=³¸8;¹M¡ H+

z̃ = H+
ỹ

µ ¿$³~«�·�«�¦�§  «�¡·�¢5³¸8	¢�¯»¥Qª  8Qªp¼Q¡ n ©�«�¯ Πz̃n

8?ªp¡
Πỹn

± «�·2�c¥@«�¬@¢1¢5³¨¡;¬ ² ¡�³¸8;¹M¡�¡;«f¢U³~¡;ª H+
Πz̃n

( H+
Πỹn

¥Qª
H+

Πỹn
( H+

Πz̃n

µ3ò�¡�¼Q¡I¢38�¤;¥@¬@¢5ªG8 ± «�¤I¢5«�¥Q¬ ² «f¢U³9¢5³~¡¯»8?¤I¢1¢U³¨8	¢ ² ¡�³¸8;¹M¡ ỹn ⊂ C(ρn) ⊂ H+
Πz̃n

8?¬ ± z̃n ⊂ C(ρn) ⊂ H+
Πỹn

µ6ò�¡ ± ¡ ± ´~¤¡3¢5³¸8	¢k©�´~§�¡I¾n¢5ª58?¤I¢ ®«�¬~¼�8�·p´ £ ·G¡;Ân´¨¡;¬~¤¡Q© Πz̃n

«�¬@¢5¡;ªp·G¡;¤K¢5·
Πỹn

µûÃ�¢�¯»¥ � ¥ ² ·�¢5³¸8	¢k©v¯°¥@ª n  8?ªp¼@¡º¡;¬~¥Q´¨¼Q³Ü© ĝn(H2)
«�¬@¢U¡;ªp·G¡;¤I¢U·

ρn(a) ◦ ĝn(H2)
µ_¿$³¨¡;ªp¡;¯°¥@ªp¡

ĝn(H2)
8?¬ ± ρn(a) ◦ ĝn(H2)

¤;¥Q«�¬¨¤;« ± ¡Qµ�íS«�¬~¤¡ H+
Πỹ

«�·_¡;Ân´¸8  ¢U¥ H+
Πz̃

©�¢5³~¡
± «�³¨¡ ± ª58  8?¬~¼  ¡ θ(Πẑn ,Πŷn)

¢5¡;¬ ± ·_¢5¥ 0
µ3¿[³~«�·1«�¦�§  «�¡;·_¢U³¨8	¢m¢U³~¡ ± «�·x¢U8?¬~¤¡ £ ¡I¢ ² ¡;¡;¬ z̃n 8?¬ ± ỹn ¦�¡8 ®·G´~ªp¡ ± ¥Q¬ ĝn(H2)

¢5¡;¬ ± ·�¢5¥ 0
µ�íS«�¬~¤¡

ĝ∞
«�·/8�¤;¥¹M¡;ªp«�¬¨¼�¦�8Q§Ü©t¢5³~¡ªp¡�«�·�8�¬~¡«�¼Q³ £ ¥Qªp³~¥S¥ ± V (ẑ) ⊂ H2 ¥Q¯

ẑ
·G´~¤U³=¢5³¨8�¢k©¸¯°¥Qª

n ∈ N  8Qªp¼Q¡6¡¬~¥Q´~¼@³Ü©~¢U³~¡6¦�8?§ ĝn|V (ẑ) : V (ẑ) → ĝn(V (ẑ))
«�·_8�³~¥Q¦�¡;¥Q¦�¥Qªp§~³¨«�·p¦=µ

ß¨¥Qª
n  8?ªp¼Q¡1¡;¬¨¥Q´~¼Q³�© ŷn  «�¡;·[«�¬ gn(V (ẑ))

µrP/¡;¬~¤;¡_¢5³~¡ªp¡m«�·
ŷ′n ∈ V (ẑ)

·G´~¤U³�¢5³¨8	¢
ĝn(ŷ′n) = ỹn

µvít«�¬~¤;¡
ĝn(ŷ′n) = ρn(a) ◦ ĝn(ŷ)

8?¬ ± ·G«�¬~¤¡ rn(Γn)
«�·v¢U³~¡/·58 £ «  «�õ;¡;ª�¥Q¯ ĝn(H2)

«�¬
ρn(π1(M))

©M¢5³~¡ªp¡/«�·
an ∈ Γn·G´~¤U³�¢U³¨8	¢

anŷ = ŷ′n
µ6¿[³~¡�§E¥Q«�¬@¢

ŷ′n  «�¡·m«Á¬ V (ẑ)
©�·p¥

an
¦�¥¹n¡;·

ŷ
8 £ ¥Q´~¬ ± ¡ ±�± «�·x¢U8Q¬~¤;¡Qµ3¿[³~¡;ªp¡¯°¥Qªp¡¢5³¨¡;ªp¡m«�·$83·G´ £ ·p¡Ân´~¡;¬¨¤;¡_·G´~¤I³�¢5³¸8	¢ (an)

¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡�¢U¥�8?¬�«�·G¥Q¦�¡K¢5ªc:
a∞ ∈ Γ∞

µ.7�¥Qªp¡;¥¹M¡ª
ĝn(ŷ′n)

¢5¡;¬ ± ·¢5¥
ĝ∞(ẑ)

©&³~¡;¬¨¤;¡
(ŷ′n)

¢5¡;¬ ± ¢5¥ ẑ µ�¿$³S´~· ² ¡�¼Q¡K¢ a∞ŷ = ẑ
µ�¿$³¨«�·6:t«�¡ �± ·s8�¤;¥Q¬@¢5ª58 ± «�¤I¢U«�¥Q¬ ² «f¢5³�¢U³~¡8?·G·G´~¦�§S¢5«�¥Q¬�¢5³¨8	¢

ẑ 6∈ Γ∞ŷ
8?¬ ± ¤;¥Q¬~¤  ´ ± ¡·�¢5³~¡�§~ªp¥n¥@¯�¥Q¯� �¡;¦�¦�8�A¨µÙA~µ

 �¡I¢
F £ ¡�8�¤¥Q¦�§¸8?¤I¢�·p´ £ ·G¡I¢�¥Q¯ S ·G´~¤U³�¢5³¸8	¢m¢5³~¡�¤;¥Q¬¨¬~¡;¤K¢5¡ ± ¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢5·1¥Q¯ S − F 8?ªG¡s«�¬~À¨¬¨«f¢5¡

8?¬¨¬n´  «Åµ&ít«�¬~¤;¡ Γn
¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼@¡;·&¼Q¡;¥Q¦�¡I¢5ªp«�¤k8 � :3¢5¥ Γ∞

© £ :�7�´~¦�¯°¥Qª ±  �¡;¦�¦�8�ÄÅ¤;¯rµ$ÖÙØ�Ú�Û_×°Æq¢5³~¡;ªG¡$8?ªp¡ ε > 08?¬ ± ¦�8?§¨· ln : F → H2/Γn ² «f¢U³�¢5³¨¡1¯°¥ � ¥ ² «�¬~¼�§~ªG¥Q§�¡ªc¢5«�¡;·÷

® ln «�·�8�³~¥Q¦�¡;¥Q¦�¥QªG§~³~«�·G¦ ¥Q¬@¢5¥�«f¢5·[«�¦�8?¼Q¡ ø
® ln(F )

«�·�8�¤¥Q¬~¬~¡¤I¢5¡ ± ¤;¥Q¦�§E¥Q¬~¡¬@¢�¥Q¯q¢5³~¡ ε ® ¢5³~«�¤Uè�§¨8?ªx¢�¥Q¯ H2/Γn ø
® ¢5³~¡m«�¬ ± ´¨¤;¡ ± ªp¡§~ªp¡;·G¡;¬M¢U8	¢5«�¥Q¬¨· ln∗ : π1(F )→ Γn

¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡/¢5¥�8?¬�«�·G¥Q¦�¥Qªp§¨³~«�·G¦
l∞∗ : π1(F )→ Γ∞ ø

® g∞ ◦ l∞ ¤;¥Q«�¬¨¤;« ± ¡· ² «f¢5³ h∞ ¥@¬
F ⊂ ∂M µ

 �¡I¢�´~·$·G³~¥ ² ¢5³¨8�¢k©t¯°¥@ª  8?ªp¼Q¡ n © gn ◦ ln : F → ∂N(ρn)
«�·$«�·G¥�¢5¥@§~«�¤_¢5¥

hn
µ& �¡I¢

F̂ £ ¡/¢5³¨¡m´~¬¨«f¹M¡;ªp·58 ¤;¥¹M¡ª$¥Q¯
F
8?¬ ±º ¡I¢ l̂n : F̂ → H2 £ ¡�8  «�¯Á¢/¥Q¯ ln µ�íS«�¬¨¤;¡ (ln∗)

¤;¥@¬@¹M¡;ªp¼@¡;·�8  ¼Q¡ £ ªG8?«�¤8 Á :M© ² ¡�¤8?¬=¤U³~¥n¥Q·G¡¢5³¨¡
l̂n
·G´¨¤U³�¢5³¸8	¢$¢5³~¡I:�¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡_¢5¥

l̂∞
¥@¬�¤¥Q¦�§¸8?¤I¢�·p¡K¢5·µvíS«�¬~¤;¡

(ĝn)
¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡;·�¢5¥

ĝ∞
©S¢5³¨¡m·G¡;Ân´¨¡;¬~¤¡

(ĝn ◦ l̂n)
¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡·�¢5¥

ĝ∞ ◦ l̂∞
¥Q¬º¤¥Q¦�§¨8Q¤I¢�·G¡I¢U·;µ

 �¡I¢
x ∈ int(M)

µÝíS«�¬¨¤;¡
(σn)

¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡;·s¢5¥
(σ∞)

©|¢5³~¡ªp¡�8Qªp¡ ± «hâE¡;¥@¦�¥Qªp§¨³~«�·G¦�· un : M → M«�·G¥�¢5¥Q§¨«�¤[¢5¥1¢U³~¡�« ± ¡;¬@¢U«f¢r: ² ³~«�¤U³�·58	¢5«�·pÀ¨¡[¢5³~¡/¯°¥ � ¥ ² «�¬~¼�÷|¯°¥Qª�8?¬@: k > 1
8?¬ ± r > 0

©@¢U³~¡;ªG¡�¡I¾t«Á·c¢U·
n(k, r)·G´~¤U³,¢5³¸8	¢m¯»¥Qª

n ≥ n(k, r)
©¸¢U³~¡sªp¡;·x¢5ªp«�¤K¢5«�¥Q¬9¥Q¯

un
¢U¥
B(x, r) ⊂ (M,σ∞)

«�·18
k ® Ân´¨8?·G« ® «�·p¥@¦�¡I¢5ªx:�«�¬@¢5¥«f¢5·�«�¦�8?¼@¡/«Á¬

(M,σ∞)
µ.ß¨¥Qª

n ∈ N ©S·G¡I¢ Mn = H3/ρn(π1(M))
8?¬ ±� ¡I¢ xn ∈Mn £ ¡�¢5³¨¡/§¨ªp¥m�c¡;¤K¢5«�¥Q¬�¥Q¯¢5³¨¡s¥Qªp«�¼@«�¬

o ∈ H3 µ6ß~¥Qª n ∈ N ©E¢5³~¡�¦�¡I¢Uªp«�¤ σn :~«�¡ �± ·18Q¬9« ± ¡;¬@¢5«hÀ¸¤8	¢5«�¥Q¬ £ ¡I¢ ² ¡;¡¬ (int(M), σn)
8?¬ ±

Mn
·G´¨¤U³,¢U³¨8	¢

x
«�·m« ± ¡;¬M¢5«hÀ¨¡ ±,² «h¢5³ xn µ�¿$³n´¨· ² ¡s¤k8?¬9¤¥Q¬~·G« ± ¡ª�¢5³~¡�ªp¡;·x¢5ªp«Á¤I¢5«�¥Q¬�¥Q¯ un ¢U¥ int(M)

8?·
8?¬=³~¥Q¦�¡;¥Q¦�¥Qªp§~³¨«�·p¦

un : M∞ →Mn
µ

ï;A



 �¡I¢
ũn : H3 → H3 £ ¡68  «�¯Á¢_¥Q¯ un ·G´¨¤U³�¢5³¨8�¢ ũn(o) = o

µ�íS«�¬~¤¡
(ρn(π1(M)))

¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡·[¼@¡;¥Q¦�¡K¢ ®ªp«�¤8 � :�¢5¥ ρ∞(π1(M))
©
ũn : H3 → H3 ¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·�¢5¥�¢5³~¡1« ± ¡;¬@¢U«f¢r:�¥Q¬=¤;¥Q¦�§¨8?¤K¢�·G¡I¢5·6Ä*·G¡;¡�Ö Þ�¡¶�&×°ÆIµít«�¬~¤;¡

(ĝn ◦ l̂n)
¤;¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·1¢5¥

ĝ∞ ◦ l̂∞
¥Q¬�¤;¥Q¦�§¸8?¤I¢3·G¡I¢5·©�¢5³¨¡�·G¡;ÂS´~¡;¬¨¤;¡

ũ−1
n ◦ ĝn ◦ l̂n

¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡;·
¢5¥

ĝ∞ ◦ l̂∞
¥Q¬ ¤¥Q¦�§¨8Q¤I¢�·G¡I¢5·µ�ß¨´¨ªc¢5³~¡ªp¦�¥QªG¡Q©

F
³¨8Q·,8�¤;¥@¦�§¨8Q¤I¢�¯°¥Q¬ ± 8?¦�¡;¬@¢U8 �± ¥Q¦�8?«�¬�µ�P�¡¬~¤;¡

u−1
n ◦ gn ◦ ln : F → M∞

¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·�´¨¬~«�¯°¥QªG¦  :�¢5¥ g∞ ◦ l∞ ² ³¨«�¤U³ ¤;¥Q«�¬~¤« ± ¡;· ² «f¢5³ h∞
µöÃ�¢º¯°¥ f®

 ¥ ² ·�¢5³¨8	¢[¯°¥Qª  8?ªp¼Q¡ n © u−1
n ◦ gn ◦ ln

«Á·�«Á·p¥�¢U¥Q§~«�¤_¢5¥
h∞|F

µ&¿[³~¡;ªp¡¯°¥Qªp¡
gn ◦ ln

«�·�«�·G¥�¢U¥Q§~«�¤_¢5¥
un ◦ h∞|F

µ
íS«�¬¨¤;¡

un
«�·�«�·G¥�¢5¥@§~«�¤�¢5¥�¢U³~¡�« ± ¡;¬@¢5«f¢r:n© un ◦ h∞|F «�·�«�·G¥�¢5¥Q§¨«�¤s¢5¥

hn
µ�¿$³S´~· ² ¡�¤8?¬�¤U³¨8?¬¨¼Q¡ ln £ :�8?¬«�·G¥�¢5¥Q§M:�·G´~¤U³�¢5³¸8	¢

gn ◦ ln
¤;¥Q«�¬~¤;« ± ¡;· ² «f¢U³ hn ¥Q¬ F µ �¡I¢

γ̂n £ ¡�¢5³¨¡ £ ¡;¬ ± «Á¬~¼s¦�¡8Q·p´¨ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢5«Á¥Q¬�¥Q¯ ĝn 8?¬ ±� ¡K¢ γn ∈ML (H2/Γn) £ ¡_«f¢U·§~ªG¥m�c¡;¤I¢5«Á¥Q¬Üµv �¡I¢
k ⊂ F £ ¡�8?¬,8?ªp¤1·G´¨¤U³�¢U³¨8	¢ l∞(k)

«�·�¢UªG8?¬~·x¹M¡;ªG·p¡m¢5¥ |γ∞| 8?¬ ±º ¡I¢ k̂ ⊂ F̂ £ ¡68  «�¯Á¢/¥Q¯
k
µ/¿$³~¡s8Qªp¤;·

l̂n(k̂)
¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡�¢U¥

l̂∞(k̂)
µmíS«�¬~¤¡�¢5³~¡3¤;¥@¬@¹M¡I¾�§  ¡8	¢U¡ ± ·G´~ªp¯*8?¤;¡;· (ĝn,Γn, rn)

¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡6¢5¥
(ĝ∞,Γ∞, r∞)

©t Ü¡¦�¦�8!tµÙA�:~«�¡ �± · ∫l̂n(k̂) dγ̂n −→
∫
l̂∞(k̂) dγ̂∞

µ.íS«Á¬~¤;¡Q©S¯°¥Qª�8?¬@:
n ∈ N © gn ◦ ln ¤;¥Q«�¬¨¤;« ± ¡·

² «f¢U³ hn ¥Q¬ F © ² ¡$³¸8;¹M¡ ∫k dλn =
∫
l̂n(k̂) dγ̂n ²

³¨¡;ªp¡
λn

«�·|¢5³~¡ £ ¡;¬ ± «�¬~¼1¦�¡8?·G´~ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢U«�¥Q¬¥Q¯
σn
µ.¿$³n´~· ² ¡1¼Q¡I¢ ∫k dλn −→

∫
k dλ∞

µ
e_¥Q«�¬¨¼/¢U³~¡$·58?¦�¡$¯°¥Qª&¡8?¤U³�¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢v¥Q¯

∂M−λ(p)
∞
© ² ¡$¤;¥Q¬~¤  ´ ± ¡�¢5³¸8	¢.¯°¥@ª&8?¬M:�8Qªp¤ k ⊂ ∂M−λ(p)

∞¢5ªG8Q¬~·x¹M¡;ªp·G¡1¢5¥ |λ∞| © ² ¡6³¸8;¹M¡ ∫k dλn −→
∫
k dλ∞

µ�Ã�¢_¯»¥ � ¥ ² ·[¢5³¨8�¢ (λ̇n)
¤;¥Q¬@¹n¡;ªp¼Q¡;·/«�¬

ML (∂M)/R8?¬ ± ¢5³¸8	¢3¢U³~¡  «�¦�«f¢ λ̇ ± «hâE¡;ªG·s¯°ªp¥Q¦ λ̇∞
¥@¬  :Ý¥Q¬ λ(p) ©|¬¸8?¦�¡  :�«�¯ λ «�·�8�ªp¡;§~ªG¡;·G¡;¬@¢U8	¢U«f¹M¡�¥Q¯ |λ̇| ¢5³~¡;¬ªp¡;¦�¥¹t«�¬¨¼�¯°ªp¥Q¦

λ
¢5³~¡[¤  ¥Q·G¡ ±� ¡8;¹M¡;· ² ³¨«�¤U³  «�¡[«�¬ λ(p) :t«�¡ �± ·&¢5³¨¡[·G8?¦�¡[¦�¡8?·G´¨ªp¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢U«�¥Q¬8?·$ªp¡;¦�¥¹~«�¬~¼

λ(p) ¯°ªp¥Q¦ λ∞
µ&¿$³S´~·©t«�¯ ² ¡m·p³¨¥ ² ¢5³¨8	¢�¢U³~¡  ¡k8;¹M¡;·$¥Q¯ λ(p) 8?ªG¡  ¡k8;¹M¡;·$¥Q¯ λ ² «f¢5³º8 ² ¡;«Á¼Q³@¢¼Qªp¡k8	¢5¡;ª�¢5³¨8?¬=¥Qª$¡Ân´¨8  ¢5¥ π © ² ¡1¤k8?¬º¤;¥Q¬¨¤  ´ ± ¡_¢5³¸8	¢ λ̇n ¤¥Q¬@¹M¡;ªG¼Q¡;·�¢5¥ λ̇∞ µ35476�8 �¸W��H����= È;Õ

λ
Ç5È�Î�ÑGÈrì�ÑGÈIÏ;ÈKÉ¸Õ�ÎQÕ*Ë»ê�È�Ò 
 λ̇ ��Î?É¨ð�ÔhÈ5Î?ê?È c Ò 
 λ(p) Ë°ÏsÎºÔ�ÈGÎ?ê?È�Ò 
 λ Î?É�Ê � Î�Ï�Î ? ÈKË�Ì � ÕÌQÑGÈGÎQÕzÈKÑ6Õ � Î?É�Ò?ÑsÈ1@;Ð~ÎQÔÜÕ�Ò

π ¹ Î?Ï6Î�ÔhÈ5Î 
 Ò 
 λ º �
G�ÑpÒkÒ 
 �/ Ü¡K¢ c £ ¡38  ¡8?¯&¥Q¯ |λ(p)| ⊂ |λ∞|

µ�ít«�¬~¤;¡
λ̇n

¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡·[¢5¥
λ̇ ² ³~«�¤U³�·58	¢5«�·pÀ¨¡· |λ̇| ⊂ |λ∞| ©¨¢5³~¡;¬¡;«f¢5³¨¡;ª

c
«�·$8  ¡8Q¯�¥Q¯ λ 8?¬ ±�² ¡ ² « ÁE± ¡;¬~¥�¢5¡m«f¢5· ² ¡;«�¼@³@¢ £ : w(c)

©t¥Qª
c
«�·$83·G«�¦�§  ¡_¤  ¥Q·G¡ ± ¤´~ªc¹M¡ ± «�·2�c¥Q«�¬M¢¯°ªp¥@¦

λ
8?¬ ±�² ¡ ² « � ¢I8?èQ¡ w(c) = 0

µ
òÝ¡ ² « � §~ªG¥¹M¡_¢5³¨¡1¤  8?«�¦ £ :º8?·G·G´~¦�«�¬~¼s¢U³¨8	¢ w(c) < π

8?¬ ±=£ :º¡;¬ ± «�¬~¼�«�¬,8�¤;¥Q¬M¢5ªG8 ± «�¤I¢5«�¥Q¬�µ �¡I¢
S £ ¡68�¤¥Q¦�§E¥Q¬~¡;¬M¢�¥Q¯ ∂M − λ(p) ² ³¨¥Q·G¡�¤  ¥Q·G´~ªp¡�¤;¥Q¬M¢U8?«�¬~· c µvß¨ªp¥@¦½¢5³~¡�¯»8?¤I¢[¢5³¸8	¢

rn(π1(S))¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡;·�¼Q¡;¥Q¦�¡I¢5ªp«�¤k8 � :�¢5¥ r∞(π1(S)) ² ¡ ± ¡ ± ´¨¤;¡_¢5³¨8	¢ lsn(c) −→ 0
µ

Ãr¬,¢U³~¡3¤k8?·p¡ ² ³~¡;ªp¡@©E´¨§=¢5¥�¡I¾S¢5ªG8?¤I¢U«�¬~¼�8�·G´ £ ·G¡;Ân´¨¡;¬~¤;¡Q© i(c, λn)
«�·m¡;Ân´¸8  ¢5¥ 0

¯°¥@ª_8 � n ©E«f¢1¯°¥ Á ¥ ² ·¯°ªp¥@¦ Ö Þ�¥Mî�©¨ �¡;¦�¦�8�ï � ×Ü¢5³¸8	¢
c
«�·�8  ¡8?¯�¥Q¯ λ ² «f¢U³=8 ² ¡;«�¼Q³@¢/¡;Ân´¸8  ¢U¥ π µ �¡I¢1´¨·_¤;¥@¬~·G« ± ¡;ª/¢5³~¡s¥�¢5³¨¡;ª_¤8?·G¡�8?¬ ±9 ¡I¢1´¨·_¡I¾S¢5ªG8?¤I¢68�·p´ £ ·G¡;Ân´¨¡;¬~¤¡3·G´~¤U³�¢5³¨8	¢ i(c, λn) > 0

µ� �¡I¢
η > 0 £ ¡�8�¬S´~¦ £ ¡;ªs·G´~¤U³�¢U³¨8	¢ π − η «�·  ¡;·G·3¢5³¸8?¬ w(c)

µ�¿[³~¡�¤;´¨ªc¹M¡
c  «�¡;·�«�¬Ý¢5³~¡ £ ¥Q´~¬ ± 8?ªp«�¡·s¥Q¯¢ ² ¥�·p´¨ªp¯»8?¤¡;· F 1 8?¬ ± F 2 Ä ² ³~«�¤U³�¦�8;:=¤¥Q«�¬~¤;« ± ¡kÆ$·G´~¤U³=¢5³¨8�¢�¢5³~¡6¯°¥ � ¥ ² «�¬~¼�³~¥ �± ·3÷ c ⊂ int(F 1 ∪ F 2)8?¬ ± ¡;«f¢5³¨¡;ª F 1 Ä*ªp¡;·G§Üµ

F 2 Æ1«�·s8=§¸8?«�ª6¥Q¯$§¨8?¬@¢U·6·58	¢5«�·G¯Á:~«�¬~¼ int(F 1) ∩ |λ| = ∅ ¥Qª1¢5³~¡ªp¡�«�·3¤;¥Q¬¨¬~¡;¤K¢5¡ ±¤;¥Q¦�§�¥Q¬¨¡;¬@¢1¥Q¯
λ ² ³¨«�¤U³�«�·m8?¬�8?ªG8	¢U«�¥Q¬¨8  ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¨8	¢5«Á¥Q¬9«�¬ F 1 ÄÅªp¡;·G§Üµ F 2 ÆKµ/òÝ¡ ² « � ¥Q¬  : ± ¡8 

² «f¢U³�¢5³~¡�¤8?·G¡ ² ³¨¡;ªp¡ F 1 8?¬ ± F 2 8?ªp¡ ± «�·x¢5«�¬¨¤I¢k©�¢5³¨¡�¥�¢5³~¡ª3¤k8?·G¡�«�·�³¨8?¬ ±~ ¡ ± «�¬�¢5³¨¡�·G8Q¦�¡ ² 8;:Mµ� �¡I¢
d £ ¡�8º·G«�¦�§  ¡�¤  ¥@·p¡ ± ¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤�«�¬@¢5¡;ªG·G¡;¤I¢5«�¬¨¼ c «�¬�¢ ² ¥,§�¥@«�¬@¢5·3·p´¨¤U³�¢5³¨8	¢ i(d, λ − c) ≤ η

µ�òÝ¡�³¨8;¹M¡
i(c, λ) ≤ 2π− η µvØ�¥Q¬~·G« ± ¡;ª�8s§�¥Q«�¬M¢ x1

n

Ä*ªp¡;·G§E¡;¤I¢5«f¹M¡  : x2
n

Æv¥Q¯
d∩F 1 − λn

ÄÅªp¡;·G§�¡¤I¢5«f¹M¡  : d∩F 2 − λn
Æ

 :t«�¬¨¼1«�¬s¢5³~¡�¢5³¨«�¤Uè3§¨8?ªx¢.¥Q¯ (F 1, sn)
ÄÅªp¡;·G§�¡¤I¢5«f¹M¡  : (F 2, sn)

ÆIµqòÝ¡$¦�8;:�¤U³¨¥n¥Q·G¡�¢5³¨¡
xjn

·p¥_¢5³¸8	¢v«�¯
k1
n

8?¬ ±
k2
n

8?ªp¡1¢5³~¡6¤;¥Q¬¨¬~¡;¤I¢U¡ ± ¤¥Q¦�§E¥Q¬~¡;¬M¢5·�¥Q¯ d− {x1
n, x

2
n}
¢5³¨¡;¬ ² ¡6³¨8;¹M¡ ∫

kjn
dλ −→ i(d,λ)

2

µ�¿$³~¡6¡I¾t«�·x¢5¡¬~¤;¡
¥Q¯&·G´~¤U³�§E¥Q«�¬@¢5·

xjn
¤;¥Q¦�¡·/¯°ªG¥Q¦ ¢5³~¡3¯»8?¤I¢/¢5³¸8	¢m«�¬98�¬¨¡;«�¼Q³ £ ¥Qªp³¨¥n¥ ± V (c)

¥Q¯
c
©
λn ∩ V (c)

«�·_8�¯»8?¦�«  :¥Q¯�¤;¥Q¦�§¸8?¤I¢s8Qªp¤;·6¡8Q¤U³�¥Q¬¨¡�·G§~«�ª58  «�¬~¼,¦�8?¬M:9¢5«�¦�¡;·1¢5¥ ² 8?ª ± c Ä £ ¡;¤8?´~·G¡ c  «�¡;·6«�¬Ý8?¬@:  «�¦�«f¢s¥Q¯ λn ¯°¥Qª¢5³¨¡ZP/8?´~· ± ¥QªxâÝ¢5¥Q§E¥  ¥Q¼�:n©q·G¡;¡�Ø  8?«�¦ <Sµ{<QÆ18?¬ ± ¤8?ªGªc:t«�¬¨¼,8º·p¦�8 � ¦�¡8?·G´~ªp¡,ÄÅ·p«�¬¨¤;¡Q© £ :�Ø  8?«�¦ <SµÙA~© ² ¡³¨8;¹n¡
i(λn, c) −→ 0)

Æ� �¡I¢
yjn ⊂ kjn £ ¡�8�§E¥Q«�¬@¢/·p´¨¤U³�¢5³¸8	¢�«Á¯ κjn «�·�¢5³¨¡1·G¡;¼Q¦�¡;¬@¢/¥Q¯ kjn �c¥Q«�¬¨«�¬~¼ x1

n

8?¬ ±
yjn

Ä*¤;¯rµ�À¨¼Q´¨ªp¡s<QÆI©¨¢5³¨¡;¬ ² ¡6³¨8;¹n¡ ∫
κjn
dλn −→ i(d,λ)

4

µ$ �¡I¢
κ3
n

8Q¬ ± κ4
n £ ¡m¢U³~¡6·G¡;¼Q¦�¡;¬@¢5·��c¥Q«�¬¨«�¬~¼ x1

n

¢5¥
y2
n

8Q¬ ± y1
n

¢5¥
x2
n

ªp¡;·G§�¡¤I¢5«f¹M¡  :nµ6ò�¡�³¨8;¹M¡ ∫
κjn
dλn −→ i(c,λ)

4 ≤ π
2 −

η
4

¯°¥@ª18?¬M:
j ∈ {1, 2, 3, 4} µ�ß~¥Qª

j ∈ {1, 2, 3, 4} ©S¤;¥Q¬¨·p« ± ¡;ª�8  «�¯Á¢ κ̃jn ⊂ C(ρn) ⊂ H3 ¥Q¯ κjn ·G´~¤I³�¢5³¸8	¢ ⋃j κ̃jn «�·�¤;¥Q¬~¬¨¡;¤I¢5¡ ± µ& �¡I¢ d̃jn ⊂ H3

ï b



κ1
n κ2

nκ3
n κ4

n

x1
n

x2
n

y1
n

y2
n

λn

ß�«�¼Q´~ªp¡3<S÷�Ø�´S¢p¢U«�¬~¼
c

£ ¡m¢5³~¡1¼@¡;¥ ± ¡·p«�¤�·G¡;¼Q¦�¡;¬@¢f�x¥Q«�¬~«�¬¨¼s¢5³¨¡_¹M¡;ªc¢U«�¤;¡;·[¥Q¯ κ̃jn µÃr¯.¢5³¨¡;ªp¡�«�·
j0
·p´¨¤U³�¢5³¸8	¢

lsn(κj0n )
«�· £ ¥Q´¨¬ ± ¡ ± ©E¢5³~¡¬ κj0n «�·1¡;¬@¢U«�ªp¡  :�¤;¥Q¬@¢I8?«�¬~¡ ± «�¬�¢U³~¡3¢U³~«�¤Uè,§¸8?ªc¢¥Q¯

(F 1 ∪ F 2, sn)
µ�ít«�¬~¤;¡

fn(F 1)
8?¬ ± fn(F 2)

¢U¡;¬ ± ¢5¥�§  ¡8	¢5¡ ± ·G´~ªp¯*8?¤;¡;· ² ³¨¥Q·G¡ £ ¡;¬ ± «�¬~¼�¦�¡k8?·p´¨ªp¡ ±¼Q¡;¥ ± ¡;·G«�¤  8?¦�«�¬¸8	¢5«�¥Q¬¨·�8?ªp¡ λ ∩ F j © ² ¡º³¨8¹M¡ limn−→∞
∫
κ
j0
n
dλn ≤ i(d, λ − c) ≤ η

µûß¨´¨ªc¢5³~¡ªp¦�¥QªG¡Q©
² ¡,³¨8;¹M¡ ∫

κ
j0
n
dλn −→ i(c,λ)

4

©�³~¡;¬¨¤;¡
i(c, λ) ≤ 4η

µ íS«�¬¨¤;¡
d
«�¬@¢5¡ªp·G¡;¤I¢5·

c
¢5ª58?¬~·x¹M¡;ªp·58 � :n©�8Q¬ ± ·G«�¬~¤;¡

lsn(d) −→ 0
©
lsn(d)

¢5¡;¬ ± ·�¢5¥ ∞ µv¿�8?èS«�¬~¼ η < π
8

© ² ¡�¼@¡I¢/¯°ªp¥Q¦½¢U³~¡�·  «�¼Q³@¢ £ ¡;¬ ± «�¬~¼  ¡¦�¦�8Q·6Ä� Ü¡;¦�¦�8tµ�ïQïkÆ�¢U³¨8	¢
lσn(d∗) ≥ C4η(lsn(d) + A4η)

µ�¿[³n´~·
lσn(d∗)

¢5¡;¬ ± ·3¢U¥ ∞ ¤;¥Q¬@¢UªG8 ± «�¤K¢5«�¬~¼�¢5³¨¡º8  ¼Q¡ £ ª58?«�¤¤;¥Q¬M¹M¡;ªp¼Q¡;¬¨¤;¡�¥Q¯
ρn
µ

¿$³S´~· ² ¡�³¸8;¹M¡ ∀j © lsn(κjn) −→ ∞ µ�¿$³~¡�·  «�¼Q³M¢ £ ¡;¬ ± «�¬~¼û Ü¡¦�¦�8Q·9Ä� Ü¡¦�¦�8»tµ�ïk>@Æ�·58;:t·�¢5³¸8	¢¢5³¨¡;ªp¡�«�·
C > 0

·G´~¤U³�¢U³¨8	¢
lsn(κ̃jn) ≤ Clσn(d̃jn)

8?¬ ± ¢5³¨8	¢1¢5³~¡�«�¬@¢5¡ªp«�¥Qª18Q¬~¼  ¡ £ ¡I¢ ² ¡;¡¬�¢ ² ¥=8 ± �x8?¤¡;¬@¢·G¡;¼Q¦�¡;¬@¢5·
d̃jn

«�·_¼Qªp¡8	¢U¡;ª[¢U³¨8?¬ η
2

µ_ �¡I¢
a £ ¡�¢5³¨¡3¡  ¡;¦�¡;¬@¢1¥Q¯ π1(M)

·G´¨¤U³=¢5³¸8	¢
ρn(a)

Àt¾t¡;·
d∗
8?¬ ±9 ¡I¢

d̃n =
⋃
i∈Z;j=1,2,3,4 a

i(κjn)
µ�¿[³~¡�¤;´~ªx¹M¡

d̃n
«�·3¢U³~¡�´~¬~«�¥@¬û¥@¯  ¥Q¬~¼�¼Q¡¥ ± ¡;·G«�¤�·G¡;¼Q¦�¡;¬@¢U· ² «f¢U³ «�¬@¢5¡;ªG«�¥Qª8?¬¨¼  ¡;·_¼Qªp¡8�¢5¡;ª[¢U³¨8?¬ η

2

µ/Ã�¢m¯°¥ � ¥ ² ·_¯°ªG¥Q¦ 8�¤  8?·p·G«�¤k8  ªp¡·p´  ¢�Ä*·G¡;¡�ÖÙî/¢I<	×�¯°¥Qª_¡I¾~8?¦�§  ¡kÆ�¢5³¸8	¢/¢5³¨¡;ªp¡3«�· K·G´~¤U³�¢U³¨8	¢
l(d̃n/a)

«�·[·p¦�8 � ¡;ª�¢5³¨8?¬ Klσn(d∗)
µ&¿[³n´~· ² ¡1¼Q¡I¢ lsn(d) ≤ Cl(d̃n/a) ≤ CKlσn(d∗)

µvít«�¬~¤;¡
lsn(d) −→∞ ©t¢5³~«�·�:t«Á¡ �± ·�8�¤;¥Q¬@¢5ª58 ± «�¤I¢U«�¥Q¬ ² «f¢5³�¢5³~¡68  ¼Q¡ £ ª58?«�¤�¤;¥Q¬@¹M¡ªp¼Q¡;¬~¤¡1¥Q¯ σn µ

Ã�¢/¯°¥ � ¥ ² ·�¢5³¸8	¢ λ̇ = λ̇∞
µ.¿$³n´¨·+�&ªG¥Q§�¥Q·G«f¢5«�¥@¬ºA~µ�ï�«�·[§¨ªp¥¹M¡ ± µ

¼ � ` � � � �3� � �
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� ä�^MÚG��è�}dä�^	TM\O@^	T~�¢é�Ð¶Ô�ÎHÏëê¢Å)Ï�ìdÉ¶È)Ë7íAÎ<í)ÏY×¢çîÕMÅ1È�Æ�ÐTÂ#Ë7ïAÔMÅ)Ïëê¢Åfê¶Ë{Í·Å1Ó�Ï)ËwÐ¶Ó

3
���T@T~}K^	`�Ù�\KoxO~}�Þ<ÜTà�ÚaÜaãpÞ�ÚÇßTðTÝxàp�xñ¢Ú g Úaâ¶ðQ}

� ä�^mÜI��è�}�ä�^	TM\OQ^	T~�fòMÉ¶È)ËwÉTÎ7ËwÐ¶Ó�Ï�Ð�ÑCÎH×�ÅpÆ�Ð¶ÔmÓ�êxÉ¶È)ç�Ð�ÑFóTô�ê¶Ë{Í·Å)ÓMÏîË7Ð¶ÓMÓ�ÉTÂ�×¢çîÕMÅ1È�Æ�ÐTÂ#Ë7Ì+ÌîÐ¶ÓMì¶Å�õ´Ì�Ð¶È�Å)Ïp�M¾@}MÀ�W÷öE}�ø�P5^	Zs}âdá5Þ�ÚÇßTßTðTàp�ÛÚ g Üaã@}
� ä�^¢ùK��è�}¶ä�^	Tn\;O@^	T~��úM×�Å�É¶È)ËHÓmÄÃ×¢ç)ÕMÅ1È�Æ�ÐTÂ#Ë7ÌëÏ)ÔmÈHÑAÉxÌ)Å)Ï�û;ÆîÅ1Ó�ê¶Ë{ÓmÄëÕ�ÂXÅÊÉTÎ2ÅÊêCÏ)ÔmÈHÑAÉxÌ)Å)ÏrÉ¶Ó�ê!üÛ×¢Ô�ÈîÏ1ÎLÐ¶Ó�ý Ï�Ï)çdÍ�Õ�ÂXÅ�Ì�ÎwËwÌ�ÑAÐ¶È)Í/�

��T@T¨}�èS\e}S�?eUWô}MN�^	y@dX^	y@izP�Ù�\KoxO~}�â!Þ�Ú�ßTßTÝxàp�¡Ü¶ùTù g Ü¶ßxñ?}
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� ��PK������}M��P5PUT~��½�}S��PUbcW{PUiU����Ð¶Ó¡ÎwËHÓMÔ�ËHÎwç´Ð�Ñ�ÌîÐ¶ÓMì¶Å�õo×¢Ô�Â{Â/Æ�Ð¶ÔmÓ�êxÉ¶È)ËLÅ)Ïp��åÜ\e}¡¾@}MÙ�\KoxO~}ÛÚaÜ¶ñ!Þ�ÚÇßTðTðxàx��ãmâTñ g âmÚ�ßQ}
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