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Ê£ËGÌKC�ÍKOQADËGÎKC�Í�ÏÐÌPÎPTlMG?GADOQLNÑ<L�ÍPO�ÒZLbADTUÎHÑ<OQTbÓQÓQT
M Ô Ì�ÏÐTUÓQÓQT7TUCpÑgÕaÖ�×¥TbADØ¥ËGÓQO Ô ÌPT7C\O¥CDËHÎ
OQÎHÑ<LbADOQTUÌPAg?BÍJÙÚ T_Ñ7ÌPÎPT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT�ADOQT Ú ?BÎPÎKOQTUÎPÎKT�ÛUË Ú ×KÓQÜNÑ<T�ÍKT�ÛUËGÌPA\ØPÌPA\T!C\TUÛ_Ñ<OQËGÎPÎKTUÓQÓQT −1 Ý¥Þ O M TUCpÑ7ÌPÎKT�MG?BA\OQLNÑ<L

ÍPT=ÍPO Ú TUÎPC\OQËGÎ'ßPIKÛUË Ú ×K?BÛNÑ�TGIÂà�ØZËGADÍ�IK?GÓQËGADC£Í�Ïj?B×PADÜbClÓQT!Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T�ÍÏÐÕHÖP×¥TUA\Ø¥ËGÓQOQC<?�Ñ�OQËGÎ�ÍKT�á/ÕâÌKADCpÑ<ËGÎI
M
TUCpÑ�ÕaÖ�×¥TbADØ¥ËGÓãO Ô ÌPT=C\O¸TNÑ�C\TUÌKÓQT Ú TUÎaÑ�C\O�TbÓQÓQT=TbCrÑ�OQADADLbÍPÌPÛNÑ�OQØPÓQT:TNÑ�?�Ñ�ËGADËBä�ÍK?BÓQT ÝZå ?BÎPC7Óã?�CDÌKO�Ñ<TGI¥ÎPËGÌKC?BÓQÓQËGÎKC7ÛUËGÎPC\OQÍKLUADTUA£ÌPÎKT�MG?GADOQLNÑ<L

M
ÍPT�ÍKO Ú TbÎPC\OQËGÎÄß�IÂÛUË Ú ×K?BÛNÑ�TGIÂËGADOQTUÎHÑN?BØPÓQT=T_Ñ7ÕaÖ�×¥TbADØ¥ËHÓQO Ô ÌPTGI Ú ?GOQCÎPËHÌPC7TNæ�ÛUÓQÌKADËGÎKC£ÓQTbC7Ûb?BC7ËGç

M
TbCrÑ�ÕPË Ú LUË Ú ËGA\×PÕPT�à�ÌPÎ�Ñ<ËGADT:CDËHÓQOQÍPT D × S1 ËGÌ@à�ÌKÎ�Ñ<ËGA\T=LU×K?BOQC\C\O

T × [0, 1] Ýè7Î$ËGØ�érT_Ñ/O Ú ×¥ËHArÑ�?BÎaÑgÍÂ?BÎPC�ÓÈÏÐL_Ñ<ÌPÍKT�ÍÏÐÌPÎKT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT�ÕHÖ�×ZTUADØZËGÓQO Ô ÌKT7ÛUË Ú ×PÓQÜ_Ñ<TUC σ C\ÌPA�ÓÈÏÐOQÎaÑ<LUADOQTUÌKAÍPT
M
TUCpÑ�C\ËGÎ�ÛUËâTUÌKA=ÛUËHÎHMaTNæ�T

N(σ) Ô ÌKO+TUCpÑ�ÓQT
×PÓQÌPC�×¥TNÑ�O�Ñ�RSTUA Ú L
ÎPËGÎ(M�OQÍKT�TNÑ�ÛUËHÎHMaTNæ�T
×ZËGÌPA:Óã?Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT σ ÝKå ?BÎPC£ÛUTNÑ�?BArÑ<OQÛbÓQTGIKÎPËGÌKC£?BÓQÓQËGÎPC£ÛUËGÎKC\OQÍPLUADTbA/ÓQTUC Ú LNÑ�ADO Ô ÌKTUClC\ÌPAlÓÈÏÐOQÎHÑ<LUA\OQTUÌPAlÍKT M à�OQC\Ë�Ù
Ñ<ËG×KOQT$×PA\LUC Ýêå TUÌ�æ Ú LNÑ�ADO Ô ÌKTUC σ1

TNÑ
σ2
C\ÌPA�ÓÈÏÐOQÎHÑ<LbADOQTUÌPA�ÍPT

M
CDËHÎHÑ�ÍPO�Ñ�TUC�OQC\Ë�Ñ�ËG×¥TUC�CbÏÐOQÓ�TNæPOQCpÑ<T$ÌPÎ

ÍPO�Ò2LUË Ú ËHAD×PÕKOQC Ú T f : M → M
OãCDË�Ñ�ËG×¥T�à�Ó²ÏÐOQÍPTUÎHÑ�O�Ñ<L�T_Ñ�Ñ�TUÓ Ô ÌKT σ2 = f∗σ1 Ý+Þ O σ1

TNÑ
σ2
C\ËGÎHÑ

OQC\Ë�Ñ<ËG×ZTUCbI2?BÓQËHADC
f|N(σ1) : N(σ1) → N(σ2)

TbCrÑ�ÌPÎPT�OQC\Ë Ú LNÑ<ADOQT ÝZë Ó�TUCpÑ!ÍKËGÎPÛ�ÓQLUìGO�Ñ<O Ú T�ÍPT�×K?BADÓQTbA�ÍPÌÛUËâTbÌPA7ÛbËGÎHMaTNæPT
N(σ)

ÍÏÐÌKÎPT Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT:ÕHÖP×¥TUA\Ø¥ËGÓQO Ô ÌPT σ ÍPL_íÂÎPOQT�à
OQCDËBÑ<ËG×POQT�×KADÜUC ÝZî ËGADC Ô ÌKT N(σ)
?

ÌPÎ@MaËGÓQÌ Ú T�íKÎPOÈIÓã? Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT σ TUCpÑ=ÍPO�Ñ<T�ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�íKÎPOQT Ýå ?BÎPC�ÛUT�Ûb?GC!ÓQT�Ø¥ËGA\Í�ÍPT N(σ)TUCpÑ�ÕKË Ú LUË Ú ËGAD×KÕPT�àÄÓã?ÄADLUÌKÎPOQËGÎ ∂χ<0M
ÍPTUC�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�TUC�ÍPT ∂M ÍKT$Ûb?BA\?BÛ_Ñ<LUADOQCpÑ<O Ô ÌPT$Í�Ïjï�ÌKÓQTUACpÑ<ADOQÛ_Ñ<T Ú TbÎHÑ/ÎPLbìH?�Ñ<O�MaT�ÍKT�Óã? Ô ÌKTUÓQÓQT�ËGÎHÑ/LNÑ�L�Ë�Ñ�LUTUCgÍPTbC�ÛbËGÌPADØZTUCgC\O Ú ×KÓQTUCgÛUËGADADTbCD×ZËGÎPÍÂ?BÎHÑl?GÌJæ
×ZËGOQÎHÑ<TbCÍPT�A\?BÎPì�ð�ÍKT

σ Ý�î ÏÐLNÑ�ÌPÍPT�ÍPT ∂N(σ)
?:ÍPLbØPÌJÑ�L�ÍK?BÎKC!ñ álÕð_òHóâô Ý á/ÕâÌPA\CrÑ�ËGÎ�Ö$TNæ�×KÓQO Ô ÌPT�ÎPË�Ñ�? Ú�Ú TUÎaÑ

Ô Ì�ÏÐÌPÎPT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TUC\ÌPADLUT:Ùl?B×K×¥TUÓQLbT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌPADLbT�ÍPT�×PÓQOQC\C<?BìGTÍPT
σ
Ù+ÍKLUÛUADO�Ñ7Óã? Ú ?BÎPOQÜUA\T!ÍPËHÎHÑ£ÛUTNÑ\Ñ<T!C\ÌKADRõ?BÛUT ∂N(σ)

TUCpÑ£×KÓQOQC\CDLbT Ý
Þ Oê?BÌ Ú ËHOQÎPC�ÌKÎPT�ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÍPT ∂M ?$ÌPÎPT�Ûb?BA\?BÛ_Ñ<LUADOQCpÑ<O Ô ÌPT�ÍÏjï�ÌPÓQTUA�CpÑ<ADOQÛNÑ�T Ú TbÎHÑ�ÎPLUìH?�Ñ�O�MaTGIÓã?�Ñ�ÕPLUËGA\OQT:ÍÏÐö�ÕPÓQRSËGA\CrÙr÷�TUADC Ú ËGÎHÑ�ADT Ô ÌKT:ÓÈÏÐOQÎaÑ<LUADOQTUÌKA7ÍKT M ?BÍ Ú TNÑ�Ø¥Tb?GÌPÛUËGÌK×ÄÍPT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPTUC�ÕHÖ�×ZTUArÙØZËGÓQO Ô ÌPTbC�ìGLbË Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT Ú TUÎaÑ+íKÎKOQTUC Ýaå ?BÎPC+ÓQTlÛb?BC+ÛbËGÎHÑ<A<?BOQADTGI ∂M TUCpÑ�ÛbË Ú ×ZËGC\LlÌPÎKO Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�ÍKTgÑ<ËGADTbCTNÑ7ÍÏj?B×KADÜUClÓQT�Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T!ÍKT!ADOQìHOQÍPO�Ñ<L�ÍPT=>'ËHCrÑ�Ëbø=IPÓÈÏjOQÎHÑ<LUADOãTUÌPAlÍPT M ?BÍ Ú TNÑ7ÌPÎPT�ÌPÎPO Ô ÌPT�ù²à�OQC\Ë�Ñ<ËG×KOQT×PA\ÜUC�ú Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT�ÕHÖ�×ZTUADØZËGÓQO Ô ÌKT�ìGLbË Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT Ú TUÎaÑ!íÂÎPOQT Ý�å ?BÎPC�Óã?�C\ÌPO�Ñ�TGI2ËHÎ�CDT�A\TUCpÑ<ADTUOQÎKÍPA\?�?BÌ�Ûb?GCËGç
∂M

×ZËGC\C\ÜUÍPT�?BÌ Ú ËGOQÎKC�ÌPÎKT7ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÍPT�Ûb?BA<?BÛNÑ<LUA\OQCrÑ�O Ô ÌPT�Í�Ïjï�ÌPÓQTUA�CpÑ<ADOQÛNÑ�T Ú TUÎaÑgÎKLUìH?�Ñ<O�MaT ÝPÞ O
GF(M)

TUCpÑgÓÈÏÐTUC\×K?BÛbT7ÍPTbC�ÛUÓû?BCDC\TUC�Í�ÏÐOQC\Ë�Ñ<ËG×KOQT7ÍPT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPTUC�ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�íÂÎPOQTUC�C\ÌPA�ÓÈÏÐOQÎHÑ�LUADOQTUÌKAÍPT
M
IJËHÎ�?�?BÓQËGADCgÌKÎPT!?B×K×PÓQOQÛb?�Ñ�OQËGÎ GF(M)→ML(∂M) Ô ÌPOà:ÌKÎPT Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT�ìGLbË Ú LNÑ�ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑíKÎKOQT:?BC\C\ËâÛUOQT:C<?�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎ'ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TbCDÌKADLUT=ÍKT=×PÓQOQC\C<?BìGT�óÂÛGÏÐTbCrÑ�ÓÈÏj?B×P×KÓQOQÛb?�Ñ<OQËHÎ'ÍKT=×PÓQOQC\C<?BìGT:ÍPT

ð



M Ýêî ?ÄÛUËGÎaÑ<OQÎâÌKO�Ñ<L$TNÑ�Óã?ÄÍPO�ÒZLUA\TUÎHÑ<Oã?GØPOQÓQO�Ñ<L$ÍKT
ÛbTNÑDÑ<T�?B×K×PÓQOQÛb?�Ñ�OQËGÎüËGÎHÑ�LNÑ�L
L_Ñ<ÌPÍKOQLUTUC�ÍK?GÎPC�ñ ý!T Þ ògTNÑñ ÷�ËGVBò ÝÂþ TNÑ�?BArÑ<OQÛbÓQT!TbCrÑ7ÛUËGÎPC<?BÛbADL�à�Óã?�ÍKTUCDÛbADOQ×JÑ�OQËGÎ�OQÎHÑ�ADOQÎPC\Ü Ô ÌPT!ÍKT!ÓÈÏÐO Ú ?BìGT�ÍPT!ÛUT_ÑDÑ<T=?B×P×PÓQOãÛb?�Ñ<OQËGÎ Ý
å ?BÎKC=ñ ÷�Ëaÿ�ò²I�� Ý ÷�ËGÎK?BÕKËGÎ�TNÑ�� Ý Ù�� Ý ÿ£ÑN?BÓËGÎHÑ£×ZËGC\L!ÓQT!×PADËHØPÓQÜ Ú T�C\ÌKO�MG?BÎHÑ�� Ô ÌPTUÓQÓQTbC/Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎPCÚ TbCDÌKADLUTUC+×ZTUÌJMaTbÎHÑ�?B×P×Â?BA\?	�QÑ�ADTlÛUË Ú�Ú T£Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ÍKTl×PÓQOQC\C<?BìGT£ÍÏÐÌKÎPT Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKTlìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑíKÎKOQT�
 ë ÓQC/ËGÎHÑ£ADLb×¥ËGÎKÍPÌ�à�ÛUTNÑ\Ñ<T Ô ÌPTUCpÑ<OQËHÎ�ÓQËGADC Ô ÌPT!ÓÈÏÐÌPÎPT!ÍPTbC/ÍPTUÌ�æ$ÕHÖP×¥Ë�Ñ�ÕPÜUC\TUC/C\ÌPO�MG?BÎaÑ<TUC/TbCrÑ£C<?�Ñ<OQCpÙRõ?BO�Ñ�T��
 ÓQT�CDÌK×P×ZËGArÑ£ÍPT λ TUCpÑ£ÌPÎKT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛUËGÌKADØZT�ó ∂M TUCpÑ£OQÎKÛUË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQT Ý
å ?BÎKC�ÛUT_Ñ:?BApÑ<OQÛUÓQTGI�ÎPËGÌPC=ÍPËGÎKÎPËGÎKC�ÌPÎKT�ADLU×ZËGÎPC\T�ÛUË Ú ×PÓQÜNÑ�T�à�ÛUT_ÑDÑ<T Ô ÌKTUCpÑ<OQËGÎ�I×K?GA!ÓQT�Ñ�ÕPLUËGA\Ü Ú TC\ÌPO�MH?BÎHÑ��
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λ ∈ML(∂M) * '+%�<R.$CS#L'�.=)@#@!='MT�1U!VJF1(NH#@? * %�CM%(N * 0U19%WN * 0XN3!$'B;9!$0YJFZ�[(<+%U\=#]N()4%DN * 0W<_^ #L'�)41:0H#&% * 0�JF% M
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p−1(λ)
Jg.='EN

∂M̃
%(N()zN:!$#n)m,V#@JF%HGzN:!$#@)d<{^ .FJ/5x1:0U%:'+A9%kJ�^ * '+%zf3% * #@<L<I% l̃ ⊂ p−1(λ)

Jg!='�)m<R.
8+0_!_|`%9A3)@#@!$'wN * 0 ∂M %HN:) * '+%pf3% * #n<n<R%df`%(0(Cb19% l vr A�s i(λ, ∂D) > 2π

8E! * 0�)&! * )hJ$#]N:? * %S%(N9N3%:'�)@#2%3< D Zÿ�Î�ÎPË�Ñ�TUA\? P(M)
ÓÈÏÐTUÎPC\T Ú ØPÓQT
ÍPTbC:Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎPC:ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUC�ÍPT ML(∂M) Ô ÌKO�MaLUA\O�íKTUÎaÑÓQTUClÛbËGÎPÍPO�Ñ�OQËGÎPC .(sVGi;�s TNÑ A�s Ý

å ?BÎKC+ÛUTNÑ�LUÎPËGÎKÛULGI M̃ ÍPLUC\OQìGÎKTlÓQT£ADTNMF}NÑ�T Ú TUÎaÑ�ÌKÎPO�MaTUA\CDTbÓKÍPT M̃ TNÑ p : M̃ →M
Óã?!×KADËBérTUÛ_Ñ<OQËGÎ�ÍPÌ

ADTNM�}NÑ<T Ú TUÎHÑ Ý ÿ�Î$ÛbË Ú ×Â?BÛNÑ<O�íÂT M̃ ÍPT�Óã? Ú ?BÎPOQÜUA\T�C\ÌPO�MG?BÎaÑ<TS� Ú ÌPÎKOQC\CDËGÎKC M ÍÏÐÌPÎKT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT�ÕHÖ�×ZTUArÙØZËGÓQO Ô ÌPTgìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑêíÂÎPOQT σ ÍKËGÎHÑ�Ñ�ËGÌJÑ<TbC�ÓQTUC�×¥ËGOQÎaÑ<TUCêCDËGÎaÑ�ÍPTbC�×ZËGOQÎHÑ�TUCêÍPT�A\?BÎKì!E:ù4Ó²ÏÐTNæ�OQCpÑ<TUÎKÛUTÍÏÐÌKÎPT�Ñ<TUÓQÓQT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT/TUCpÑ�?BC\C\ÌPADLUT/×K?GAêÓQT�Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T/ÍÏÐÕHÖP×¥TUA\Ø¥ËGÓQOQC<?�Ñ<OãËGÎ�ÍPT/á/ÕâÌKADCpÑ<ËGÎ�TNÑ+×K?BA�ÓQT�Ñ�ÕPLUË�ÙADÜ Ú T7ÍPT7Û�ÕPOQA\ÌPADìGOQT7ÍKT å TUÕKÎ
ÕHÖ�×ZTUADØZËGÓQO Ô ÌPTHIaÛUR Ý ñ álÕð_òSú�TNÑgÎKË�Ñ<ËGÎKC N(σ)ep
ÓQT7ÛUË Ú ×PÓQL Ú TUÎHÑ�?GOQADT7ÍK?BÎKC

N(σ)
ÍPT:MaËHOQCDOãÎK?BìGTUC�ÍPTUC!×ZËGOQÎHÑ<TUC!ÍKT

σ Ý�þ ÕPËGOQC\OQC\C\ËGÎPC�ÌPÎPT�OQC\Ë Ú LNÑ<ADOãT�TUÎaÑ<ADT�ÓQT�ADTNMF}_Ñ<T Ú TUÎHÑ=ÌPÎPO�MâTUArÙC\TUÓ�ÍKT�ÓÈÏÐOQÎaÑ<LUADOQTUÌKA�ÍPT
M
TNÑ
H3 ITUÓãÓQT�ÎKËGÌPC�×¥TbA Ú TNÑ:ÍPT�ÛUËGÎKC\OQÍPLUA\TUA Ñ(σ)ep

ÛUË Ú�Ú T�ÌPÎ�RõTUA Ú L�ÎPËGÎÛUË Ú ×K?BÛ_Ñ!ÍPT H3 Ý�þ Ë Ú�Ú T σ TUCpÑ!ìHLUË Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT Ú TUÎaÑ�íKÎKOQTGIZOQÓ�TNæPOQCpÑ<T�ÌKÎ@ÕPË Ú LUË Ú ËHAD×PÕKOQC Ú T�ÎK?�Ñ<ÌKADTUÓTUÎHÑ�ADT
M
TNÑ
N(σ)ep Ô ÌPO2ÎKËGÌPC/×¥TbA Ú TNÑ Ú ?BOQÎHÑ�TUÎK?BÎaÑlÍÏÐOQÎaÑ<TUAD×KADLNÑ<TbA M̃ ÛUË Ú�Ú T�ÌKÎ�RSTUA Ú L�ÍKT H3 ÝKî ?ÛUË Ú ×K?BÛ_Ñ<O�íKÛb?�Ñ�OQËGÎ M̃ ÍPT

M̃
TUCpÑ/ÓÈÏj?BÍPÕKLUADTUÎKÛUT�ÍPT�ÛUT�RõTUA Ú L�ÍÂ?BÎPCgÓã?:ÛUË Ú ×K?BÛNÑ�O�íKÛb?�Ñ�OQËGÎ$ÌKCDÌKTUÓQÓQT�ÍPT H3×K?GA�Óã?�Ø¥ËGÌKÓQT�ÌPÎKO�Ñ<L ÝPÞ OZÓÈÏÐËGÎ�ADT Ú ×PÓã?BÛbT�Óã? Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT σ ×Â?BA�ÌPÎKT�?BÌJÑ�ADT Ú LNÑ<ADO Ô ÌKT σ′ ÍPËGÎaÑ/ÓQTUCg×ZËGOQÎHÑ<TbCC\ËGÎHÑ�ÍPTUC�×¥ËGOQÎaÑ<TUC�ÍPT$A\?BÎKì�EJI�ÓQTUC�ÍPTUÌ�æ ÛbË Ú ×K?GÛNÑ<O�íKÛ~?�Ñ<OQËGÎKC�?BOQÎPC\O�ËGØJÑ�TUÎâÌPTbC�C\ËGÎHÑ�ÕPË Ú LbË Ú ËGA\×PÕPTbCUIÛUTNÑ\Ñ<T!ÍKL_íKÎKO�Ñ<OQËGÎ�TUCpÑ£ÍPËGÎKÛ!OQÎPÍKLU×¥TbÎPÍK?BÎaÑ<T!ÍPT!Óã? Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT!Û�ÕKËGOQC\OQT Ý

î ?�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ A�s M�OQTUÎHÑ7ÍKT�Óã?�RõËGA Ú ÌKÓQT�ÍPT�~�?BÌPC\CpÙ|÷�ËGÎPÎKTNÑ�?B×P×KÓQO Ô ÌKLUT=à�ÌPÎ'ÍPOQC Ô ÌKT�TUC\CDTbÎHÑ<OQTUÓ�ù4ÛUR Ýñ ÷�Ëaÿ�òSú Ýî ËGADC Ô ÌKT λ TUCpÑ�Óã?$Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TUC\ÌPA\LUT�ÍPT�×PÓQOQC\C<?BìGT�Í�ÏÐÌPÎKT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT�ìGLUË Ú LNÙÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ7íKÎKOQT=ÎPËGÎ�Ù�RSÌPÛ�ÕKC\OQTUÎPÎKTGIKÓQTUC7ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<TUC£ÍKT ∂M̃ − p−1(λ)
CDËGÎaÑ�ÓQTUC7Rõ?BÛUTUC7ÍPÌ'ØZËGADÍ'ÍPÌ

ÛUËGÎaMaTNæ�T
N(ρ) Ýâî ?�ÛUËHÎPÍPO�Ñ�OQËGÎ ;�s ìH?BA\?GÎHÑ<O�Ñ Ô ÌKT£ÓQTUC�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TUC�ÍPÌ�ÛbË Ú ×KÓQL Ú TUÎaÑ�?BOQADT7ÍPT λ C\T£ÛUË Ú Ù×ZËGArÑ<TUÎaÑ=C\ÌPA

M̃
ÛUË Ú�Ú T�ÓQTUC=Rõ?BÛUTUC=ÍÏÐÌPÎ�Ñ<TUÓ�ÛUËGÎaMaTNæ�T Ý¸þ Ë Ú�Ú T�ËGÎ(ÓQT�MaTUA\A\?�ÍK?BÎKC�Óã?�C\TUÛ_Ñ<OQËGÎ ß�I�ËGÎ×ZTUÌJÑ£ADT Ú ×PÓã?BÛbTUA/ÛbTNÑDÑ<T!ÛbËGÎPÍPO�Ñ<OQËGÎ�×K?BA/ÓÈÏÐÌKÎPT�ÍPTUClÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËHÎPClC\ÌPO�MH?BÎHÑ<TUCk�

Ù
b1)

<�.k<R.$CS#L'�.=)@#@!$' T�1U!VJF1(NH#@? * % λ %(N:)u.$'�.$'�' * <R.$#n0U% ��ÛGÏÐTUCpÑDÙ|à�Ù�ÍPOQA\T Ô ÌKT λ OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T�Ñ�A\?BÎPCpMaTbADC<?BÓQTNÙÚ TbÎHÑ+Ñ<ËGÌJÑ�T£ÛUËGÌPADØZTlC\O Ú ×PÓQT£RSTUA Ú LUT Ô ÌKOK×ZTUÌJÑh}NÑ<A\TlÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥LbTlÍÂ?BÎPC+ÌKÎ�Ñ<ËGADT£ÍPT ∂M TNÑ�Ñ�ËGÌJÑ<T£×Â?BOQADT
(l1, l2)

ÍKT�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUC/C\O Ú ×PÓQTUC=ù4LNMaTUÎaÑ<ÌPTbÓQÓQT Ú TUÎaÑlÛbËGÎPRSËGÎKÍPÌPTbC<ú�ÍPT ∂M ÍPËGÎHÑ£ÍKTUC/ADTUÓQT_MaLUC/ÍKOQCrÑ�OQÎPÛNÑ<C
à
∂M̃

ËHÎHÑ£ÓQTUClÍKTUÌJæ Ú } Ú TUClØ¥ËGÌ�Ñ<C ÝÙ
b2) ∃η > 0

)4%3<u? * %HG�8E! * 0k)&! * )h.$'�'+%U. * %(N9N3%:'�)@#2%3< a G i(∂a, λ) ≥ η Z

E



î ?�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËHÎ b1)
TUCpÑ�?BÎK?BÓãËGìGÌPT�à�Óã?�ÛUËHÎPÍPO�Ñ�OQËGÎ EJÏvú�ÍKÌ Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú Tüð@ÍPT ñ ÷�Ëaÿ7ò Ý/å Ïj?G×PADÜUC�Óã?ADT Ú ?BA Ô ÌPT Ô ÌKO�C\ÌKO�Ñ~I2C\O λ TUCpÑ�ÌPÎKT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛUËGÌKADØZT�×ZËGÎPÍKLUADLUTGI2Óã?$ÛbËGÎPÍPO�Ñ�OQËGÎ b2)

TbCrÑ=L Ô ÌPO�MH?BÓQTUÎHÑ�T�à$Óã?ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËHÎ�E=ÍPÌ�Ñ�ÕPLUËGA\Ü Ú T!E�ÍPT�ñ ÷�Ëaÿ7ò Ý�î T7ÓQOQTbÎ
TbÎHÑ<ADT�ÛUTUC�ÍPTbÌJæ�ÛbËGÎPÍPO�Ñ�OQËGÎPC b1)
TNÑ
b2)
MPOQTUÎHÑ/ÍPÌ
R4?BO�Ñ

Ô ÌKT$ÓQTbC�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎPC�?BÎKÎâÌPÓã?BOQA\TUC�?G×P×K?BA<?BOQC\CDTbÎHÑ�C\ËGÌJMaTbÎHÑ�ÛUË Ú�Ú T�ÓQO Ú O�Ñ�TUC�ìGLUË Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKTUC�ÍPT�Ø¥ËGADÍKCÍÏj?GÎPÎPT~?BÌJæ�ùÈÛUR Ý ?B×K×¥TUÎKÍPOQÛUT þ ú Ý
� �����E�/������� þ Ë Ú�Ú T M TUCpÑ�ËGADOQTUÎaÑ�?BØPÓQTHI�C\O

A
TbCrÑ�ÌKÎ ADÌKØK?BÎ�ÍPT
>w�GØPOãÌPC:×PA\ËG×PADT Ú TUÎHÑ�×PÓQËGÎKìGL�ó?BÓQËGA\C/OQÓ2TNæ�OQCpÑ<T!ÌPÎPT7MâËGOQC\OQÎK?BìGT V(∂A)

ÍKT�CDËHÎ�Ø¥ËGA\Í
Ñ<TUÓ Ô ÌPT ∂V(∂A)
ØZËGADÍKT�ÌKÎ�?BÎPÎKTb?BÌ�TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓ2T_Ñ

ËGÎ'?�ÍPËHÎPÛ
i(∂A, λ) ≥ η

2 Ý
þ T�Ñ�ÕPLUËGA\Ü Ú T:RõËGÌPADÎKO�Ñ�ÌKÎPT�ÍPTUC\ÛUADOQ×�Ñ<OQËGÎ@ÛUË Ú ×PÓQÜNÑ�T:ÍKT:ÓÈÏÐO Ú ?GìGT�ÍPT�ÓÈÏj?B×P×KÓQOQÛb?�Ñ<OãËGÎ@ÍPT�×PÓQOQC\C<?BìGT ÝÞ O

M
TUCpÑ�ÌPÎ�ØPADTNÑH�UTUÓÈI2ÛGÏÐTUCpÑDÙ|à�Ù�ÍPOQA\T�ÌKÎPT�C\Ë Ú�Ú T�ÛUËGÎPÎKTNæ�T�ÓQT�ÓQËGÎPì�ÍPÌ�Ø¥ËHADÍ@ÍKT=Ñ�ËGADTUC�C\ËGÓQOQÍKTUC D × S1 I×ZËGÌPA=ËGØJÑ<TbÎPOQA=ÓÈÏÐO Ú ?GìGT�ÍPT�ÓÈÏj?B×K×PÓQOQÛb?�Ñ<OQËGÎ ÍKT�×KÓQOQC\C<?BìGTGI�OQÓ+C\Ìx��Ñ:Í�Ïj?�érËGÌJÑ�TUA:?BÌ�æ(Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎPC:ìGLUËJÍPLNÙC\O Ô ÌKTUC Ú TUC\ÌKADLUT$ÍPT P(M)

I�ÓQTbC�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎKC�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTbC Ú TUC\ÌPADLbTUC�ÍPT$×KÓQOQC\C\?BìHTUC�ÍPTbC Ú LNÑ<ADO Ô ÌPTUCRSÌKÛ�ÕPC\OQTUÎPÎKTUC Ý ö ÌKÎPT Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT£RSÌPÛ�ÕKCDOãTUÎPÎPT7TUCpÑg?BC\C\ËâÛUOQLUT7ÌPÎ�ÕKË Ú LbË Ú ËGAD×KÕPOQC Ú T£TbÎHÑ<ADT M TNÑ�ÌPÎ�íÂØPADL
TUÎ�OQÎaÑ<TUArMH?BÓQÓQTUCbI¸LNMaTbÎHÑ<ÌPTbÓQÓQT Ú TUÎaÑ:Ñ<ËGA\ÍPÌI¸C\ÌPA:ÌKÎPT
C\ÌPADR4?BÛUT
ÛUË Ú ×K?BÛNÑ�T Σ

à'ØZËGADÍ�ÎKËGÎ(M�OQÍPT Ý�î T$ÓQOQTUÌÍPT�×PÓQOQC\C<?BìGT�TUCpÑ!?BÓQËGADC�ÌPÎPT:C\TUÛNÑ�OQËGÎ@ÍPÌ'íÂØPADL�?BÌ�Ù�ÍPTbCDC\ÌKC7ÍKT
∂Σ
IZÛ�ÕK? Ô ÌPT:RSTbÌPOQÓQÓQT�LNÑ�?BÎHÑ Ú ÌKÎPOQT:Í�ÏÐÌPÎPTÚ TbCDÌKADT�ÍKT�×ZËGOQÍPC π ÝÂÞ O M ÎÏÐTUCpÑ£×K?BC/ÌKÎ�ØKADTNÑ9�bTUÓÈIPÓÈÏÐO Ú ?BìGT!ÍKT�ÓÈÏj?B×K×PÓQOQÛb?�Ñ�OQËGÎ�ÍKT�×PÓQOQC\C<?BìGT!TUCpÑ P(M) Ý

«¬@� ��½BÇ�É�±È½B½�» ¹+» °4´ ¯�ÀG»¥É�¿�»¼¹�É µHÃ�ÁK¶�À=��� » «
ö7×KADÜUCê?UMaËGOQA¸×KADLUC\TUÎaÑ<L Ô ÌKTUÓ Ô ÌPTbC¸ÍKL_íKÎKO�Ñ<OQËGÎPCbI�ÎKËGÌPC�ÍPLUÛbADOQADËGÎKC Ô ÌPTUÓ Ô ÌPTUC�×PADËH×PADOQLNÑ�LUC�ÍPT�ÎK?�Ñ<ÌPADTÑ<ËG×ZËGÓQËGìGO Ô ÌPT�ÍPT P(M) Ý Ê£ËGÌPC Ú ËGÎHÑ�ADTUADËGÎKCgTUÎ�×K?BArÑ�OQÛUÌPÓQOQTbA Ô ÌKT�Óã?�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú TbCDÌKADLUTÍPT�×PÓQOQC\C<?BìGT�Í�ÏÐÌPÎKT Ú LNÑ�ADO Ô ÌPT�ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ/íKÎKOQT�C\ÌKA�ÓÈÏÐOQÎHÑ�LUADOQTUÌKAgÍPT M ?B×P×Â?BArÑ<OQTUÎaÑlà P(M)

TNÑ
Ô ÌKTGIPÍK?BÎKClÓã?�ÍPLUíKÎPO�Ñ�OQËGÎ�ÍKT P(M)

IPËGÎ�×¥TbÌJÑ£ADT Ú ×PÓã?BÛUTbA/Óã?�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ b) ×K?GA/ÓQTUClÛUËGÎKÍPO�Ñ<OãËGÎPC b1)
ËGÌ

b2)
ÛUO�Ù�ÍPTbCDC\ÌKC ÝBþ TUÛUOâËâÛbÛUÌP×ZT�ÓQTUC�C\TUÛNÑ<OQËGÎKC�ElTNÑ�ß�I Ô ÌKTUÓ Ô ÌPTbC¸×KADTUÌ�MaTUC�LNÑ�?BÎHÑ�ADTU×ZËGArÑ<LUTbC�à£ÓÈÏj?G×P×¥TbÎPÍPOQÛbT þ�Ýö7íKÎ!ÍKT Ú ËGÎaÑ<ADTUA Ô ÌPT�ÛUTUC�ÎPËGÌ�MaTUÓQÓQTUC�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎPC�C\ËGÎaÑ�C\Ìx��C\?BÎaÑ<TUCbIUÎKËGÌPC�?BÓQÓQËGÎKC�TUÎPC\ÌKO�Ñ<T�ÛUËGÎKCpÑ<ADÌKOQADTGI×ZËGÌPA£ÌPÎKT=Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎÄìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌPADLbT λ ⊂ P(M)

ÍKËGÎPÎKLUTGIÂÌKÎPT Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT�C\ÌKA£ÓÈÏÐOQÎHÑ<LUA\OQTUÌPA£ÍKT
M
ÍKËGÎHÑ7TUÓQÓQT�TUCpÑ7Óã?�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ'ìGLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT Ú TbCDÌKADLUT�ÍPT�×PÓQOQC\C<?BìGT Ý ��ËGÌPAlÛbTNÑDÑ<T�ÛUËGÎKCrÑ�ADÌPÛ_Ñ<OQËGÎIKÎPËGÌKCC\ÌPO�MPADËGÎPClÓã?�CpÑ<A<?�Ñ<LUìGOQT�ÍKT!Óã?�×KADTUÌ�MaT!ÍKÌ$Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T�ð!ÍKT�ñ ÷�Ëaÿ�ò Ý Ê£Lb?BÎ Ú ËGOQÎKCbIPÓÈÏÐÕaÖ�×¥Ë�Ñ�ÕPÜUC\TW� ∂M TUCpÑ

OQÎPÛbË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQT(��épËGÌPT£×KÓQÌPC\OQTUÌKADC+RSËHOQC+ÌKÎ�AY�GÓQT7TUC\C\TUÎHÑ<OQTbÓÂÍK?BÎKC�ñ ÷�Ëaÿ�ò Ý ��ËGÌPA+ÎKËGÌPC�?�ÒZA\?GÎPÛ�ÕPOQA�ÍPT£ÛbTNÑDÑ<TÕHÖP×¥Ë�Ñ<ÕKÜUC\TGI¥ÎPËGÌPC�?BÓQÓQËGÎKC7Ì�Ñ<OQÓQOQC\TUA7ÍPTbC�?BADìGÌ Ú TUÎaÑ<C7ÍKO�ÒZLUADTbÎHÑ<C7ÍKT:ÛUTUÌJæ'ÍPT�ñ ÷�Ëaÿ�ògù4TUÎÄ×K?BApÑ<OQÛUÌKÓQOQTUA7ÌPÎADLUC\ÌKÓ�Ñ�?�Ñ£A\LUÛUTUÎHÑ7ÍPT�ñÐý�Ó Þ ò�TNÑ£ÌKÎ�ÓQT Ú�Ú T!Í�Ïj?B×P×KADËbæ�O Ú ?�Ñ<OQËGÎ�ÍPTbC/ÛbËGÌPADØZTUCl�rÓQLUìGÜbADT Ú TUÎHÑ£×KÓQOQC\C\LUTUC_�rú Ý
î ÏÐLUÓQL Ú TUÎHÑ�×PA\OQÎPÛUOQ×Â?BÓKÍPT£ÛUTNÑDÑ�TlCpÑ<A\?�Ñ�LUìGOQT£ÍPT:ñ ÷�Ëaÿ�òÂTUCpÑ�ÓQTlC\ÌPO�MH?BÎHÑ Ý ÿ�Î�ÛbËGÎPC\OQÍPÜbADTlÌKÎPTlC\ÌPO�Ñ<T (σn)ÍPT Ú LNÑ<A\O Ô ÌPTbC�ìHLUË Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT Ú TUÎaÑgíKÎKOQTUCgÍPËGÎaÑ/ÓQTUCgÓã? Ú OãÎK?�Ñ<OQËGÎKC Ú TbCDÌKADLUTUCgÍKT�×PÓQOQC\C<?BìGT (λn)

C\ËGÎaÑ/ÍPTbC
Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZTUC�×¥ËHÎPÍPLbADLUTUC Ô ÌPOZÛUËGÎHMaTbADìGTUÎHÑ�ùÈTUÎ
ÌKÎ
C\TUÎKC Ô ÌPOZC\TUA\?=ÍKL_íKÎKO¥×K?BA�Óã?:CDÌKO�Ñ<T~ú�MaTUADC λ Ý ö7ÓQËGA\COQÓT_æ�OQCpÑ<T!ÌKÎPT!C\ÌPO�Ñ�T!TNæâÑ<A<?BO�Ñ<T!ÍKT

(σn) Ô ÌPOÛUËHÎHMaTUADìHT�?BÓQìGLbØPADO Ô ÌKT Ú TbÎHÑ/MaTUA\ClÌPÎKT Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT!ìHLUË Ú L_Ñ<ADO�Ù
Ô ÌKT Ú TUÎaÑ�íKÎPOQT σ∞ ÍPËGÎaÑ λ TUCpÑ�Óã?�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ@ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌPADLbT=ÍKT=×KÓQOQC\C\?GìGT ÝZî ?�×PADTbÌJMaT:ÍPT:ÛUTADLUC\ÌKÓ�Ñ�?�Ñ:ùÈÎPË Ú�Ú L!ÓQT Ú�Ú T�ÍPT!RSTbA Ú TNÑ�ÌPADT~úgTUCpÑ£ÍKO�M�OQC\LUT!TbÎ�ÍPTbÌJæ�LNÑN?B×¥TUC Ô ÌKOËâÛUÛbÌP×¥TbÎHÑ£Óã?�CDTbÛNÑ<OQËGÎ�V Ý
î ?l×KADT Ú OãÜUADT+LNÑ�?B×ZT+ÛUËGÎKCDOãCrÑ�T�àl×PA\ËGÌJMaTbA�ÓÈÏÐTNæ�OQCpÑ<TUÎKÛUT+ÍKT+Óã? Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT σ∞ Ý ��ËGÌPA�ÛbTUÓã?�I~ËGÎ:ÛUË Ú�Ú TUÎJÙÛUTUA<?�×Â?BA Ú ËGÎHÑ�ADTUA Ô ÌPT:Óã?�C\ÌPO�Ñ<T (lσn(λn))

ÍPTbC7ÓQËGÎPìGÌKTUÌPADC�ÍPTUC7Óû? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎPC�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC Ú TUC\ÌPADLbTUC
λn
TUCpÑ�Ø¥ËGADÎKLUTGI�×KÌPOQC$ËGÎ A\?BOQC\ËGÎPÎKTUA\?�×K?BA$ÓÈÏj?BØPC\ÌKADÍPT Ý/Þ ÌP×K×¥ËGC\ËGÎKC Ô ÌKT (σn)

ÎÏj?BO�Ñ�×K?BC$ÍKT�MG?BÓãTUÌPA
ÍÏj?GÍPÕPLbADTUÎPÛbT�×ZËGÌPA�Óã?ÄÑ<ËG×ZËGÓQËGìGOQT'?BÓQìGLUØKADO Ô ÌPT�ó�ÍÏj?G×PADÜUC�Óã?ÄÑ�ÕPLUËGA\OQT�ÍPTB� Ý >ÄËGADìH?GÎ TNÑy� Ý ÷ Ý+Þ ÕÂ?BÓQTUÎù\ñ >ÄË Þ ð_òõúNI�ÌKÎPT�C\ÌKO�Ñ<T�T_æâÑ<A\?BO�Ñ<T�ÍKT (σn)

ù Ô ÌKT�×ZËGÌPAgC\O Ú ×PÓQO�íKTbAgÎKËGÌPC/ÎKË�Ñ<TUADËGÎKCl?BÌKCDC\O (σn)
ú+Ñ<TUÎPÍ$MaTUA\C

ÌPÎKT�?BÛNÑ<OQËHÎ Ú OQÎPO Ú ?BÓQTGI�à=×¥T_Ñ<O�Ñ<C�CpÑ�?BØKOQÓQOQC<?�Ñ<TUÌKADC�ÍÏj?BAU}NÑ<TUC�ÍKT π1(M)
C\ÌPA�ÌKÎ$?BADØKADT7ADLbTUÓ A ÝPÞ ËGO�Ñ ∂jMÌPÎKTlÛUË Ú ×¥ËHC\?GÎHÑ<T£ÛUËGÎKÎPTNæ�T£ÍKT ∂χ<0M

óHìGA\?GÛUT7à�ÓÈÏj?B×P×KÓQOQÛb?�Ñ<OQËGÎ
i∗ : π1(∂jM)→ π1(M)

OQÎPÍPÌKO�Ñ<Tl×Â?BA
ÓÈÏÐOQÎKÛUÓQÌPC\OQËGÎ�IâËGÎ�?=ÌKÎPT�?BÛNÑ�OQËGÎ$ÍPT

π1(∂jM)
C\ÌKA A Ý�Þ O ∂jM TUCpÑgOQÎKÛUË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQTHIâÍÏj?B×KADÜUC!ñ Þx� ò²IâÛbTNÑDÑ<T?BÛNÑ�OQËGÎ'TUCpÑ7ÍPÌÂ?BÓQT�Í�ÏÐÌPÎPT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ'ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌKADLUT β ÝÂå Ïj?B×PA\ÜUC£ÌPÎ�Ñ<ÕPLUËGA\Ü Ú T=ÍPT�ÛbËGÎHÑ<OQÎâÌKO�Ñ<LÍPTK� Ý Ù{� Ý ÿ£Ñ�?BÓ�ù<ñÐÿ£ÑNE�òSúNI�ËGÎ ?@?BÓQËGADC i(β, λ) = 0 Ýêî ËGADC Ô ÌKT ∂M TbCrÑ�OQÎPÛUË Ú ×PADTUC\C\OQØKÓQTGI�ÎPËBÑ<ËGÎPC β Óã?

ß



ADLUÌKÎPOQËGÎ¼ÍKTUC�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎPC�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC Ú TUC\ÌPADLUTbC�ËGØJÑ�TUÎâÌPTbC�TUÎ¼Rõ?GOQC\?BÎaÑ�ÛUTNÑDÑ�T�ÛUËGÎPCpÑ<A\ÌPÛNÑ<OQËHÎü×ZËGÌPAÛ�ÕK? Ô ÌPT�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÍKT π1(∂jM) ÝKå ?BÎKC/ÛUT�Ûb?BCbIE� Ý ÷�ËGÎK?BÕKËGÎ�TNÑW� Ý Ù{� Ý ÿ7Ñ�?BÓ2ÍKLUÍPÌPOãCDTbÎHÑlÍPT�ñ >'Ë Þ E�òTNÑ�ÍPT@ÓÈÏÐLNÑ<ÌKÍPT@ÍPT@Óã?�C\ËGÌPCpÙÈMH?BADOQLNÑ<L@Ûb?BA<?BÛNÑ<LUA\OQCrÑ�O Ô ÌPT@ÍPT M Ô ÌPT β TUCpÑ�?GÎPÎâÌKÓã?BOQADT Ý/þ TUÛUO�ÛbËGÎHÑ<ADTbÍPO�ÑÓQTUC!ÛUËHÎPÍPO�Ñ�OQËGÎPC
2)
T_Ñ

2′)
ÍPT�ñ ÷�Ëaÿ�òlù4ËGÌ�Óã?�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ

b1)
ÛUO�Ù�ÍKTUC\C\ÌPC�úNI2ÛUT Ô ÌKOê×¥TbA Ú TNÑ�ÍKT�ÛUËGÎPÛUÓQÌKADT Ý

î ËGADC Ô ÌKT ∂jM TUCrÑ�ÛUË Ú ×PADTUC\C\OQØPÓQTHIGËGÎ�ÎPT/×ZTUÌJÑ+×KÓQÌPC+?B×P×KÓQO Ô ÌKTUA�ÓQT�Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T/ÍKT Þ�� ËHA\? Ý >@?BOQCbIGÍ�Ïj?B×PADÜbCñ >ÄËaÿ7ò²I�OQÓ�TNæ�OQCpÑ<T Ô ÌÂ?BÎPÍ Ú } Ú T�ÌKÎPT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ β ∈ ML(∂jM)
TNÑ:ÌPÎ Ú ËGAD×KÕPOQC Ú T�L Ô ÌKO�MG?BA\Oã?BÎHÑÍPT�ÓÈÏj?BADØKADT Aβ I�ÍPÌÂ?BÓZÍPT β I�ÍK?BÎKC A ÝPþ Ë Ú�Ú T�ÓÈÏj?BÛNÑ�OQËGÎ�ÍPT π1(∂jM)
ÎÏjTUCrÑl×K?GC/à:×ZTNÑ<O�ÑlCrÑN?BØPOQÓQOQC<?�Ñ<TbÌPA

ÍÏj?GADAY}NÑ�TUCUI�ÛUT Ú ËGAD×KÕPOQC Ú T$×¥TUÌ�Ñ�?UMaËGOQA�ÍKTUC�×ZËGOQÎHÑ<C�ÍPT$ØPA<?BÎPÛ�ÕKT Ú TUÎaÑ�TNÑ�OãÓ�×ZTUÌJÑ�Ö�?UMaËGOQA�×KÓQÌPC\OQTUÌKADCÓã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎPC/ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTbC Ú TbCDÌKADLUTUCgÍKOQCpÑ<OQÎPÛNÑ�TUCg×ZËGÌPAgÓQTUC Ô ÌKTUÓQÓQTUC/OQÓ2TNæ�OQCpÑ<T�ÌPÎ
Ñ<TUÓ Ú ËGAD×KÕPOQC Ú T Ý Ê£ËGÌKCMaTUA\ADËGÎPC=?BÓQËGADC�ÛUË Ú�Ú TUÎHÑ=ÌJÑ<OãÓQOQCDTbA�ÓQT�Rõ?BO�Ñ Ô ÌKT (lσn(λn))
TUCpÑ=Ø¥ËGA\ÎPLUT�T_Ñ�ÓQT�Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T�ÍKT�ÛUËHÎHÑ<OQÎâÌKO�Ñ<LÍPT�� Ý Ù�� Ý ÿ7Ñ�?BÓ2×ZËGÌPAgÛbËGÎPCpÑ<ADÌKOQADT�ÌKÎPT7Ñ�TUÓQÓQT!Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ β Ô ÌPOÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T�×K?BC λ Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C<?BÓQT Ú TbÎHÑ Ýè£Î�ADLUC\ÌPÓ�ÑN?�Ñ/ÍKT�ñ ý�Ó Þ ò2TNÑlÓÈÏÐLNÑ<ÌKÍPT�ÍÏÐÌKÎPT�C\ËGÌPCpÙ²MG?BADOQLNÑ�L�Ûb?BA\?GÛNÑ<LUADOQCpÑ�O Ô ÌPT�ùÈ?BÌ�C\TUÎPCgÍKT�ñ��GËBò2TNÑ:ñ��H? Þ ò²I�ÛUR ÝC\TUÛNÑ<OãËGÎ�E Ý ßHúh�rADTUÓã?�Ñ�O�MaT�à β � Ú ËGÎHÑ�ADTUÎHÑ Ô ÌPT:ÛUTNÑDÑ�T:Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ β TUCpÑ!?BÎPÎJÌPÓã?BOQA\T:TNÑ�Óã?�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËGÎ b1)RSËGÌKADÎPO�Ñ�?BÓQËGADC£Óã?�ÛUËGÎaÑ<A\?BÍKOQÛNÑ<OQËGÎ�Û�ÕPTbADÛ�ÕPLUT Ý

î ?�CDTbÛUËGÎPÍKTgLNÑ�?B×ZTgÛUËHÎPC\OQCpÑ<T/à�LNÑ�?BØKÓQOQA Ô ÌKT σ∞ TUCpÑ�ìHLUË Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT Ú TUÎaÑ�íKÎKOQTgTNÑ Ô ÌPT λ TbÎ�TUCpÑ�Óã?�Óã?�ÙÚ OãÎK?�Ñ<OQËGÎKC Ú TUC\ÌPADLbTUC�ÍPT/×KÓQOQC\C<?BìGTUC ÝHå ?BÎPC7ñ ÷�Ëaÿ7ò²IGÓQTbC�?BÌ�Ñ<TUÌPA\C�ÌJÑ�OQÓQOQC\TUÎHÑ+Óã?7Ñ<ÕKLUËGADOQT/ÍKTUC�ØZËGÌJÑ�C�ÍPTUCêMG?�ÙADOQL_Ñ<LUCgÕHÖP×¥TUADØZËGÓQO Ô ÌKTUCgÍPËGÎHÑlÓQT�ìGA\ËGÌP×ZT7RõËGÎPÍÂ? Ú TUÎaÑ�?BÓZTUCpÑ/OãÎPÍPLUÛbË Ú ×ZËGC<?BØPÓQTGI�ÍPLNMaTUÓQËH×P×¥LbT�ÍÂ?BÎPC�ñ ÷�ËâE�ò²ITNÑ=ÓQT�Ñ<ÕPLbËGADÜ Ú T�ÍKT�ADT_MF}NÑ<T Ú TUÎHÑ=ÍPT'ñ þ ?Bò�×ZËGÌPA Ú ËGÎaÑ<ADTUA Ô ÌKT λ TUCpÑ=ADLb?BÓQOãCDLbT�ÍK?BÎKC H3/ρ∞(π1(M))ù
ρ∞ : π1(M)→ Isom(H3)

LNÑ�?GÎHÑlÓã?�ÓQO Ú O�Ñ�T�ÍPTUC/ADTU×PA\LUC\TUÎHÑ�?�Ñ�OQËGÎPC ρn ?BC\C\ËâÛbOQLUTUClà σn ú Ý Ê7ËGÌPCl?BÓQÓQËGÎPCÑ<A<?BO�Ñ<TUA�ÛUT_ÑDÑ<Tl×Â?BArÑ<OQTlÍKTlÓã?!ÍPL Ú ËGÎPCpÑ<A<?�Ñ<OQËGÎ�ÍKT Ú ?BÎKOQÜUADTlÛUË Ú ×PÓQÜNÑ�T Ú TUÎaÑ�ÍPO�ÒZLbADTUÎHÑ<T��GÎKËGÌPC+ÌJÑ�OQÓQOQC\TUADËGÎKCÌPÎ�ÓQT Ú�Ú T�ÍÏj?B×K×PADËbæ�O Ú ?�Ñ<OQËHÎ�ÍKTUClÛUËGÌKADØ¥TUCh�rÓQLUìGÜUA\T Ú TUÎaÑ£×KÓQOQCDC\LUTbC{��ù4ÛbR Ý ?B×K×¥TbÎPÍPOQÛbT!ö�úg×¥ËGÌKA�Ñ<ADËGÌ�MaTUAÌPÎKT�C\ÌPO�Ñ�T�TNæJÑ<A\?BO�Ñ�T
(σn)

Ñ<TUÓãÓQT Ô ÌPT!Óã?�C\ÌKO�Ñ<T�ÍKTUC Ú LNÑ<ADO Ô ÌPTUC/OQÎKÍPÌPO�Ñ�TUC/C\ÌPA ∂χ<0M
ÛbËGÎHMaTUA\ìGT�?BÓQìGLUØKADO�Ù

Ô ÌKT Ú TUÎaÑ Ý Ê£ËGÌKC�TUÎÄÍPLbÍPÌPOQA\ËGÎPC Ô ÌPT λ TUCpÑ�ADL~?BÓQOQC\LUT:ÍÂ?BÎPC H3/ρ∞(π1(M))
IÂÛbT Ô ÌKO�ÎKËGÌPC�×ZTUA Ú T_ÑDÑ<A\?ÍÏj?GÛ�ÕPTNMaTbA/ÛUTNÑ\Ñ<T!C\TUÛbËGÎPÍPT�LNÑ�?B×ZT!ÛUË Ú�Ú T
ñ ÷�Ëâÿ7ò ÝÊ7ËGÌPC�×ZËGÌPA\ADËGÎPC�TUÎPíKÎ�ÛUËHÎPÛUÓQÌKADT/Óã?!×PA\TUÌJMaTlÍPÌ�Ñ�ÕPLUËGA\Ü Ú T�ð/TUÎ Ú ËGÎHÑ<A\?GÎHÑ+ÓÈÏÐTNæPOQCpÑ<TUÎPÛbT/Í�ÏÐÌPÎPTlC\ÌPO�Ñ<TÍPT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZTUC (λn)

MaLUADO�í¥?BÎHÑ�ÓQTUC�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎKC
a)
I
b2)
TNÑ
c)
TNÑ�ÛUËGÎaMaTUADìGT~?BÎHÑ+MaTUA\C

λ Ýâþ Ë Ú�Ú T£TUÓQÓQTUCC<?�Ñ<OQC\RSËGÎaÑ�ÓQTbC7ÕaÖ�×¥ËBÑ<ÕPÜUC\TUC�ÍPÌ'Ñ<ÕPLUËHADÜ Ú T�E�ÍKT�ñ ÷�Ëaÿ7ò²I2?BÓQËGADC�OQÓ�TNæ�OQCpÑ<T�ÌPÎPT�C\ÌPO�Ñ<T (σn)
ÍKT Ú LNÑ<A\O Ô ÌPTbCìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ/íKÎPOQTbC+Ñ�TUÓQÓQTUC Ô ÌKT λn TUCpÑlÓã?:Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎ$ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌPADLUT�ÍPT�×KÓQOQCDC<?BìGT�ÍPT σn Ý

î T!ÓQT Ú�Ú T�ÍPT!RõTUA Ú T_Ñ<ÌPADT�×¥TUA Ú TNÑ7?BÓQËGA\ClÍÏj?BÛ�ÕKTNMaTUAlÓã?�×PADTUÌ�MaT!ÍPÌ�Ñ<ÕPLbËGADÜ Ú T�ð Ý
å ?BÎKC=ÓÈÏj?B×P×ZTUÎPÍKOQÛUT�÷�I�ËGÎ�Ñ<ADËGÌ�MaTUA\?�ÓQTUC=×KADËG×PA\OQLNÑ<LUC=ÍPTbC�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎPC:ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTUC:CDÌKA�ÓQT�ØZËGADÍÍPTbC�MH?BADOQLNÑ�LUClÕHÖ�×ZTUADØZËGÓQO Ô ÌKTUClÌJÑ<OQÓQOQC\LUTbClÍK?BÎKC/ÓQT�Ñ<TNæJÑ<T Ý
�GTlÑ<OQTUÎKC�à�T_æ�×PADO Ú TUA Ú ?=ìGA\?�Ñ�O�Ñ<ÌPÍKT7à �BT~?BÎJÙ���OQTUA\ADT�ÿ£Ñ�?BÓ¥×¥ËGÌKA+C\TUC�OQÎKÍPOQÛb?�Ñ<OQËGÎPCbIâC<?�ìGTUÎaÑ<OQÓQÓQTUC\C\T7TNÑC<?:ìGA\?BÎKÍPT�×K?�Ñ�OQTUÎPÛUT Ý �GT�ADT Ú TUADÛUOQT�LbìH?BÓQT Ú TbÎHÑX�KA\?BÎKÛUOQC/÷�ËGÎÂ?BÕPËHÎIE~�TUADË�ý�ÓQTUOQÎKTUOQÍK? Ú TNÑD�GÌK?BÎ Þ ËHÌJÑ<Ë×ZËGÌPA7ÓQTbC�ÍPOQC\ÛUÌKCDC\OQËGÎKC�RSADÌKÛNÑ<ÌPTbÌPC\TUC Ô ÌPT7éNÏj?BO�TUÌPTUC!?UMaTUÛ�TUÌJæÄTNÑ Ô ÌPO Ú ÏÐËGÎHÑ!×¥TbA Ú OQC�ÍKT:C\O Ú ×PÓãO�íKTUA�ÛUTNÑ?BArÑ�OQÛUÓQT Ý

� ������¡�ªr¢2ªD¦£¡ �
��¬|« ��Á���·�±õµa±4¶¸·+½�¾�Á¥·�ÁÂÀG´�°4»Â½

>'ÌKÎPOQC\C\ËGÎPClÛ�ÕK? Ô ÌPT!ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÍPT ∂χ<0M
ÍÏÐÌKÎPT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT!ÕHÖP×¥TUA\Ø¥ËGÓQO Ô ÌPT!ÛUË Ú ×PÓQÜNÑ�T Ýè7ÎPT <R.$CS#L'�.=)@#@!$'�T�1U!VJF1(NH#@? * % C\ÌPA ∂M TUCpÑ�ÌPÎüÛbË Ú ×Â?BÛNÑ Ô ÌKO�TUCpÑ�ADLUÌKÎPOQËGÎüÍKOQC4épËGOQÎHÑ<T�ÍPT$ìGLUËJÍPLNÙC\O Ô ÌKTUC£ÛUË Ú ×PÓQÜNÑ�TUC£×KÓQËGÎPìGLbTUC ∂χ<0M

óKËGÎ'ÎKË�Ñ<T L(∂M)
ÓÈÏÐTUC\×K?BÛUT=ÍKTUC£Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎPC7ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTUC7C\ÌPA

∂M Ý è£ÎPT C * <�)@#LeYAU! * 03;H% TUCpÑ�ÌPÎKT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT�ÍKËGÎHÑ�Ñ<ËGÌ�Ñ<TUC�ÓQTUC�RSTbÌPOQÓQÓQTUC�C\ËGÎHÑ�RSTbA Ú LUTbCù4ÛGÏjTUCpÑDÙ|à�Ù�ÍKOQADT�ÌPÎKT�ADLUÌKÎPOQËGÎ�ÍKT�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTbC!RSTUA Ú LUTUC!C\O Ú ×KÓQTUC�ÍKOQCÈérËGOQÎHÑ<TbC<ú Ý è£ÎKT�Óã? Ú OãÎK?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËJÍPLNÙC\O Ô ÌKT λ TUCpÑ�ÍPO�Ñ<T CS#L'�#LC�.g<I% C\OêÑ�ËGÌJÑ<T�ÍPT Ú O�Ù�RSTbÌPOQÓQÓQT�TUCpÑ�ÍPTUÎKC\T�ÍK?BÎKC λ ùÈ?BÌ Ô ÌPTbÓ�Ûb?BC λ TUCpÑ�C\ËGO�Ñ�ÌPÎPT
V



� 1n�i� ð  ï�æPT Ú ×KÓQTK��TUÎ Ú ÌPÎKOQCDC<?BÎaÑ:Û�ÕÂ?BÛUÌPÎKT�ÍKTUC=ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�TUC=ÍPT�Óã? Ú ÌPÓ�Ñ�O�Ù�ÛUËGÌKADØ¥T�ÍPTUC\C\OQÎPLbT�TUÎìGA\?GC�ÍÏÐÌKÎ
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IâËGÎ$ËGØJÑ�OQTUÎHÑgÓû?=Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ Ú TUC\ÌKADLUT7ÍPT�×PÓQOQC\C<?BìGT�ÍÏÐÌKÎPT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT7ìHLUË Ú L_Ñ<ADO�Ù
Ô ÌKT Ú TUÎaÑlíKÎKOQT!C\ÌPA/ÓÈÏÐOãÎHÑ<LUADOQTbÌPAlÍÏÐÌPÎ�ØPADT_Ñ9�UTUÓ�ÍPT!ìGTUÎKADT�ß Ý
ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT$RSTUA Ú LUTGIêC\ËGO�Ñ�ÌKÎ C #L'�#LCM.=<�%Y\�AH%48")@#@!$'�'+%3< ú Ý è£ÎPT�RSTUÌPOQÓQÓQT�ÍÏÐÌKÎPT$Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ¼ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT
λ
TUCpÑ
ÍPO�Ñ<T 0U19A * 0(0U%:'�)4% C\O/TbÓQÓQT�TUCpÑ�ÛUËHÎHÑ<TUÎJÌPT�ÍK?BÎPC�ÌKÎPT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú OQÎKO Ú ?BÓQT ù4ÛbTNÑDÑ<TÓã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎ
ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌKT Ú OãÎPO Ú ?GÓQT7LNÑ�?BÎHÑ/?BÌ�Ñ<Ë Ú ?�Ñ<O Ô ÌKT Ú TUÎaÑ�ÛUËHÎHÑ<TUÎJÌPT7ÍK?BÎKC λ ú Ý á�ËGÌJÑ<T7Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT λ TUCpÑlÓã?�ADLUÌKÎPOQËGÎ�ÍPOQCÈérËHOQÎHÑ<T!ÍÏÐÌPÎ�ÎPË Ú ØPADT�íKÎKO2ÍKT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎPClìGLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUC Ú OQÎPO Ú ?BÓQTUCùÈ?B×K×¥TUÓãLUTUC Ú OQÎKO Ú ?BÌ�æ�ÍPT λ úgTNÑ£ÍKT!RSTUÌKOQÓQÓQTUClÎKËGÎJÙ|ADLUÛUÌKADADTUÎHÑ�TUC Ý è7ÎPT <R.$CS#L'�.=)@#@!=' T�1U!VJF1(NH#@? * %�CM%(N * 0U19%TUCpÑ:ÌKÎPT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ(ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT Ú ÌPÎPOQT�Í�ÏÐÌPÎKT Ú TbCDÌKADT�Ñ<A\?GÎPCpMaTUADC\T�ÍKT�C\ÌP×P×ZËGArÑ:×KÓQTUOQÎ Ý ÿ�Î(ÎPËBÑ<TUA\?

ML(∂M)
ÓÈÏÐTUC\×K?BÛbT�ÍKTUCgÓã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎPCgìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUC Ú TUC\ÌPADLbTUCgC\ÌPA ∂M Ú ÌPÎKOZÍPT�Óã?=Ñ<ËG×¥ËHÓQËGìGOQT�Rõ?BOQØKÓQTC\ÌPA�ÓQTUC Ú TbCDÌKADTUC Ý �¸ËGÌKA�ÌPÎKT�TNæ�×¥ËHCDO�Ñ�OQËGÎ ×PÓQÌKC�ÛUË Ú ×PÓQÜNÑ�T�ÍPTUC�×PADËH×PADOQLNÑ�LUC�ÍKTUC�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎPC�ìGLUËJÍPLNÙC\O Ô ÌKTUCbIPÓQT!ÓQTbÛNÑ<TUÌKA/×¥ËGÌKADA\?�C\T�ADTU×ZËGArÑ<TUAlà'ñ þ ?G÷�ò²I¸ñ ÷�ËHß�ò�ËGÌ�à�ÓÈÏj?B×P×ZTUÎPÍKOQÛUT!ÍKT�ñÐÿ£ÑNß�ò Ý

Þ ËGOQTUÎHÑ α TNÑ β C\ËGÎHÑ/ÍPTbÌJæ
Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎKC�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUCbIJËGÎ$ÍKOQA\? Ô ÌKT α #L'�)4%:0HN3%9A3)4% β )@0Y.$'ENH,$%:0HN:.=<I%:eCM%:'�) C\O
α
×¥ËGC\C\ÜUÍPT:?BÌ Ú ËGOQÎPC7ÌPÎKT=RSTUÌPOQÓQÓQT Ô ÌPO�OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T=ÌKÎPT=RSTUÌKOQÓQÓQT=ÍPT β Ñ�A\?BÎPCpMaTbADC<?BÓQT Ú TbÎHÑ Ý �ê?BATNæâÑ�TUÎPC\OQËGÎ�I�ËGÎ�ÍPOQA<? Ô ÌKT�ÍKTUÌJæ�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎPC�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC Ú TbCDÌKADLUTUCêCbÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<TbÎHÑêÑ<A\?BÎKCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑC\OÓQTUÌKADClC\ÌP×P×ZËGArÑ<ClCbÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<TUÎaÑ/Ñ<A<?BÎPCpMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ Ý

ö ÌPÎPT£Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TbCDÌKADLUT λ C\ÌKA+ÌPÎPT£C\ÌPA\Rõ?BÛUT£ÛUËGÎKÎPTNæPT S IaËGÎ
?BC\C\ËâÛUOQT£ÍKT Ú ?BÎKOQÜUADTÛb?BÎKËGÎPO Ô ÌPT+ÌPÎ:?GADØPADT+A\LUTUÓ Aλ ?G×P×¥TbÓQL�?BADØPA\T+ÍPÌÂ?BÓaÍPT+Óã?lÓã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ Ý/� T Ú ×KÓã?$ UËGÎKC�ÓQTUC¸RSTbÌPOQÓQÓQTUC¸RSTbA Ú LUTbCÍPT
λ
×Â?BA�ÍPTbC�?GÎPÎPTb?GÌJæÄRSTUÌKOQÓQÓQTNÑ<LUC�×Â?BA�ÍKTUC�ÛUËGÌPADØZTUC�RSTUA Ú LUTUC�×K?GA\?BÓQÓQÜUÓQTbC Ý Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC Fλ ÓQT�RõTUÌPOQÓQÓQTNÑN?BìGTÚ TbCDÌKADL�×Â?BArÑ<OãTUÓ�ÍKT S ?BOQÎPC\O�ËGØJÑ<TbÎâÌ�T_Ñ F̆λ C\?�×PA\LUO Ú ?GìGT�ÍÂ?BÎPC�ÓQT�ADTNM�}NÑ<T Ú TUÎHÑ:ÌPÎKO�MaTUADC\TUÓ H2 ÍKT S Ý

î ?
×PC\TUÌPÍKË�Ù�ÍKOQCrÑN?BÎPÛUT�CDÌKA H2 ËGØ�Ñ<TUÎâÌKT:TbÎÄOQÎaÑ<LUìGA\?GÎHÑ!Óã? Ú TbCDÌKADT=Ñ<A\?BÎKCrMâTUADC\T:ÍKT F̆λ TUCpÑ!ÛUËGÎHÑ<OQÎJÌPT�TNÑÓQT Ô ÌPË�Ñ<OQTbÎHÑ�ÍPT H2 ×Â?BA�ÛUT_ÑDÑ<T�×PC\TUÌKÍPË�Ù|ÍPOQCpÑ�?BÎPÛbT$TbCrÑ�ÌPÎ ?BADØKADT�ADLbTUÓ Aλ ?B×K×¥TUÓQL�?BA\ØPADT�ÍPÌK?BÓgÍKT λ Ý
î T=ìGA\ËGÌP×ZT=RSËGÎPÍÂ? Ú TUÎaÑ�?BÓ�ÍKT S ?BìHO�Ñ�C\ÌPA Aλ TNÑ�ÛUTNÑDÑ<T�?BÛNÑ<OãËGÎ'TbCrÑ Ú OQÎPO Ú ?BÓQT�à�×¥T_Ñ<O�Ñ<C7CpÑ�?BØPOãÓQOQC\?�Ñ<TUÌPA\CÍÏj?GADAY}NÑ�TUC Ý �¸ËHÌPA/×KÓQÌPClÍPT�ÍPLNÑ�?GOQÓQCUI�MaËGOQA:ñÐÿ£ÑNß�ò�ËGÌ�ñ ý!?Bò Ý
è7Î�ÍKOQC Ô ÌPT %(N9N`%:'�)@#2%3< ÍÂ?BÎPC M TUCpÑlÌKÎ�ÍPOQC Ô ÌKT D ×KADËG×PA\T Ú TbÎHÑl×KÓQËGÎPìGL!ÍK?BÎPC M Ô ÌKO2ÎPT!×¥TUÌ�Ñl×K?BC}NÑ<A\T/ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZL/ÍÂ?BÎPC�ÌPÎ�ÍPOãC Ô ÌPT/ÍKT ∂M ×K?BA�ÌKÎPT/ÕPË Ú Ë�Ñ<ËH×POQTgíPæP?BÎHÑ ∂D ÝHî ?�ÛUËGÌKADØ¥TlC\O Ú ×PÓQT ∂D TUCpÑ?B×K×¥TUÓQLUT7ÌPÎ Cb1:0H#@J=#2%:' Ýâå Ïv?B×PADÜUC�ÓQT£ÓQT Ú�Ú T£ÍKT å TUÕPÎÄùÈÛUR Ý ñ ¡7T_òSúNIâÌPÎPT£ÛbËGÌPADØZT£C\O Ú ×KÓQT c ⊂ ∂M Ô ÌKOÂTUCpÑÕPË Ú Ë�Ñ<ËH×¥T:à�ÌKÎ'×¥ËGOQÎaÑ�ÍK?BÎKC M TUCpÑ�ÌKÎ Ú LUA\OQÍPOQTUÎ Ý è£ÎKT�C\ËGÌKCpÙÈMG?BA\OQLNÑ<L N ÍPT M TUCpÑ #L'+AU!=CD8�0U%(N9N(#2;3<R%

C\O
N
ÎÏÐTbCrÑ�×Â?BC!CDO Ú ×PÓQT Ú TUÎHÑ�ÛbËGÎPÎPT_æ�T�TNÑ�C\OêÓÈÏj?B×P×KÓQOQÛb?�Ñ<OãËGÎ i∗ : π1(N) → π1(M)

OQÎPÍPÌKO�Ñ<T�×K?BA�ÓÈÏÐOãÎJÙ
ÛUÓQÌKCDOãËGÎ�TUCpÑ�OQÎBérTbÛNÑ<O�MaT Ý è£Î(Ñ<ËGADT
TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓ�ÍÂ?BÎPC M TUCpÑ�ÌPÎ(Ñ<ËGA\T
OQÎPÛUË Ú ×PADTbCDC\OQØKÓQT Ô ÌPO�ÎKT
×¥TUÌ�Ñ�×K?GC}NÑ<A\T�ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥L�ÍK?BÎKC ∂M Ý è7Î�?GÎPÎPTb?GÌ�ËHÌ�A\ÌPØK?BÎ�ÍKT�>w�GØPOQÌKC a %(N9N3%:'�)@#2%3< TUCpÑ=ÌPÎ(?BÎPÎKTb?BÌ�ËGÌ�ADÌJÙØK?GÎ@ÍPT�>w�GØPOãÌPC�×KADËG×KADT Ú TbÎHÑ!×PÓQËHÎPìGLGIZOQÎKÛUË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQTHI Ô ÌPO�ÎKT�×ZTUÌJÑ!×K?GC�}NÑ�ADT�ÕKË Ú Ë�Ñ<ËH×¥L�ÍÂ?BÎPC�ÌPÎ?BÎKÎPTb?BÌ�ËGÌ�ADÌPØÂ?BÎ ÍPT$>B�GØKOQÌPC:ÍKT

∂M
×K?GA=ÌPÎKT�ÕKË Ú Ë�Ñ<ËH×POQT�í�æP?BÎaÑ ∂a ÝêÞ O+ÌPÎKT�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T ∂2aÍPT

∂a
TUCpÑ!ÛUËGÎHÑ�TUÎâÌPT�ÍK?BÎPC�ÌPÎ'Ñ�ËGADT�ÍPT

∂M
ó2?BÓQËGADC!ÓÈÏj?BÌJÑ<A\T�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�T ∂1a

ÍKT
∂a
TUCpÑ!ÕKË Ú Ë�Ñ<ËH×¥Tà
ÌPÎPT�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT:C\O Ú ×KÓQT:RõTUA Ú LbT Ý ï�Î@Óã? Ú ÌKÎPOQC\C<?BÎHÑ!ÍÏÐÌPÎKT Ú TUC\ÌPADT�ÍPT å OQA<?BÛ�ÍPT�×¥ËGOQÍKC 1

IZËGÎÄËHØJÙ
Ñ<OQTbÎHÑ�ÌPÎPTgÓã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TUC\ÌPA\LUT Ô ÌPTgÎPËGÌKCêÎPË�Ñ�TUADËGÎKCêTUÎKÛUËGADT ∂a óGÎPËGÌPC�?B×P×ZTUÓQÓQTUADËGÎKCêÛUT_ÑDÑ<TìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT�C\O Ú ×KÓQT�RSTbA Ú LUT
ÌPÎKT AU! * 0`;9%¢8x.=0Y.F;U!g<j#@? * % ù4TUÎ�T_ÒZTNÑ~I¸ÛUTNÑ\Ñ<T�ÛUËHÌPADØZT�TUCpÑ�ÌKÎ ×K?BA<?BØ¥ËGÓãO Ô ÌPT

£



?BÛUÛbOQÍPTUÎHÑ�TUÓ�×ZËGÌPA=Ñ<ËGÌ�Ñ<T Ú LNÑ<ADO Ô ÌKT$ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�íÂÎPOQT$C\ÌKA�ÓÈÏÐOQÎHÑ<LbADOQTUÌPA�ÍPT M ú Ý�Þ O�ÓãT$Ø¥ËHADÍüÍPT
a
ÎKT�ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ=×Â?BC!ÍPT�ÛUËGÌKADØ¥T�×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPTGIËGÎ�×¥TbÌJÑ�ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥TUA a ÍKT�Rõ?$ bËGÎ(à$ÛbT Ô ÌPT�CDËHÎ�ØZËGADÍC\ËGO�Ñ�ÌPÎPT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTGIêTUÎ ?BC\C\ËâÛUOã?BÎHÑ
à@ÛbTNÑDÑ<T�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ ÍPTUC�×ZËGOQÍPC�LUìa?BÌJæ ?BÌ¼ÍKTUìGADLÍPT�Óã?�A\TUCpÑ<ADOQÛNÑ�OQËGÎ�ÍPT�ÓÈÏÐÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×POQT=?BÌ'Ø¥ËGADÍ�ÍKT a IKËGÎ�TbÎ�R4?BO�Ñ7ÌPÎKT!Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ'ìGLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT Ú TUC\ÌPADLUT
Ô ÌKT
ÎKËGÌPC�ÎPË�Ñ<TbADËGÎPC ∂a Ýêå T Ú ?BÎPOQÜUA\T
C\O Ú OQÓã?BOQADTGIêC\O D TUCpÑ�ÌPÎüÍPOQC Ô ÌKT
TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓÈI�TUÎ Ú ÌKÎPOQC\C<?BÎHÑ�Óã?ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT!RõTUA Ú LbT!C\O Ú ×PÓQT�ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZT=à ∂D ÍÏÐÌKÎPT Ú TbCDÌKADT�ÍPT å OQA<?BÛ�ÍPT�×¥ËGOQÍKC 1

IKËHÎ�ËHØJÑ<OQTUÎaÑ7ÌPÎPT
Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎ ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TUC\ÌPA\LUT ∂D Ý+Þ ËGO�Ñ λ ⊂ ML(∂M)

T_Ñ
a ⊂ M

ÌPÎ ÍKOQC Ô ÌPTGI�?BÎPÎKTb?BÌ ËGÌADÌKØK?BÎ$ÍPT�>w�GØPOãÌPC�TUC\C\TUÎHÑ<OQTbÓZ?BÓãËGADC
i(λ, ∂a)

TUCpÑgÓQT�ÎPË Ú ØPADT�ÍÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�OQËGÎ$ÍPT λ TNÑgÍKT7Óã?:Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TUC\ÌPADLUT ∂a ÍPLUíKÎPOQT�×PADLUÛbLUÍPT Ú�Ú TUÎaÑ Ý

Þ ËGO�Ñ σ ÌPÎKT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT�ÕaÖ�×¥TbADØ¥ËGÓãO Ô ÌPTÄùÈÍPL_íÂÎPOQT
à'OQC\Ë�Ñ<ËG×KOQT�×KADÜUC�ú�CDÌKA int(M)
ó¸Óã?�ÍKËGÎPÎKLUT�ÍÏjÌPÎ

×ZËGOQÎHÑ7ØK?GCDT
x
ÍÂ?BÎPC

M
IÂOQÍPTUÎaÑ<O�íKL:?BÌ�×¥ËHOQÎHÑ

O ∈ H3 IKT_Ñ7ÍÏÐÌKÎ�ADTU×ZÜUADT�ËGApÑ<ÕPËGÎKËGA Ú L=ÍPT�ÓÈÏÐTbCD×Â?BÛUT!Ñ�?BÎJÙìGTUÎaÑ�TUÎ
x
I�OQÍPTUÎHÑ�O�íKL$?BÌüADTU×ZÜUADT$ËGArÑ<ÕKËGÎPËGA Ú L
Ûb?BÎKËGÎPO Ô ÌPT$ÍPT
ÓÈÏÐTUC\×Â?BÛUT�Ñ�?BÎPìGTbÎHÑ TOH3 I¸×ZTUA Ú TNÑ�ÍPTÍPLUíKÎPOQA�ÌKÎPT�ADTU×KADLUC\TUÎHÑN?�Ñ<OQËGÎ

ρ : π1(M) → Isom(H3)
I¥íÂÍPÜUÓQT�TUCpÑ!ÍKOQC\ÛUADÜNÑ�T ÝÞ O�ËGÎ�Û�ÕK?BÎKìGT�ÓQT�×ZËGOQÎHÑØK?GCDT

x
ËGÌ
ÓQT£ADTU×ZÜUADT£ÍKTlÓ²ÏÐTUC\×K?BÛUT/ÑN?BÎPìGTbÎHÑ�TUÎ

x
IaËGÎ�ËHØJÑ<OQTUÎaÑ�ÌPÎKTlÎKËGÌJMaTbÓQÓQT£ADTU×KADLUC\TUÎHÑN?�Ñ<OQËGÎ

ρ′ Ô ÌPOÂTUCpÑÛUËGÎGérÌPìGÌKLUT�à
ρ ÝPî ÏÐO Ú ?BìGT ρ(π1(M))

TUCpÑ/ÌPÎ$ìGADËHÌP×¥T�ý!ÓQTUOQÎPOQTUÎ�ù4ÛHÏÐTUCpÑDÙ|à�Ù|ÍPOQADT�ÌPÎ�CDËHÌPCpÙ�ìGADËHÌP×¥T�ÍPOQC\ÛUA\TNÑ
ÍPT

Isom(H3)
ú/íKÎKO Ú TUÎaÑ�TbÎPìGTUÎKÍPADLHIÂC<?BÎPClÑ�ËGADC\OQËGÎÄTNÑ int(M) Ú ÌPÎKOQT=ÍPT:Óã? Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT σ TUCpÑ�OQC\Ë Ú L_ÙÑ<A\O Ô ÌPT7à H3/ρ(π1(M)) Ý Ê£Ë�Ñ<ËHÎPC N(ρ)

ÓQT A`¤ * 0�JF%a¥�#2%3<jN3%:' ÍPT H3/ρ(π1(M))
I Ô ÌPO¥TUCpÑ�ÓQT Ô ÌPË�Ñ<OQTbÎHÑ×K?GA

ρ(π1(M))
ÍPT=ÓÈÏÐTUÎHMâTUÓQËG×P×ZT=ÛUËGÎHMaT_æ�T

H(ρ)
ÍKT�ÓÈÏÐTUÎKC\T Ú ØKÓQT�ÓãO Ú O�Ñ<T Lρ ÍPT ρ(π1(M))

ùõMaËGOQA�ñ á/Õ�ðGI
Û�ÕK?G×M¦�òÂ×¥ËGÌKA�×KÓQÌPC�ÍPTlÍPLNÑN?BOQÓQC�ú Ýaþ T/ÛUËHÎHMaTNæ�T N(ρ)

TUCpÑ+OãCDË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT£?BÌ�ÛUËâTUÌKA�ÛUËGÎHMâTNæ�T N(σ)
ÍKL_íKÎKO�Ñ

ÍK?GÎPC7ÓÈÏÐOQÎHÑ<A\ËâÍPÌKÛNÑ<OQËGÎ�IÂÛUT Ô ÌPO�ÎPËGÌKC7×¥TUA Ú TNÑ�ÍPT:ÛUËGÎPRõËGÎPÍPA\T=ÓQTUC7ÍPTUÌ�æ Ý¥î ? 8E.$0()@#&% 1�8E.$#]NHN3% I N(ρ)ep
ÍPÌ

ÛUËâTbÌPA�ÍPT�Ê7OQTUÓQC\TUÎ�I2TUCpÑ�ÓQT�ÛUË Ú ×PÓQL Ú TUÎHÑN?BOQADT�ÍÂ?BÎPC N(ρ)
ÍKT�Óã?$×K?BApÑ<OQT�ÛUÌKCD×KOQÍK?BÓQT�ÍPT

H3/ρ(π1(M)) Ý
î ? ADTU×KADLUC\TUÎHÑN?�Ñ<OQËGÎ ρ TUCpÑ�ÍKO�Ñ<T T�1U!$Cb13)@0H#@? * %:Cb%:'�) cd'�#2% C\O N(ρ)ep

TUCpÑ�ÛUË Ú ×K?BÛNÑ(ù4ÌPÎKTÄÍPL_íKÎKO�Ñ<OQËGÎOQÛUO�L Ô ÌPO�MH?BÓQTUÎHÑ<T�TbCrÑ Ô ÌKT N(ρ)
?�ÌPÎ�MaËHÓQÌ Ú T�íÂÎPOûú�TNÑ AU!='�,/%U\�%SAU!	AU!$CD8E.FA3)4% C\O N(ρ)

TUCpÑ:ÛUË Ú ×K?BÛ_Ñ Ý
î ËGADC Ô ÌKT ρ TUCpÑ�ìGLbË Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT Ú TUÎaÑ�íÂÎPOQTGI2ÓQT�ØZËGADÍ�ÍPT N(ρ)ep

TUCpÑ�ÌPÎKT�A\LUÌPÎKOQËGÎ@ÍKT=Ñ�ËGADTUC!TNÑ�ÍPT�C\ÌPArÙ
Rõ?BÛbTUC�ÛUË Ú ×Â?BÛNÑ<TbCóZÛ�ÕK?BÛUÌKÎPT:ÍKT:ÛUTUC�C\ÌPADRõ?GÛUTUC�TUCpÑ�ÌPÎPT:A\LUÌPÎKOQËGÎÄÍÏj?GÎPÎPT~?BÌJæ2I¥ÛUËHÎHÑ<TUÎJÌPC�ÍK?BÎPC�ÓQT:ØZËGADÍÍPT�Óã?
×K?BApÑ<OQT�ÛUÌPC\×POQÍÂ?BÓQT:T_Ñ!ÍPT�CDÌKADRõ?BÛUTbCUIZLNMaTUÎaÑ<ÌPTUÓãÓQT Ú TUÎaÑ�à�ØZËGADÍ�I¥OQÎPÛUÓQÌKC\TUC�ÍK?GÎPC�ÓQT�ØZËGADÍÄÍKT N(ρ) Ý
þ ÕÂ?BÛUÌPÎKT�ÍPT�ÛbTUC�ÍPTUA\ÎPOQÜUA\TUC�C\ÌKADRõ?BÛUTbC�TbCrÑ�×PÓQOQC\C\LUT�ÓQT�ÓQËGÎKì$ÍÏÐÌKÎPT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT�ùÈÛUR Ý ñ álÕðGIÛ�ÕK?G×§¦�òSú Ý ÿ�Î ÍKL_íKÎKO�Ñ�ÓQT <>#2% * J�%i8+<>#]NHN:.`T�% ÍPT ρ(π1(M))

ÛUË Ú�Ú T�Óã?�ADLUÌKÎPOQËGÎ ÍKT�ÛUTUC�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎPCìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC λi T_Ñ�ÍPTUC�ÛUËGÌKADØ¥TUC�C\O Ú ×PÓQTbCUI�¨ Ú TUC�ÍPTUC�?BÎPÎPT~?BÌJæ ai ÛUËHADADTUC\×ZËGÎPÍK?GÎHÑ�?BÌJæ ×ZËGOQÎHÑ<TbC:ÍPTA\?BÎKì'ð Ý ÿ�Î Ú ÌPÎKO�Ñ�ÛUT=ÓãOQTUÌÄÍPT:×PÓQOãCDC<?BìGT:Í�ÏÐÌPÎKT Ú TUC\ÌPADT�Ñ<A\?BÎKCrMâTUADC\T Ô ÌPO Ú TUC\ÌKADT=Ó²ÏÐOQÎHÑ<TUÎKCDO�Ñ<L:ÍPÌÄ×PÓQOQCpÙC<?BìGT
ÍPT
∂N(ρ)

ÓQT�ÓQËGÎKìÄÍPTUC:Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎPC�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTUC λi ù4ÛUR Ý ñ ï�×K>'òSú!TNÑ�?BC\C\ËâÛUOQT$?BÌJæ©¨ Ú TUC:ÍPTbC?BÎKÎPTb?BÌ�æ
ai
ÌKÎPT Ú TUC\ÌPA\T!ÍPT å OQA\?BÛ�ÍKT!×ZËGOQÍPC π Ý¥Þ O ρ Î�ÏÐTUCpÑ£×Â?BClÌKÎPT!A\TU×PADLbCDTbÎHÑ�?�Ñ<OãËGÎ�RSÌPÛ�ÕKCDOQTbÎPÎPTHIPÓã?ADLNÑ�A\?BÛNÑ�OQËGÎ�ÍPT
H3/ρ(π1(M))

CDÌKA
N(ρ)

×¥TbA Ú T_Ñ�ÍKT£ÍPL_íKÎKOQA7ùÈà�OQC\Ë�Ñ<ËG×KOQT£×PA\ÜUC�úêÌKÎ�ÕPË Ú LUË Ú ËGAD×PÕKOQC Ú TÎK?�Ñ<ÌPADTbÓ
h : M → N(ρ)ep Ý¥þ TNÑ�ÕPË Ú LUË Ú ËGAD×PÕKOQC Ú T h ×¥TbA Ú T_Ñ7ÍÏÐOQÎHÑ�TUAD×PA\LNÑ<TUA£ÓQT�ÓQOQTbÌ�ÍPT=×PÓQOQC\C<?BìGT=ÍPT

∂N(ρ)
ÛUË Ú�Ú T=ÌPÎPT=Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ'ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT Ú TUC\ÌPA\LUT λσ ∈ ML(∂M)

IÂÍPLU×ZTUÎPÍÂ?BÎHÑ�CDTbÌPÓQT Ú TUÎHÑ7ÍKTÓã?=ÛUÓã?BC\C\T£ÍKT£Óã?=ÛUÓã?BC\C\T£Í�ÏÐOQC\Ë�Ñ<ËG×KOQT£ÍKT
σ
I Ô Ì�ÏÐËGÎ
?B×K×¥TUÓQÓãT <R.$CS#L'�.=)@#@!$'�T�1U!VJF1(NH#@? * % Cb%(N * 0U19% JF%¢8+<>#]N9N:.VTF%ÍPT�Óã? Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT�ìGLbË Ú LNÑ�ADO Ô ÌPT Ú TUÎaÑgíÂÎPOQT σ Ý ÿ�Î�×¥TbÌJÑ/LUìa?BÓQT Ú TbÎHÑl×PA\LUÛUOQC\TUAgÓã?�ÍPL_íÂÎPO�Ñ<OQËGÎ�ÍPT M̃ ÍKËGÎJÙ

ÎPLbT�ÍK?BÎKClÓÈÏÐOQÎaÑ<ADËâÍKÌPÛNÑ�OQËGÎ��KC\ËGO�Ñ
ρ
ÌPÎKT�ADTU×KADLUC\TUÎHÑN?�Ñ<OQËGÎ�ìGLbË Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT Ú TUÎaÑ£íKÎKOQT�ÍPT π1(M)

ÍPËHÎHÑ7ÓQTUC
C\ËGÌPCpÙ�ìHADËGÌP×ZTUC�×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTUC Ú ?�æ�O Ú ?BÌJæ CDËHÎHÑ�Í�ÏÐËGADÍPA\T�ÍKTUÌJæ TNÑ h : M → N(ρ)ep

ÓÈÏÐÕPË Ú LUË Ú ËGArÙ
×PÕKOQC Ú T�ÎÂ?�Ñ<ÌKADTUÓGó�ËGÎ�ÍKL_íKÎKO�Ñ M̃ ÛUË Ú�Ú T�ÓÈÏj?BÍPÕKLUADTUÎKÛUT�ÍÂ?BÎPC H̄3 ÍPT H(ρ)ep = Ñ(ρ)ep

IËGÎ ?�?BÓQËGADC
∂M̃ − ∂M̃ = Lρ Ý�Þ ËGO�Ñ l̃ ⊂ ∂M̃

ÌPÎKT�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT�T_Ñ l̃ CDËHÎHÑ�?BÍPÕKLUADTUÎKÛUT�ÍÂ?BÎPC M̃ ó�ËGÎ ÍKOQA\? Ô ÌPT l̃.6JF% * \�;U! * )nN ;(#&%('ªJF1@cd'�#]N ÍÂ?BÎPC ∂M̃ C\O ¯̃l − l̃ TUCpÑ£ÛUËGÎKCpÑ<O�Ñ<ÌPL�ÍPT�ð�ËGÌ'E�×¥ËGOãÎHÑ<ClÍPT Lρ Ý
«



��¬@� ¬£´u� ±�·�´2µH±4¶¸·+½�¾�ÁÂ¶�¹�Á¥½G±ÈÇ�É�»¥½'½GÉ+À�É+·�»�¿2´Àa±4ÁKµBÁQ Æ/¶�ÀH¹ ³�¶�� ¯�ÀG»Â½B½G±²Æ�°È»
>ÄÌPÎKOQCDC\ËGÎKC

M
Í�ÏÐÌPÎPT Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT�ÕHÖ�×ZTUADØ¥ËHÓQO Ô ÌPT�ìGLbË Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT Ú TUÎaÑ�íKÎKOQT σ ÍKËGÎHÑÑ<ËHÌJÑ<TUC�ÓQTbC�×¥ËGOQÎaÑ<TUCC\ËGÎHÑ�ÍPTUC+×¥ËGOQÎHÑ�TUC�ÍPTlA\?BÎPì:EJIHÍÏÐÌPÎKT/ADTb×PADLUC\TUÎaÑ�?�Ñ<OQËGÎ

ρ : π1(M)→ Isom(H3) Ô ÌPOKOQÎPÍKÌPOQC\T σ TNÑ+Í�ÏÐÌPÎÕPË Ú LUË Ú ËGAD×PÕKOQC Ú T h : M → N(ρ)ep ÝPþ ÕK? Ô ÌKT�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÍPT ∂χ<0M
TUCpÑ Ú ÌKÎPOQT�ÍKT�Óã? Ú LNÑ<ADO Ô ÌPTOQÎPÍKÌPO�Ñ�T�×Â?BA/Óã?�A\TUCpÑ<ADOQÛNÑ�OQËGÎ�ÍPT

h
à
∂M ÝÂþ Ë Ú�Ú T ∂N(ρ)ep

TbCrÑ7ÌPÎPT!C\ÌPA\Rõ?BÛUT!A\LUìGÓQLUTGIKÛUTNÑDÑ�T Ú LNÑ<A\O Ô ÌPTTUCpÑ:ÕHÖ�×ZTUADØZËGÓQO Ô ÌKT�ùÈÛUR Ý ñ � ËBòSú Ý�å ?BÎPC=Óã?�C\ÌPO�Ñ<T�ÍPÌ�Ñ�TNæâÑ<TGI�ÓQËGA\C Ô ÌPT�ÎPËGÌKC Ú ËGÎHÑ<ADTbADËGÎPC=ÍPTUC=×PADËG×KADOQLNÑ<LbCÑ<ËG×ZËGÓQËGìGO Ô ÌPTUC�ÍKT M ËGÌüÍKTUC�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎKC�C\ÌPA ∂M I�ÎPËHÌPC�C\ÌP×P×ZËGC\TUADËGÎKC Ô ÌKT M TUCpÑ Ú ÌKÎPOQT$ÍKT$Óã?
Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT�ÍPLUíKÎPOQT�×KADLUÛULbÍPT Ú�Ú TUÎaÑ Ýþ Ë Ú�Ú T�ÍÂ?BÎPC�ÓÈÏÐOQÎHÑ<A\ËâÍPÌKÛNÑ<OQËGÎ�IZËGÎ�ÎPË�Ñ<TUA<? p : M̃ → M

Óã?$×PADË�Ù
érTUÛ_Ñ<OQËGÎ�ÍPÌ�A\TNMF}NÑ<T Ú TUÎHÑ7ÌPÎPO�MaTUADC\TUÓ ÝÊ7Ë�Ñ<ËGÎKC M ÓÈÏÐTUÎKCDT Ú ØPÓQT£ÍPTUC Ú ÌPÓ�Ñ<O�Ù|ÛUËGÌPA\Ø¥TUC+ÍKT ∂M ÍPËGÎaÑ�Û�ÕÂ? Ô ÌPT£ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�TlØZËGADÍKTlÌPÎ�ÍKOQC Ô ÌPTTUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓlÍPT

M Ý�Þ ËGO�Ñ Mgéom
ÓQT�ÛUË Ú ×PÓQLNÑ�L�ÍPT M ×ZËGÌPA�Óã?@Ñ<ËG×ZËGÓQËGìGOQT'ÍPTB¡7?BÌKC\ÍPËGApÒºù Ô ÌPT�ÎPËGÌKC?B×K×¥TUÓQÓQTbADËGÎPC�?BÌPC\C\O�Ñ<ËG×ZËGÓQËGìGOQTlìGLbË Ú LNÑ�ADO Ô ÌPT�ú Ýaî TUC�ÍKL_íKÎKO�Ñ<OQËGÎKC�C\ÌPO�MG?BÎaÑ<TUC+C\ËGÎHÑ�ÌJÑ�OQÓQTUC�à�Óã?!ÍKTUC\ÛUADOQ×�Ñ<OQËGÎÍPTbC/Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎPC£ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTbC/ÍKT Mgéom Ýè7Î=RõTUÌPOQÓQÓQT

l̃
Í�ÏÐÌPÎPT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎ:ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT α̃ ⊂ ∂M̃ TUCpÑ�ÍKO�Ñ<T 5�!$CM!VA3<>#L'�#@? * % ÓãËGADC Ô ÌÏÐTbÓQÓQT�ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑÍPTbÌJæ'CDÌKO�Ñ<TUC7ÍKT=×ZËGOQÎHÑ�C

(xn)
TNÑ

(yn)
Ñ<TUÓQC Ô ÌPT:Óã?�ÍPOQCpÑ�?BÎKÛUT=TbÎHÑ<ADT:ÓQTUC�×¥ËGOQÎaÑ<C xn TNÑ yn Ú TUC\ÌPADLbT=C\ÌPAÓã?
RSTUÌPOQÓQÓãT�Ñ�TUÎPÍ'MaTUADC�ÓÈÏjOQÎ�íKÎKO�?UMaTbÛ

n
IKÑN?BÎPÍPOQC Ô ÌPT�ÓQTUÌPA�ÍPOQCpÑ�?BÎKÛUT:ÍÂ?BÎPC M̃ ADTbCrÑ�T:ØZËGADÎKLUT$ù4ÛUTNÑ\Ñ<T:ÍKL_í�Ù

ÎPO�Ñ�OQËGÎ�ÍPO�ÒZÜUA\T!ÍPT�ÛUTUÓQÓQTUC£ÍPT�ñÐÿ7Ñ~ð_ò�ËGç�ÌKÎPT�Ñ<TbÓQÓQT�RSTUÌPOQÓQÓQT�TUCpÑ7?B×K×¥TbÓQL!Rõ?BOQØKÓQT Ú TUÎaÑ£ÕKË Ú ËJÛUÓQOQÎPO Ô ÌPT~ú Ý è£ÎPTRSTUÌKOQÓQÓQT
l
Í�ÏÐÌPÎKT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎ�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT α ⊂ ∂M TUCpÑ£ÍPO�Ñ<T!ÕPË Ú ËâÛUÓQOQÎKO Ô ÌPT!C\O2TUÓQÓQT!×ZËGC\CDÜbÍPT�ÌKÎ�ADTUÓQT_MaLà

∂M̃ Ô ÌKOTUCpÑ£ÕPË Ú ËâÛUÓQOãÎPO Ô ÌKT Ý è£Î�ÛUADO�Ñ<ÜUA\T!ÍKT þ ?BC\C\ËGÎ�ÍPO�Ñ Ô Ì�ÏÐÌPÎKT!Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT�ÛUËGÎPÎKTNæ�TTUCpÑ!ÍÂ?BÎPC Mgéom
C\O�T_Ñ!C\TUÌKÓQT Ú TUÎaÑ!C\O�TUÓQÓQT�ÛUËGÎHÑ<OãTUÎHÑ!ÌKÎPT�RõTUÌPOQÓQÓQT�ÕPË Ú ËâÛUÓQOQÎKO Ô ÌKT Ý Ê£ËHÌPC�ÎÏÐÌJÑ�OQÓQOQC\TUADËGÎKC×K?GC+ÛbTNÑDÑ<T£L Ô ÌPO�MH?BÓQTUÎPÛbTGI Ú ?BOQC�C\TUÌPÓQT Ú TUÎHÑgÓQT£Rõ?BO�Ñ Ô Ì�ÏÐÌPÎKTlÓãO Ú O�Ñ<T7ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT7ÍPT Ú LUADOQÍPOQTbÎPC�ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑÌPÎKT�RSTUÌPOQÓQÓQT�ÕPË Ú ËâÛUÓQOQÎKO Ô ÌPT'ùSÑ�ÕPLUËGA\Ü Ú T�÷ Ý ðGI2MâËGOQA=?BÌKCDC\O7ñÐÿ7Ñ~ð_òSú Ý ï�Î(×KA\?�Ñ<O Ô ÌKT�ÎPËGÌPC=ÎPËHÌPC�C\TUApM�OQADËGÎKC×PA\OQÎPÛUOQ×Â?BÓQT Ú TbÎHÑ£ÍKT!Óã?�×PADËG×KADOQLNÑ<L�CDÌKO�MG?BÎHÑ�T��

ÙêÌPÎKT£RSTUÌKOQÓQÓQT
l̃ Ô ÌKO¥?�ÍKTUÌJæ�ØZËGÌJÑ�C�ØPOQTUÎKC+ÍKL_íKÎKOQC�TNÑ�ÍKOQCpÑ<OQÎPÛNÑ�C+ÍÂ?BÎPC ∂M̃ Î�ÏÐTUCpÑ�×K?BC�ÕPË Ú ËâÛUÓQOQÎPO Ô ÌPT Ý

å TUÌ�æ�RSTUÌKOQÓQÓQTUC�ÍKOQCrÑ�OQÎPÛNÑ�TUC l̃1 TNÑ l̃2 Í�ÏÐÌPÎPT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT α̃ ⊂ ∂M̃ C\ËGÎHÑ¸ÍPO�Ñ<TbC ;:#@.$NH7/CW8+)&!=)4%(NC\O�Û�ÕK?GÛUÌPÎKT�ÍÏÐTUÓãÓQTUC7?�ÍPTbÌJæ�ØZËGÌJÑ<C£ØPOQTbÎPC£ÍPL_íÂÎPOQC£ÍK?BÎKC
M̃
TNÑ7C\O�ÓãTUÌPADC7?BÍKÕPLUA\TUÎPÛUTbClÍÂ?BÎPC

∂M̃
ËGÎHÑ7ÓQTbC

ÍPTbÌJæ Ú } Ú TbC�TNæâÑ�ADL Ú O�Ñ<LUC Ý è£ÎPT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ¼ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT α ∈ L(∂M)
ÍKËGÎHÑ�Óã?@×PADLUO Ú ?BìGT p−1(α)ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ£ÍKTUÌJæ�RSTUÌPOQÓQÓãTUC/ØKOã?BCpÖ Ú ×�Ñ<Ë�Ñ<TUC/C\TUA<?�ÍPO�Ñ<T .$'�' * <R.$#L0U% Ý ��?BA/T_æ�T Ú ×KÓQT�ÓQT!ØZËGADÍ�Í�ÏÐÌPÎ�?BÎKÎPTb?BÌ�ËGÌÍÏÐÌKÎ(ADÌKØK?BÎ(ÍPT
>B�GØKOQÌPC=TUC\C\TUÎHÑ<OQTUÓ Ô ÌPO�ÎKT�ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ:×Â?BC=ÍPT�ÛUËGÌKADØZT�×K?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKT�TUCpÑ:ÌKÎPT�Óã? Ú OQÎK?�ÙÑ<OQËGÎ�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT�?BÎPÎJÌPÓã?BOQADT Ý è7ÎPT!Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT λ C\TUA\?�ÍPO�Ñ�T .='�.$'�' * <R.$#L0U% C\O λ OQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<TÑ<A<?BÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ+Ñ�ËGÌJÑ<TbC+ÓQTUC�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎKC�?BÎKÎâÌPÓã?GOQADTUC�TNÑ�Ñ�ËGÌJÑ<TbC+ÓQTUC�ÛUËGÌPA\Ø¥TUC�×K?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTUC+ÍKT ∂M Ý

Þ ËGO�Ñ c ÌKÎPT=ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT=C\O Ú ×PÓQT:RSTUA Ú LUT=C\ÌPA£ÓQT:Ø¥ËGADÍÄÍPT M óÂÌPÎ .=0UA�J�% AU!=CD8�0U%(N9N(#@!$' MaTbADC c TUCpÑÌPÎ�?BADÛ
κ
×PÓQËHÎPìGL�ù4ËGÎ$ÎPT�ÛUËGÎPC\OQÍKÜUADTUA\?:ÍK?GÎPC�Óã?:CDÌKO�Ñ<T Ô ÌPT�ÍPTUCg?BA\ÛUC�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC�úêÑ<TUÓ Ô ÌKT c∩κ = ∂κTNÑ Ô ÌPOTbCrÑ7ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZT!ÍK?GÎPC M ADTUÓã?�Ñ�O�MaT Ú TbÎHÑ7à ∂κ à�ÌPÎ'?BADÛ�ÍPT c Ýè7ÎPT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎ ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌKT λ TUCpÑ�ÍPO�Ñ<T %:'b8x!/N(#n)@#@!$'b8+0U1:)4%:'�J * % ×K?GA�A\?B×P×ZËGArÑ'àüÌPÎPT Ú ÌKÓ�Ñ<O�ÙÛUËGÌKADØ¥T

µ
C\OT_Ñ£C\TUÌKÓQT Ú TUÎaÑ£C\O

ð~ú
λ
ÎPT�ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ£×Â?BClÍÏj?BA\Û!ÍPT�ÛUË Ú ×KADTUC\C\OQËGÎ�MaTUADC µ óEGúgÛ�ÕK? Ô ÌPT�RSTUÌPOQÓQÓãT!ÍPT λ OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T�Ñ<A<?BÎPCpMaTUA\C\?BÓãT Ú TUÎaÑ µ Ý

î ÏÐTUÎPC\T Ú ØPÓQT�ÍPTUC�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎKC�TUÎ ×¥ËGC\O�Ñ<OQËGÎ ×PADL_Ñ<TUÎPÍKÌPT�×Â?BA�A\?B×K×¥ËGApÑ�à@ÌPÎKT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛUËGÌKADØZT µ íPæ�LUTTUCpÑ�ËGÌJMâTUArÑ�×ZËGÌPA�Óã?�Ñ<ËG×ZËGÓQËGìGOQT�ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ý ï�ÎüT_ÒZT_Ñ~I�C\ËGOQTUÎHÑ λ ÌPÎKT
Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎüìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT$TUÎ×ZËGCDO�Ñ<OQËGÎü×KADLNÑ<TUÎKÍPÌKT
×Â?BA�A\?B×K×¥ËHArÑ�à
µ
TNÑ
λn
ÌPÎKT$CDÌKO�Ñ<T$ÍKT$Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ¼ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKT$ÛUËGÎaMaTUADìGTb?GÎHÑìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�MâTUADC λ Ý+Þ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô ÌPT λn ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ
ÌPÎ ?BADÛ�ÍPT�ÛbË Ú ×KADTUC\C\OQËGÎ kn MâTUADC µ Ý+Þ O

l(kn)
TUCpÑ:ØZËGADÎKLUTGI Ô ÌKO�ÑDÑ<T
à�TNæJÑ<A\?BOQADTHI kn ÛUËGÎHMaTbADìGT�×¥ËGÌKA�Óã?�Ñ<ËG×¥ËHÓQËGìGOQT�ÍPTy¡7?BÌPC\ÍKËGApÒ�MaTbADC=ÌPÎ�?BADÛ

k ⊂ λ ÝÂþ T_Ñ7?BADÛ k TUCpÑ£ÌPÎ'?BADÛ!ÍPT!ÛUË Ú ×PA\TUC\CDOQËGÎ�MaTUADC µ IPÛUT Ô ÌPOÛbËGÎHÑ<A\TUÍPO�Ñ£Óã?�×KADËG×PA\OQLNÑ<L�ð~ú�ÛUO�Ù|ÍPTUC\C\ÌPC Ý�ê?BA!ÛUËGÎPC\L Ô ÌPTUÎHÑ�I l(kn)
ÎÏÐTUCpÑ=×K?BC!ØZËGADÎKLUT�ó Ô ÌKO�ÑDÑ<T�à$TNæJÑ<A\?BOQA\TGI kn ÛUËGÎHMâTUADìGT�×¥ËHÌPA�Óã?
Ñ<ËG×ZËGÓQËGìGOQT�ÍPT

®



¡7?GÌPC\ÍPËGApÒÄTNÑlC<?:ÓQO Ú O�Ñ<T�ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ£?BÓQËGADC/ÌPÎPT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT k ⊂ α Ô ÌPOZÎ�ÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T�×K?BC µ IÛUTUÛbOÛUËGÎaÑ<ADTUÍKO�Ñ�EGú Ý
Þ ËGO�Ñ S ⊂ ∂M ÌPÎKT�CDÌKADRõ?BÛbT+ÛbË Ú ×K?GÛNÑ<T�ÛUË Ú ×PA\TUC\CDOQØKÓQT�ÍPËGÎaÑêÓQT�Ø¥ËGA\Í=ÎKT�ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑê×Â?BC¸ÍKT Ú LUADOQÍKOQTUÎPCTNÑ
µ ⊂ S

ÌPÎPT�Rõ? Ú OQÓQÓQT:ÍKT Ú LbADOQÍPOQTUÎKC7ÍKOQCÈérËGOQÎHÑ�C Ý Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC M ′ Óã?�MG?BADOQL_Ñ<L:ËGØ�Ñ<TUÎâÌKT:TUÎÄÍKLUÛUËGÌK×K?BÎHÑ MÓQT�ÓQËGÎPì�Í�ÏÐÌPÎKT�Rõ? Ú OQÓQÓQT�ÍKT�ÍPOQC Ô ÌKTUC�TUC\CDTbÎHÑ<OQTUÓQC�ØZËGADÍKLUT�×K?GA µ TNÑ S′ ⊂ ∂M ′
Óã?�C\ÌPADR4?BÛUT�ËGØ�Ñ<TUÎâÌKT�TUÎ

ÍPLbÛUËGÌP×Â?BÎHÑ
S
ÓQT�ÓQËGÎKì�ÍPT

µ
TNÑ�TUÎ�ADTbÛUËGÓQÓã?BÎHÑ�ÓQT�ÓQËGÎKì�ÍPT�Û�ÕÂ? Ô ÌPT�ÛUË Ú ×ZËGC\?GÎHÑ<T�ÍPT�ØZËGADÍ�?BOQÎKC\OJRSËGA Ú LUT�ÌPÎÍPOQC Ô ÌPT£ÍPT ∂M ′ Ô ÌÏÐTUÓQÓQT7Ø¥ËGADÍKT Ýâî ? Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZT µ TUCpÑ�ÌPÎ NH7/N()4¯:CM% .gJ=C #]N9N(#2;3<I%�J�%kCM1:0(#@J$#&%('EN�JF% SC\OÓÈÏÐÌKÎPT!ÍKTUClÍPTUÌ�æ�ÕHÖP×¥Ë�Ñ<ÕKÜUC\TUClCDÌKO�MG?BÎHÑ�TUClTUCpÑ£C<?�Ñ<OQC\Rõ?GO�Ñ<TM�

Ù
M ′
TUCpÑ£ÌPÎKT!Ø¥ËHÌPÓQT!TNÑ

S′ = ∂M ′
ó

Ù
S′
TUCpÑ7OQÎPÛUË Ú ×PADTbCDC\OQØKÓQT!ÍK?BÎKC M ′ ùÈTUÎ�×Â?BArÑ<OQÛbÌPÓQOQTUAUI S′ ÎPT�ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ7×K?BClÍPT�CD×KÕPÜUA\TUC<ú Ý

î ÏÐTNæPOQCrÑ�TUÎPÛUT�TNÑ Ô ÌKTUÓ Ô ÌKTUC!×PA\ËG×PADOQL_Ñ<LUC!ÍKT�ÛUTUC�CpÖ�CpÑ<Ü Ú TUC�?BÍ Ú OQC\C\OQØPÓQTUC!C\ËGÎaÑ=ÍPOQC\ÛUÌJÑ�LUTUC!TUÎ(?BÎPÎKTNæ�T÷ Ý

° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °

± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±

² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ²² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ²² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ²² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ²² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ²² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ²² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ²² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ²² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ²² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ² ²

³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³

Système admissible
S = surface hachurée

� 1n�i� E  è7Î�CpÖ�CpÑ<Ü Ú T�?BÍ Ú OQC\C\OQØPÓQT�ÍPT Ú LUADOQÍKOQTUÎPClÍPT S Ý

��¬n´ µê¶¸É+½V¶N¿Z´�Àa±4ÁPµBÁ ³�´ÀG´�³âµGÁÂÀa±È½�µH±ÈÇ�É�»
Þ ËGO�Ñ Σ ⊂ ∂M

ÌPÎPT�C\ÌPADR4?BÛUT�ÛUË Ú ×K?BÛNÑ<T�OQÎKÛUË Ú ×PADTUC\C\OQØPÓQT�ó�ÌPÎPT�C\ËGÌPCpÙÈMH?BADOQLNÑ�L N ⊂ M Ô ÌPOTUCpÑ!ÕKË Ú LUË Ú ËGAD×KÕPT�à
ÌKÎÄíKØKADL�TUÎ@OQÎHÑ�TUArMG?GÓQÓQTUC�ù4ËGÌ I Ù²íKØKADL~ú£C\ÌPA�ÌPÎPT�C\ÌPA\Rõ?BÛUT�ÛUË Ú ×K?GÛNÑ<T�à
ØZËGADÍ@TUCpÑ%(N9N3%:'�)@#2%3< ÍÂ?BÎPC
(M,Σ)

IPC\O
N
TUCpÑlOãÎPÛUË Ú ×PADTUC\C\OQØPÓãTGI�C\O N ∩ ∂M ⊂ Σ

TUCpÑ£ÓQT
∂I
Ù²íÂØPADL!ÛUËGA\ADTUC\×¥ËHÎPÍK?BÎaÑ

TNÑ�C\O
N
ÎPTl×ZTUÌJÑ�×K?BCp}NÑ<A\TlÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZL/ÍK?GÎPC Σ

×K?GA�ÌKÎPTlÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×KOQT Ô ÌPOPíPæ�TlÓQT ∂I Ù²íÂØPADL N ∩Σ Ý Ê7ËGÌPCÍPOQA\ËGÎPC Ô ÌÏjÌPÎPT:C\ËGÌPCpÙÈMH?BADOQLNÑ�L N ÍPT M Ô ÌKO¸TUCpÑ�ÕPË Ú LUË Ú ËGA\×PÕPT�à�ÌKÎ�Ñ<ËGADT�CDËHÓQOQÍPT D2 × S1 ËGÌ�à�ÌPÎÑ<ËGA\T�LU×Â?BOQC\C\O
S1×S1×I TUCpÑ�TUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓQÓQT ÍK?BÎKC (M,Σ)

C\O
N
TUCpÑ�OQÎKÛUË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQTGI N∩∂M ⊂ Σ

I
N
ÎPT

×ZTUÌJÑg×K?BCh}NÑ�ADT7ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZLUT7ÍK?GÎPC ∂M ×Â?BA�ÌPÎKT£ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×POQT Ô ÌPOÂíPæ�T N ∩ ∂M TNÑgC\O¥ÓQTUC�ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TUCÍPT
N ∩ ∂M C\ËGÎaÑgÍKT7Óã?=RSËHA Ú T I ×S1 ⊂ (∂D2)×S1 ÍK?BÎKC�ÓQT7Ûb?GC�ËGç N ≈ D2×S1 TNÑ/ÍPT�Óã?=RSËHA Ú T

S1 × I × {q} ⊂ S1 × S1 × ∂I ÍK?BÎKClÓQT!Û~?BClËGç N ≈ S1 × S1 × I Ý� Ý �GËGÕK?BÎKÎPC\ËGÎIâô Ý �H?BÛUË�TNÑD� Ý ÷ ÝKÞ ÕK?BÓQTUÎ�ËGÎaÑ/ÍKL_íKÎKOZÌPÎKT�C\ËGÌKCrÙ²MG?BADOQL_Ñ<L�Ûb?BA\?BÛNÑ�LUADOQCpÑ<O Ô ÌPT W A\TUÓã?�Ù
Ñ<O�MaT!à

Σ
ù4ÛbR Ý ñ��GËBò2T_Ñ=ñ��H? Þ òSú Ý�î ËGADC Ô ÌKT M TbCrÑlÌPÎKT£MG?BADOQLNÑ�L�ÕHÖP×¥TUA\Ø¥ËGÓQO Ô ÌPTGIJÛGÏjTUCpÑ/ÌPÎKT�ÌPÎPOãËGÎ$ÍPOQCÈérËHOQÎHÑ<TÍPT�íÂØPADLUC7TUÎÄOQÎHÑ<TUApMG?BÓQÓQTUC7C\ÌPA£ÍKTUC7CDÌKADRõ?BÛUT=ÛUË Ú ×K?GÛNÑ<TUCbIÂÍPT�Ñ<ËGADTUC7C\ËGÓQOQÍPTUC�TNÑ�ÍPT!Ñ<ËHADTUC7LU×K?BOQC\C\OQC7TUC\C\TUÎJÙÑ<OQTbÓQC Ý è£ÎPT�Ñ<TUÓQÓQT�ÌPÎKOQËGÎ�ÍPOQCÈérËGOQÎHÑ�T W ÍPT

I
Ù²íKØKADLUCbIÍPT�Ñ<ËGADTbC!C\ËGÓQOQÍPTbC!T_Ñ=ÍPT�Ñ<ËGA\TUC!Lb×K?BOQC\C\OQC!TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓQC

TUCpÑlÌPÎPT�CDËGÌKCpÙÈMG?BA\OQLNÑ<L�Ûb?BA\?BÛNÑ�LUADOQCpÑ<O Ô ÌPT�ADTUÓã?�Ñ�O�MaT�à Σ
ùÈËGÎ$ÍPOQA<?�?GÌPC\C\OZC\ËGÌPCpÙÈMH?BADOQLNÑ<L�Ûb?BA<?BÛNÑ<LUA\OQCrÑ�O Ô ÌPT�ÍPT

(M,Σ)
ú�C\OTUÓQÓQT=?�ÓQTbClÍPTUÌ�æ�×PADËH×PADOQLNÑ�LUClC\ÌPO�MG?BÎaÑ<TUCk�

 Ñ<ËGÌ�Ñ I Ù�íKØPA\LGI�Ñ<ËGA\T�CDËHÓQOQÍPT=ËGÌ�Ñ<ËGA\T�LU×Â?BOQC\CDO�TUC\CDTbÎHÑ<OQTUÓ�ÍK?BÎKC (M,Σ)
×¥TbÌJÑW}NÑ<ADT�ÕKË Ú ËBÑ<ËG×¥L=ÍK?BÎKC

W
ó

 ?BÌKÛUÌPÎKT!ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�T!ÍPT W ÎPT�×¥TUÌ�ÑD}NÑ<ADT�ÕPË Ú ËBÑ<ËG×¥LbT!ÍÂ?BÎPClÌPÎKT�?BÌJÑ�ADT!ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T!ÍPT W Ý
¦



å Ïj?B×KADÜUC�ñ��GËBò¥TNÑ!ñ��H? Þ ò²IaC\O W TNÑ
W ′
C\ËGÎHÑgÍPTUÌ�æ�Ñ�TUÓQÓQTUC�C\ËGÌKCrÙ²MG?BADOQL_Ñ<LUC�Ûb?BA\?BÛNÑ�LUADOQCpÑ<O Ô ÌKTUC�ADTUÓã?�Ñ<O�MaTUC�à

Σ
I�?BÓQËGADCgOQÓZTNæ�OQCpÑ<T�ÌKÎ
ÍKO�ÒZLUË Ú ËGAD×PÕKOQC Ú T ψ : M →M

OQC\Ë�Ñ�ËG×¥T�à:ÓÈÏÐOQÍKTUÎHÑ<O�Ñ�L7A\TUÓã?�Ñ<O�MâT Ú TUÎaÑlà ∂M −ΣÑ<TUÓ Ô ÌPT ψ(W ) = W ′
T_Ñ Ô ÌKT ψ(W ∩ Σ) = W ′ ∩ Σ ÝÊ7ËGÌPC�?BÓQÓQËGÎPC�ÍK?GÎPCêÓQTbCêÓQOQìGÎKTUC Ô ÌPO�CDÌKO�MaTUÎHÑ+ÌJÑ<OQÓQOQC\TUAêÍKTUC�?BA\ìGÌ Ú TbÎHÑ<CêÍKT�ñÐÿ£ÑH��òP×¥ËGÌKA�ÛUËHÎPCpÑ<ADÌKOQADTgÌPÎPTÑ<TUÓãÓQT7C\ËGÌPCpÙÈMH?BADOQLNÑ<L�Ûb?BA\?BÛNÑ�LUADOQCpÑ<O Ô ÌPT�TUÎ
ÌJÑ�OQÓQOQC<?BÎHÑgÌKÎPT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT7ÕHÖP×¥TUADØZËGÓQO Ô ÌKT7CDÌKA�ÓÈÏÐOQÎHÑ�LUADOQTUÌKA�ÍPT M Ý��ËGÌPA�ÛUTUÓã?�IJÎKËGÌPCg?BÓãÓQËGÎPCgÎPËGÌKC�A\TUCpÑ<ADTUOQÎKÍPADT�?BÌ$Ûb?BCgËGç

Σ
ÎKT�ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ/×K?BC�ÍKT7ÛUËHÌPADØZTUC�×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPTUC�óÍK?GÎPClÛUT!Û~?BClÌPÎKT!C\ËGÌPCpÙÈMG?GADOQLNÑ<L�Ûb?BA\?BÛNÑ�LUADOQCpÑ<O Ô ÌKT!A\TUÓã?�Ñ<O�MaT=à Σ

ÎKT!ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ7×K?GC/ÍKT�Ñ<ËHADTUClLU×K?BOãCDC\OQC Ý
î ?�ÍPOQC\ÛUÌPC\C\OQËGÎ�ÍPT�ñÐÿ7ÑH��ò Ô ÌKT�ÎPËHÌPC�?BÓQÓQËGÎKC!ADTU×KADTUÎPÍKADT�OQÛUO�×¥ËGApÑ<T�TUC\C\TUÎHÑ<OQTbÓQÓQT Ú TUÎaÑ�C\ÌKA�ÓQTUC�?BÍKÕPLNÙADTUÎKÛUTUC�ÍPTUC:ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TUC�ÛUËGÎKÎPTNæPTUC:ÍPT
Óã?'×PA\LUO Ú ?GìGT
ÍPT Σ

ÍÂ?BÎPC
∂M̃ Ý >ÄÌPÎPOQC\C\ËGÎPC M ÍÏÐÌKÎPT Ú LNÙÑ<A\O Ô ÌPT�ÕaÖ�×¥TbADØ¥ËGÓãO Ô ÌPT�ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�íKÎKOQT σ ÍKËGÎHÑ�Ñ<ËHÌJÑ<TUC�ÓQTUC�×¥ËGOQÎaÑ<TUC�C\ËGÎHÑ�ÍKTUC�×¥ËGOQÎaÑ<TUC�ÍPTA\?BÎKì�EJIZÍ�ÏÐÌPÎPT�ADTU×KADLUC\TUÎHÑ�?�Ñ<OQËGÎ

ρ : π1(M) → Isom(H3)
?BC\C\ËâÛUOãLUT�à

σ
TNÑ!ÍÏÐÌPÎ@ÕKË Ú LUË Ú ËGAD×KÕPOQC Ú T

h : M → N(ρ)ep Ý�þ TNÑ$ÕPË Ú LUË Ú ËGAD×PÕKOQC Ú T�ÎKËGÌPC�×ZTUA Ú T_Ñ
ÍPT'ÛUËGÎPC\OQÍPLbADTUA M ÛUË Ú�Ú T�ÌKÎPT�C\ËGÌKCrÙMG?BA\OQLNÑ<L$ÍPT
H3/ρ(π1(M)) Ýêþ ÕK? Ô ÌPT$ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�T
ÍKT ∂χ<0M

TUCpÑ Ú ÌPÎKOQT
ÍKT
Óã? Ú LNÑ�ADO Ô ÌPT$OQÎPÍKÌPO�Ñ<T×K?GA/Óã?�ADTUCpÑ<ADOQÛNÑ�OQËGÎ�ÍKT
h
à
∂M Ý· ���¸�ª�w¹��n���D�"!$#@)

Σ ⊂ ∂χ<0M * '+%�N * 0nf:.FA9%�AU!$CW8x.�A3)4%9GlA9!$'�'+%U\�%HGz#L'+AU!=CD8�0U%(N9N(#2;3<R%HGm'+%�AU!='�)4%('�.='�)8E./N¢JF%DAU! * 03;H%(Nu8E.$0Y.�;U!=<>#@? * %(NUG�C * '�#&%XJF%¢<R.aCM13)@0(#@? * %i#L'�J * #n)4%�8x.$0 h %3) Σ̆ N:!$'M0U%:,$º3)4%:CM%:'�) * '�#L,$%:0HN3%3<�G? * %�<_^ !$'¸AU!$CW8+<I¯:)4%SJF%�<R.Wf:.g»V!$'¼5�.F;:#n) * %3<n<I% %:' * 'ªJ$#]N:? * %lf3%:0HCb1 Σ̆ v .=<R!$0HNUG¢A(5�.g? * %SA9!$CD8E!/N:.='�)4% JF%<R. 8�0U1:#LC�.VT�%MJF%
Σ
JF.$'EN

∂M̃
%HN:) * 'QJ$#]N3? * %MJg!='�)¢<R.af3%:0(CM%3) * 0U%b%(N:)h5x!$CM19!$C�!=0&8�5E%Mt Σ̆

JF%¢f:.g»V!$'
1U? * #L,/.=0H#@.='�)4%VZ½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ËGOãTUÎHÑ Σ̃

ÌPÎKT7ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T7ÍKT7Óã?=×KADLUO Ú ?BìGT7ÍKT Σ
ÍK?BÎPC

∂M̃
TNÑ

Γ
ÓQT�CrÑN?BØPOQÓQOQC<?�Ñ�TUÌPA

ÍPT
Σ̃
ÍK?BÎPC

ρ(π1(M))
ó�ËGÎ�?�?BÓQËGADC

Σ ≈ Σ̃/Γ ÝKþ Ë Ú�Ú T π1(Σ) ≈ Γ
TUCpÑ/íKÎKO Ú TUÎaÑ/TUÎKìGTUÎPÍKADLGI�ÍÏj?B×KADÜUCá/ÕJÌPADCpÑ<ËGÎ�I

Γ
TUCpÑ�ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�íÂÎPOù4ÛbR Ý ñ >@?Bágòõú ÝHÞ O Γ ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ+ÌPÎ�LUÓQL Ú TUÎHÑ+×K?BA\?GØ¥ËGÓQO Ô ÌPTGIH?BÓQËGADCOQÓ�TNæ�OQCpÑ<T�ÌKÎPT�ÛUËGÌKADØZT

c ⊂ Σ Ô ÌKOê×¥TbÌJÑk}NÑ<A\T�ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZLUT�ÍÂ?BÎPC!ÌPÎÄÑ<ËHADT T ÍPT ∂M Ý ÿ�Î�?$ÍKËGÎPÛ�ÌPÎ?BÎKÎPTb?BÌ�C\OQÎPìHÌPÓQOQTUA
a
ADTUÓQOã?GÎHÑ

Σ
à
T
ù4O Ý T Ý Ñ<TUÓ Ô ÌKT ∂a = ∂1a ∪ ∂2a

I
∂1a ⊂ Σ

TNÑ
∂2a ⊂ T ú Ý¥å Ïj?G×PADÜUCñ ô�?Pð_ò²IOQÓ�TNæ�OQCpÑ<T�ÌKÎ(?BÎKÎPTb?BÌ�×KÓQËGÎPìGL�ADTUÓQOã?BÎaÑ

Σ
à
T
IÍPËHÎPÛ

Σ
ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ:ÌPÎPT�ÛUËGÌKADØZT�×K?BA\?GØ¥ËGÓQO Ô ÌPTGIÛUT Ô ÌKOTUCpÑlÛbËGÎHÑ<A<?BOQADT�à�ÎKË�Ñ<ADT!ÕHÖP×¥Ë�Ñ�ÕPÜUC\T!ÍPT!ÍPLU×Â?BArÑ ÝKî T!ìGADËGÌK×¥T Γ
TUCpÑ£ÍPËGÎKÛ�ÛbËGÎHMaTNæPT!ÛUËâÛUË Ú ×K?BÛ_Ñ<T Ý

þ Ë Ú�Ú T Σ
TUCpÑ/OQÎPÛUË Ú ×PADTbCDC\OQØKÓQTGIJÓÈÏÐOQÎPÛbÓQÌPC\OQËGÎ$ÍKT Σ

ÍK?GÎPC
∂M

C\T�ADTUÓQÜNMaT�TUÎ$ÌPÎ$ÕPË Ú LUË Ú ËHAD×PÕKOQC Ú T�ÍPÌADTNM�}NÑ<T Ú TUÎHÑ7ÌPÎPO�MâTUADC\TUÓ Σ̆ ÍPT Σ
C\ÌPA

Σ̃ ÝÂå Ïj?B×PA\ÜUC7ÿ£ÑN?BÓ+ñÐÿ7Ñ~ðGIKÓQT Ú�Ú T�ð Ý ðbF�ò�ùSMaËHOQAl?GÌPC\C\O+ñ ��Ó�òSúNIKÛUË Ú�Ú T
Γ
TUCpÑ�ÛUËGÎaMaTNæ�T:ÛUËâÛbË Ú ×Â?BÛNÑ~I¥ÛUTNÑ�ÕPË Ú LUË Ú ËGAD×PÕKOQC Ú T=CbÏÐLNÑ<TbÎPÍÄTUÎÄÌPÎÄÕPË Ú LbË Ú ËGA\×PÕPOQC Ú T=L Ô ÌPO�MG?BA\Oã?BÎHÑÍPT
Σ̆
ÍK?BÎPC

Σ̃ = Σ̃∪LΓ ÝPþ Ë Ú�Ú T Σ̃∪LΓ ⊂ H(ρ)ep ∪Lρ ≈ M̃
IJËGÎ�?�?BOQÎPC\O Ú ËGÎaÑ<ADL�ÓQT�ÓQT Ú�Ú T Ý

¾y¿ �/���xÀ/Á]�+ÂÃ¹��Ä¹"�S�"!$#&%('�)
Σ ⊂ ∂χ<0M * '+%-N * 0nf:.FAH%wAU!=CD8E.FA3)4%HG�A9!$'�'+%U\�%9Gk#L'+AU!$CW8�0U%(N9NH#2;3<I%HGk'+%AU!='�)4%:'�.='�)�8E./N�JF%bAU! * 03;9%(NX8E.$0Y.�;U!=<>#@? * %(NUG Σ̃ ⊂ ∂M̃ * '+%bAU!$CW8x!$N:.$'�)4%bAU!='�'+%Y\�%MJF% N:. 8�0U1:#LC�.VT�%M%3)

Γ ⊂ ρ(π1(M))
<I%bN:)&.F;:#n<>#]N:.=)4% * 0-JF% Σ̃ v .=<R!$0HNUGp8E! * 06)&! * ) ε > 0

G�#n<p'+^ 7Å.ª? * ^ * 'Æ'�!$Cb;:0U%Wcd'�#�JF%)@0Y.$'EN(<R.g)41HNKJF%B<{^ %:'xN`%:CM;3<I%�<>#LCS#n)4%
LΓ

Jg!$'�)�<I%BJ$#@.$Cb¯3)@0U% 8E! * 0K<�.©J$#]N:)&.$'+A9%-N48�5x1:0(#@? * %BJF% ∂H3 %(N()N * 8�1:0(#2% * 0�t ε Z½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô Ì�ÏÐOQÓHTNæPOQCpÑ<T�ÌKÎPT�OQÎ�íÂÎPO�Ñ<L�ÍKTêÑ<A\?GÎPC\Óã?�Ñ<LUC gn(LΓ)
ÍKT�ÍPOã? Ú ÜNÑ<A\T�CDÌK×¥LbADOQTUÌPAà

ε
óêÓQTbC�TUÎHMaTUÓãËG×P×ZTUC�ÛUËHÎHMaTNæ�TbC�ÍK?BÎKC

H3 ÍKT�ÛbTUC�Ñ<A<?BÎPC\Óã?�Ñ<LbC�OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<TUÎaÑ�ÌKÎ Ú } Ú T�ÛUË Ú ×K?BÛNÑ�ÍPT
H3 Ý ÿ�ÎüTUÎüÍPLUÍKÌPO�Ñ�ÌPÎKT$OQÎ�íKÎKO�Ñ<L$ÍPT�Ñ<A<?BÎPC\Óã?�Ñ<LbC�Í�ÏÐÌPÎüÍPË Ú ?BOQÎPT$RõËGÎPÍK? Ú TUÎHÑN?BÓ�×¥ËGÌKA:ÓÈÏv?BÛNÑ<OQËGÎ¼ÍPT ΓC\ÌPA�ÓÈÏÐTUÎHMâTUÓQËG×P×ZT�ÛUËGÎHMâTNæ�T

H(LΓ) Ô ÌKO�OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ�TUÎHÑ�ÌPÎ Ú } Ú T�ÛUË Ú ×Â?BÛNÑ Ý�þ Ë Ú�Ú T Γ
TUCpÑ�ÛUËGÎHMaT_æ�T

ÛUËâÛbË Ú ×Â?BÛNÑ<TGI¸ÛUT
ÍPË Ú ?BOQÎPT
RSËGÎKÍK? Ú TUÎHÑ�?BÓ�×¥TUÌ�Ñ }NÑ�ADT�Û�ÕKËGOQC\O�ÛUË Ú ×Â?BÛNÑ�ÛUT Ô ÌPO�ÛUËGÎHÑ<A\TUÍPO�Ñ�ÓQT�R4?BO�Ñ Ô ÌPT
ρ(π1(M))

?BìHO�Ñ£×KADËG×PA\T Ú TUÎaÑ£ÍPOQC\ÛUËGÎaÑ<OQÎâÌKT Ú TUÎaÑ£C\ÌPA H3 Ý
¾y¿ �/���xÀ/Á]�+ÂÇ¹"�ÄÈ����"!$#2%:'�)

Σ
%3)

Σ′ ⊂ ∂χ<0M
JF% * \�N * 0Lf3.FA9%(NMJ$#LN]|3!$#L'�)4%(NUG�A9!$CD8E.FA3)4%(NUG�AU!='�'+%Y\�%(NUG#L'+AU!=CD8�0U%(N9N(#2;3<R%(N9G+'+%¢AU!='�)4%('�.='�)g8E./NiJF%¢A9! * 0`;9%(N�8x.=0Y.F;U!=<>#@? * %(N9G Σ̃ ⊂ ∂M̃ É 0U%(N&8�Z Σ̃′ s * '+%XAU!$CW8E!/N:.$'�)4%JF%b<R.S8+0U1:#LC�.`T�%yJ�%

Σ É 0U%(N&8 Σ′
sw%3)

Γ ⊂ ρ(π1(M)) É 0U%(N&8�Z Γ′
sB<I%SN:)&.F;:#n<>#]N:.=)4% * 0bJ�% Σ̃ É 0U%(N&8�Z Σ̃′

s v.=<R!$0HNoNH#
LΓ ∩ LΓ′

'+^ %(N()�8E./Na,V#@JF%HGp#n<�AU!$'�)@#2%:'�)h. * C�!=#L'ENkJ�% * \a8E!$#L'�)nN3Z
Ê



½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ËGOãTUÎHÑ ξ ⊂ LΓ ∩ LΓ′
TNÑ
l+
ÌPÎPT�ÍPT Ú O�Ù�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKT�ÍKT H3 Ô ÌKOgTUCpÑ
?BCpÖ Ú ×�Ñ<Ë�Ñ<Tà

ξ
ó�ÎKË�Ñ<ËGÎKC

o
ÓÈÏÐËGA\OQìGOQÎPT�ÍPT

H3 Ý/þ Ë Ú�Ú T Γ
TUCpÑ�ÛUËGÎaMaTNæ�T�ÛUËâÛUË Ú ×K?BÛ_Ñ~I�OQÓ�TNæPOQCpÑ<T@ÌKÎPT@C\ÌPO�Ñ<T�ÎPËGÎÛUËGÎKCpÑ�?BÎHÑ<T¼ÍÏÐLUÓQL Ú TUÎHÑ�C gn ∈ Γ

TNÑ(ÌPÎPTüÛUËHÎPCpÑ�?BÎHÑ�T
K
Ñ<TUÓQÓQTUC Ô ÌPTGI�×¥ËGÌKA'Ñ<ËGÌ�Ñ�×¥ËHOQÎHÑ x ÍPT l+ I

∃n ?UMaTUÛ d(x, gn(O)) ≤ K Ý ÿ�Î ?�ÍPT Ú } Ú T@ÌKÎPT@ÛUËGÎPCpÑ�?GÎHÑ<T K ′ TNÑ�ÌKÎPT@C\ÌPO�Ñ<T g′n ⊂ Γ′
I�Í�ÏÐËGç

d(gn(O), g′n(O)) ≤ K + K ′ Ý�þ Ë Ú�Ú T ρ TUCpÑ�íÂÍPÜUÓQT$TNÑ�ÍPOQC\ÛUADÜNÑ�T$ÛUTUÛUOgTUÎHÑ<A<?	�ûÎPT Ô ÌPTGI Ô ÌPO�ÑDÑ<T�àÄTNæâÙÑ<A<?BOQADT�ÌPÎKT$C\ËGÌKCrÙ|C\ÌPO�Ñ<TGI ∃g ∈ ρ(π1(M))
Ñ<TUÓQÓQT Ô ÌPT ∀n I g′ng−1

n = g Ýêå T�ÛUTNÑ\Ñ<T�LUìH?BÓQO�Ñ<L�ËGÎ¼ÍPLbÍPÌPO�Ñ
Ô ÌKT g′ng−1

n gn+1g
′−1
n+1 = Id

I¥ÍÏÐËGç
g−1
n gn+1 = g′−1

n g′n+1

ÛUT Ô ÌPO�×ZTUA Ú TNÑ�ÍPT:ÛUËGÎPÛUÓãÌPADT Ô ÌPT LΓ ∩ LΓ′ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ7ÓQTUClÍKTUÌJæ�×ZËGOQÎHÑ�CgíPæ�TUClÍPT
g−1
n gn+1 Ý

Ë �	��Ìd��ÍVÁ]À	ÁL��ÂÆ¹"�i�"!=#2%:'�)
Σ
%3)

Σ′ ⊂ ∂χ<0M
JF% * \�N * 0nf:.FAH%HNWJ$#LN]|3!$#L'�)4%(NW! * A9!$'`f:!$'�J * %(NUGzAU!=CD8E.FA3)4%(NUGAU!='E'+%U\�%(NUGm#L'+A9!$CD8+0U%(N9NH#2;3<I%(NUGm'+%�AU!='�)4%('�.='�)+8x./NkJF%�A9! * 0`;9%(Np8E.$0Y.F;U!g<j#2? * %HN9G Σ̃ ⊂ ∂M̃ É 0U%HN48�Z Σ̃′ s * '+%AU!=CD8E!/N:.$'�)4%MJF%S<�.�8�0U1:#LC�.VT�%�JF%

Σ É 0U%(N&8�Z Σ′
sK%:)

Γ ⊂ ρ(π1(M)) É 0U%(N&8�Z Γ′
s6<I%�N()&.F;:#n<>#]N3.=)4% * 0 J�% Σ̃

É 0U%(N&8uZ Γ′ sgZÎ <R!$0HN
Σ̃ ∩ Σ̃

′ %(N()h! * ;:#2%:'w,V#@J�%9Gh! * ;:#2%:'�1&TF.=<�ty<{^ %:'xN`%:CM;3<I%�<>#LC #n)4% JF% Γ ∩ Γ′
Z

½ .$'EN AH% JF%:0('�#2%:0 AU./N9GpNH#
Γ ∩ Γ′

'+^ %(N()u8x./NSA:7gA3<>#@? * %HGiA�^ %(N()h<I%�T=0Y! * 8�%lf:!$'�JF.$CM%:'�)&.=<�Ju^ * '+%�AU!$CSe8E!/N:.$'�)4%
I
e>ch;:0U19%

Wi
Ju^ * '+%WN:! * NHe�,/.$0H#&13)41kAU.$0Y.FA3)41:0(#]N()@#@? * %kJF% (M,Σ∪Σ′)

%3)�N(#
Γ∩Γ′

%(N()dA:7FA3<j#2? * %HGA�^ %(N() * 'ÏN:! * N(enT=0Y! * 8E%ÅJ�^ #L'�J$#2A9% cm'�#�J * T=0Y! * 8�%�f3!$'�Jg.$Cb%:'�)&.=<DJ�^ * 'Ð)&!$0U%BN:!g<j#2JF% Wk
? * # %(N() * '+%AU!=CD8E!/N:.$'�)4% Ju^ * '+%aN:! * NHe�,/.$0H#&1:)41SAU.$0Y.�A3)41(0(#]N()@#2? * %�JF% (M,Σ ∪ Σ′)

Z
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ËGO�Ñ F = Σ̃∩ Σ̃

′
= LΓ∩LΓ′

óHÛUË Ú�Ú TlÓQTUC�×ZËGOQÎHÑ<C�í�æ�TUC�ÍKT�Ñ�ËGÌJÑ+LbÓQL Ú TUÎaÑ�ÍPT Γ∩Γ′?BÌ�Ñ<ADT Ô ÌPT£ÓÈÏÐOãÍPTUÎHÑ�O�Ñ<L7CDËHÎHÑ�ÛbËGÎHÑ<TUÎJÌPC�ÍÂ?BÎPC F IJ?BÓQËGADC LΓ∩Γ′ ⊂ F Ý Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC C̃ ÓÈÏÐTbÎHMaTUÓQËG×K×¥T7ÛUËGÎaMaTNæ�T7ÍPT
F
ÍK?BÎPC

Σ̃ ⊂ ∂M̃ Ú ÌPÎPOQT�ÍPT!Óã? Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT!OQÎPÍKÌPO�Ñ<T Ý
¾y¿ �/���xÀ/Á]�+ÂÑ¹"�RÒ��aÓa^ #LC�.VTF%D8x.=0

p : Σ̃ → Σ
JF%MA(5�.g? * %oT�1U!VJF1(NH#2? * %SJF% <R.�fH0Y!$'�)@#&¯(0U%�JF% C̃ É ! * JF%<R. T�1U!`J�1(NH#@? * % C̃ NH#

F
AU!='�)@#&%:'�)dN3% * <I%:CM%:'�)lJ�% * \a8E!$#L'�)nN&s-%(N() * '+%�T�1U!VJF1(NH#@? * %kNH#LCD8"<R%SAU!$CW8x.�A3)4%`Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ËGO�Ñ g ⊂ Γ
ó�ÛbË Ú�Ú T g(Σ̃′)

TNÑ
Σ̃′
C\ËGÎHÑ�ÛUËGÎKRSËGÎPÍKÌPTUCêËGÌ�ÍKOQC4épËGOQÎHÑ<TUCbIG?BÓQËGADC

C̃
TNÑ
g(C̃)ÛUËBä�ÎPÛUOQÍKTUÎHÑ�ËGÌÄC\ËGÎHÑ!ÍPOQCÈérËGOQÎHÑ�C Ý2î ?�×KADËBérTUÛ_Ñ<OQËGÎ l = p(l̃)

ÍPT:Û�ÕK? Ô ÌPT:ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�T l̃ ÍPT ∂C̃ TbCrÑ�ÍKËGÎPÛÌPÎKT7ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌKT7CDO Ú ×PÓQT ÝPÞ O l ÎÏÐTUCpÑg×Â?BC�ÛUË Ú ×Â?BÛNÑ<THIaÌKÎPT7OQÎPíKÎPO�Ñ<L7ÍPTlÑ�A\?BÎPC\Óã?�Ñ�LUC�ÍPT l̃ OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<TUÎHÑ/ÌPÎÚ } Ú TlÛUË Ú ×Â?BÛNÑ�ÍPT Σ̃
TNÑ�ÓQTUC+Ø¥ËHÌJÑ<C�ÍPTlC\TUC�Ñ<A\?BÎKCDÓã?�Ñ<LUC�C\ËGÎHÑ�ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKC�ÍÂ?BÎPC�ÍKTUCêÑ<A\?GÎPC\Óã?�Ñ<LUC+ÍPO�ÒZLbADTUÎHÑ�C

ÍPT
LΓ′ Ý ÿ�Î ?�?BÓQËGA\C$ÌPÎPTÄOQÎPíKÎKO�Ñ<LÄÍPT'Ñ<A\?BÎKCDÓû?�Ñ<LUC$ÍKT LΓ′

ÍPËGÎaÑ�ÓQTÄÍKOã? Ú ÜNÑ�ADTÄTUCpÑ Ú OQÎPËHADLGI�ÛUT Ô ÌPOÛUËGÎaÑ<ADTUÍKO�Ñ£ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎÄE Ý E Ý
Þ OêÓQT�Ûb?BADÍKOQÎK?BÓ�ÍPT F TUCpÑ�ÍPTbÌJæ2I2Óã?�×KADËBérTUÛNÑ�OQËGÎ�ÍKT C̃ TUCpÑ=ÌPÎPT�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT�CDO Ú ×PÓQT�ÛUË Ú ×Â?BÛNÑ<T�TNÑ

C̃
TUCpÑ£CpÑ�?BØKOQÓQOQCDL!×Â?BA/ÌPÎ�LbÓQL Ú TbÎHÑ g ⊂ Γ

OQÎKÍPO�M�OQC\OQØKÓQT!ÍK?BÎKC
Γ ÝKÞ O2×ZËGÌPA�Ñ<ËGÌ�Ñ n ∈ Z I gn ÎKT�CpÑ�?BØKOQÓQOQC<?BO�Ñ×K?GC

Σ̃′
I�OQÓ�Ö(?BÌPA<?BO�Ñ:ÌPÎPT�OãÎ�íKÎKO�Ñ<L�ÍKT�Ñ<A<?BÎPC\Óã?�Ñ<LbC�ÍPT

LΓ′
ÛUËGÎHÑ<TbÎK?BÎHÑ

F
IÛbT Ô ÌPO�ÛUËHÎHÑ<ADTbÍPOQA\?BO�Ñ:ÓÈÏj?/��ApÙÚ ?�Ñ<OQËGÎ�E Ý E Ý ÿ�ÎÄTUÎÄÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌÏÐOQÓ¸TNæ�OQCpÑ<T n Ñ�TUÓ Ô ÌPT gn ∈ Γ ∩ Γ′

TNÑ Ô ÌPT gn CpÑ�?BØPOQÓãOQCDT C̃ ′ Ý Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC gÌPÎ�LUÓQL Ú TUÎHÑ:OQÎPÍPO�M�OQC\OQØPÓQT�ÍPT ρ(π1(M))
Ñ<TbÓ Ô ÌPT g = gp

IOãÓ�TNæ�OQCpÑ<T�?BÓQËGADC
q ≤ np

Ñ<TUÓ Ô ÌPT gq TUCpÑ=ÌPÎLUÓQL Ú TUÎHÑ=OQÎPÍPO�M�OQC\OQØPÓQT�ÍKT Γ′ Ô ÌPOêCpÑ�?BØPOQÓQOQC\T C̃ ′ Ý Ê£Ë�Ñ<ËHÎPC c̃∗ ÓÈÏj?�æ�T�ÍKT g TNÑ c∗ ⊂ M
C<?$×KADËBérTbÛNÑ<OQËGÎ�ó2Óã?

ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT C TUCpÑ�ÓQOQØPA\T Ú TUÎaÑ!ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥T�à pc∗ TNÑ C ′ TUCpÑ!ÓãOQØPADT Ú TUÎHÑ�ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥T�à qc∗ Ýî Ïj?/��A Ú ?�ÙÑ<OQËGÎ:C\ÌKO�MG?BÎHÑ�T�MH?lÎKËGÌPC�×¥TUA Ú TNÑDÑ�ADT+ÍKT+ÛUËGÎKÛUÓQÌPA\T Ô ÌPT p = q
TNÑ Ô ÌKT C∪C ′ ØZËGADÍKT+ÌKÎ:?BÎKÎPTb?GÌ=TUC\C\TUÎaÑ<OQTUÓ Ý

� �����E�/������� Þ ËGÌPC�ÓQTbC�ÕHÖ�×ZË�Ñ<ÕKÜUC\T7ÍPT7Óã?:×PA\ËG×¥ËGC\O�Ñ�OQËGÎ�EJIJOQÓ¥TUCpÑ/×¥ËGC\C\OQØPÓQT Ô ÌPT C = C ′ ÝJå ?BÎPC�ÛbT7Ûb?BCbIËGÎ(Û�ÕKËGOQC\O�Ñ:ÌPÎ�MaËGOQC\OQÎK?GìGT�?BÎKÎâÌPÓã?BOQA\T V ⊂ ∂M
ÍPT

C
T_Ñ=ËGÎ ADT Ú ×KÓã?BÛUT C ×Â?BA�ÌPÎPT�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T�ÍPT

∂V TNÑ C ′ ×K?BA�Ó²Ïj?BÌJÑ<A\T�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�T�ÍPT ∂V ù4ÛUË Ú�Ú T M TbCrÑ�ËHADOQTUÎHÑ�?GØPÓQTGI
∂V ?$ÍKTUÌJæ@ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TUCÛUËGÎKÎPTNæPTUC�ú Ý

ðbF



¾y¿ �/���xÀ/Á]�+Â§¹��ÄÔ��D�"!$#2%:'�)
c
%3)
c′ ⊂ ∂M J�% * \kT�19!`JF1(N(#@? * %(NDNH#LCW8+<I%(NaAU!=CD8E.FA3)4%(NoJ$#LN]|3!$#L'�)4%(Na%3) p %3)

q
JF% * \S%:'�)@#2%:09NX)4%3<ÕND? * ^ #n<�%U\=#]N()4% * '+%lT�1U!VJF1(NH#@? * %¢NH#nCD8+<I% c ⊂M )4%:<n<I%D? * % c %(N:)�<j#&;(0U%:Cb%:'�)�5�!$CM!=)&!H8�%t
pc
%3)l? * % c′ %HN:)l<j#2;:0U%:Cb%:'�)d5�!$CM!=)&!H8�% t qc Z Î <R!$0HN p = q

%3)
c ∪ c′ ;9!$0YJF% * 'ª.$'�'+%U. * %(N9N3%:'�)@#2%3<IZ

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ËGOãTUÎHÑ c̃ ⊂ ∂M̃ ÌKÎ�ADTbÓQTNMaL/ÍKT c TNÑ g ∈ ρ(π1(M))
ÌKÎ�ìGLbÎPLUA\?�Ñ<TUÌPA�ÍPÌ�C\ËGÌKCpÙ�ìGADËGÌK×¥T

Ô ÌKO�Óã?BOQC\C\T c̃ OQÎHMG?BA\Oã?BÎHÑ�ó�ÍÏj?B×KADÜUC�ÓQTUC�ÕaÖ�×¥ËBÑ<ÕPÜUC\TUC�ÍPT�ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËHÎIOQÓ�TNæ�OQCpÑ<T�ÍPTUC�A\TUÓQTNMaLUC c̃ ÍKT c T_Ñ
c̃′
ÍPT

c′
OQÎaMG?BADOã?BÎaÑ:×K?GA

gpq Ý�î ?�R4? Ú OQÓQÓQT {c̃, ρn(g)(c̃), . . . , ρn(gp−1)(c̃)} ÍPLbÛUËGÌP×ZT ∂H3 ≈ S2 TbÎ pÛUADËHOQCDC<?BÎaÑ<C
Z1, . . . , Zp Ý�þ Ë Ú�Ú T c′ Î�ÏÐOQÎHÑ<TUA\C\TUÛNÑ<T�×Â?BC c I�×¥ËHÌPA�Ñ<ËGÌ�Ñ i ∈ Z I ρn(gi)(c̃′)

TbCrÑ�ÛUËGÎHÑ<TbÎâÌ
ÍK?GÎPC�ÓÈÏÐÌKÎ¼ÍPTUC

Zj Ý�å T$×KÓQÌPC Zj = ρn(g)(Zj−1)
IêÍPËHÎPÛ�ÓQT�ÎPË Ú ØKADT�ÍPT
Ñ<A\?BÎKC\Óã?�Ñ<LUC�ÍPT c̃′ Ô ÌPOgC\ËGÎHÑÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKC/ÍK?BÎKC

Zj
ÎKT�ÍKLU×¥TUÎKÍ�×K?BC/ÍKT

j ÝÂþ Ë Ú�Ú T q TUCpÑlÓQT!ÎPË Ú ØKADT�ÍKT7Ñ�A\?BÎPC\Óã?�Ñ�LUC/ÍPT c̃′ Ô ÌKO2ËGÎaÑlÓQTbCÚ } Ú TUC=ØZËGÌJÑ�C Ô ÌKT c̃ I�ËGÎ TUÎ ÍPLbÍPÌPO�Ñ Ô ÌKT p ÍPO�MPOQCDT q Ý ï�Î LUÛ�ÕÂ?BÎPìGTb?GÎHÑ�ÓQTUC:AY�GÓQTUC:ÍPT c̃ TNÑ:ÍKT c̃′ I�ËGÎËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ Ô ÌKT q ÍPO�MPOQCDT p Ý ö�OQÎPC\OêËHÎ�? q = p
TNÑ
c
TNÑ
c′
C\ËGÎHÑ=ÍPËGÎKÛ�ÓQOQØKADT Ú TbÎHÑ�ÕKË Ú ËBÑ<ËG×¥TbC Ý�å Ïj?B×PADÜbCñ Þ Õ~ô ò�ÛUTUÛUOTbÎHÑ<A\?BOãÎPT Ô ÌPT c ∪ c′ Ø¥ËHADÍPT!ÌKÎ�?BÎPÎKTb?BÌ�TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓ Ý

Þ OêÓQT�Ûb?BA\ÍPOQÎÂ?BÓêÍPT F TUCpÑ=CrÑ�ADOQÛNÑ<T Ú TUÎHÑ�C\ÌK×¥LUA\OQTUÌPA!à$ÍKTUÌJæ2I2Óã?�CDÌKADRõ?BÛUT C = p(C̃)
TUCpÑ�ÌKÎPT�C\ËGÌPCpÙ

C\ÌPADR4?BÛUT!ÍKT
Σ
Ø¥ËGA\ÍPLUT!×Â?BA/ÍKTUClìGLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUClC\O Ú ×PÓQTUClÛUË Ú ×K?BÛ_Ñ<TUC Ý Ê£ËBÑ<ËGÎPC Γ1 ≈ π1(C)

ÓQT�CpÑ�?BØKOQÓQOQC\?�Ù
Ñ<TUÌKAêÍK?BÎKC

Γ
ÍPT
C̃
ó
Γ1
TbCrÑ�ÓQTgCpÑN?BØPOQÓQOQC<?�Ñ<TbÌPAêÍPT

F
ÍÂ?BÎPC

Γ
ÍPËGÎKÛ

Γ∩Γ′ ⊂ Γ1 ÝHþ Ë Ú�Ú T F ÛbËGÎHÑ<OQTUÎaÑ+?BÌÚ ËHOQÎPC�Ñ�ADËGOQC�×¥ËGOQÎHÑ�C+TNÑ Ô ÌPT Γ1
CpÑ�?BØKOQÓQOQCDT

F ⊂ ∂Σ̃′
I
Γ1
CpÑ�?GØPOQÓQOQC\T7?BÌPC\C\O

Σ̃′
TNÑ

Γ1 ⊂ Γ∩Γ′ Ý ÿ�Î�?=?BOQÎPC\O
Γ1 = Γ ∩ Γ′

T_Ñ7C\O
C̃ ′
TUCpÑ7ÓÈÏÐTbÎHMaTUÓQËG×K×¥T=ÛbËGÎHMaTNæPT=ÍPT

F
ÍK?GÎPC

Σ̃′
I¥?BÓQËGADC

C ′ = p(C̃ ′)
TbCrÑ�ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥T:à

C ÝJþ Ë Ú�Ú T C ⊂ Σ
TUCpÑ�OQÎPÛbË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQTGIaÍ�Ïj?B×PA\ÜUC�ñ ôü?Gß�ò²I C ∪C ′ Ø¥ËHADÍPT£ÌPÎ I Ù²íKØKADLGI C× I IaTUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓÍPT

(M,Σ ∪ Σ′) Ý
Þ O¸ÓQT:Ûb?BADÍKOQÎK?BÓ¸ÍKT F TUCpÑ�LUìH?BÓ�à
ÍPTUÌ�æ2I¥ÎPË�Ñ<ËGÎKC Σ̃1

I
Σ̃2
I ÝQÝQÝ I Σ̃N

ÓãTUC£Ñ<A\?BÎKCDÓã?�Ñ<LUC�ÍPT
Σ̃
TNÑ

Σ̃′
ÍKËGÎHÑ

ÓQTUC�?BÍPÕKLUADTUÎKÛUTUC:OQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<TUÎHÑ
Σ̃
TNæP?BÛNÑ�T Ú TUÎaÑ�TbÎ F ó¸ÛUTUC=Ñ<A\?BÎKCDÓã?�Ñ<LUC:C\ËGÎaÑ�TUÎ�ÎPË Ú ØKADT�íKÎKO+ÍÏv?B×PADLUCÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎÄE Ý E�TNÑ7ÎPËGÌKC£?BÓQÓQËGÎKClC\ÌP×P×ZËGC\TUA Ô ÌPT N ≥ 1 Ý Ê£Ë�Ñ<ËGÎKC c̃j Óã?�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT�ÍPT Σ̃j Ô ÌPOPérËGOQÎHÑ

x̃
à
ỹ
I
c̃∗
Óã?�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT�ÍPT H3 Ô ÌPOérËGOQÎaÑ x̃ à ỹ I c∗ Óã?�×PA\ËBérTUÛNÑ<OQËHÎ(ÍPT c̃∗ ÍK?BÎPC H3/ρ(π1(M))

TNÑ
cj
ÓQTUC=×KADËBérTUÛNÑ�OQËGÎPC=ÍKT

c̃j
CDÌKA

∂N(ρ)
I

1 ≤ i ≤ N Ý�å Ïj?B×KADLUC=ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎüE Ý £ OãÓ�TNæ�OQCpÑ<T p Ñ<TbÓ Ô ÌPTÑ<ËGÌ�Ñ<TUC�ÓQTUC=ÛUËGÌPADØZTUC
cj
C\ËGÎHÑ:ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZTUC=à pc∗ Ý ��ËGÌPA�Û�ÕK? Ô ÌPT�×¥ËGOQÎaÑ z ÍKT cj I�ÛUËGÎPC\OQÍKLUADËGÎPC=ÓQT�C\TUì�ÙÚ TbÎHÑ<C�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ô ÌKOÂérËGOQÎaÑ z Ö C\?
×PADËBépTUÛNÑ<OQËGÎ@ËGArÑ�ÕPËGìGËHÎK?BÓQT�CDÌKA c∗ ó¥Óã?
ADLUÎKOQËGÎÄÍKTUC�ÛUTUC�C\TUì Ú TUÎHÑ�CTUCpÑ�ÌKÎ�?BÎPÎKTb?BÌ

aj Ô ÌKOêTUCpÑ�×PÓQËHÎPìGL�C<?BÌKR+LNMaTbÎHÑ<ÌPTbÓQÓQT Ú TbÎHÑ�TbÎ c∗ Ý �K?GOQCDËHÎPC!ÛUTNÑ\Ñ<T�ÛUËHÎPCpÑ<ADÌKÛNÑ<OQËGÎ�×ZËGÌPAÑ<ËGÌ�Ñ
1 ≤ i ≤ N óPÌKÎ�×ZTNÑ<O�Ñ/MâËGOQC\OQÎK?BìGT�ÍPT ⋃j aj

TUCpÑ£ÌKÎ$Ñ<ËGA\T!C\ËGÓQOQÍPT�TUC\C\TUÎHÑ<OQTbÓÍK?BÎKC
(M,Σ ∪ Σ′) Ýÿ�Î Rõ?BO�Ñ$ÓÈÏÐÌPÎKT�ÍPTUC�ÍPTbÌJæ ÛUËGÎKCrÑ�ADÌPÛ_Ñ<OQËGÎPC�ÛUO�Ù�ÍKTUC\C\ÌPC�×ZËGÌKA�Û�ÕÂ? Ô ÌPT�Ñ<A\?BÎKCDÓû?�Ñ<L�ÍPT Σ̃
TNÑ

Σ̃′
ÍKËGÎHÑ

ÓÈÏj?BÍKÕPLUADTbÎPÛUT�OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T
Σ̃ Ý ÿ�Î@ËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ�?BOQÎKC\O�ÌPÎPT�Rõ? Ú OQÓQÓQT�ÍPT I Ù²íKØKADLUC�TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓQC Wi

ù4A\T Ú ?BA Ô ÌPËGÎKC
Ô ÌKT=ÓÈÏÐLNÑ<ÌKÍPT=ÍKTUC£LbÓQL Ú TUÎaÑ<C7ÍPT=Óã?�RSËGA Ú T g(Σ̃) ∩ Σ̃

×¥TbÌJÑ�×PADËJÍPÌPOãADT=ÍPTUC£íKØKADLUClÑ<ËGADÍKÌPC�ú/TNÑ�ÍKT!Ñ<ËGADTbC
TUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓQC

Wk Ý�þ Ë Ú�Ú T�ÓQTUC�Ñ<A\?BÎKCDÓû?�Ñ<LUC�ÍKT Σ̃
TNÑ

Σ̃′
C\ËGÎHÑ/ÍPOQCÈérËGOQÎaÑ<CbIâÓÈÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<OQËGÎ$ÍKTlÑ<ADËGOãC�LUÓQL Ú TUÎHÑ�C

ÍPOQCpÑ�OQÎPÛNÑ<C�×Â?BA Ú OPÓQTbCêÑ<A\?GÎPC\Óã?�Ñ<LUC+ÍPT Σ̃
TNÑ�ÍKT

Σ̃
′ ÛUËHÎHÑ<OQTUÎaÑ�?GÌ�×PÓQÌPC

2
×ZËGOQÎHÑ�C Ý�× ÌPO�ÑDÑ<T£à!ÓQTUC�Û�ÕÂ?BÎPìGTbA�×K?BAÌPÎKT=ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×POQTGI¥ËGÎÄ×¥TbÌJÑ�ÍPËGÎPÛ:C\ÌP×P×ZËGC\TUA7ÛUTUC I Ù²íKØKADLUC7TNÑ7Ñ<ËHADTUC7TUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓQC�ÍPTUÌJæÄà�ÍPTUÌ�æ�ÍKOQC4épËGOQÎHÑ<CbIÎPËBÑ<ËGÎPC

W
ÓQTUÌPA/A\LUÌPÎKOQËGÎ Ý

ë Ó�ÎKËGÌPC�ADTbCrÑ�T�à Ú ËHÎHÑ<ADTUA Ô ÌKT W TUCpÑ=ÌKÎPT�CDËHÌPCpÙÈMG?GADOQLNÑ<L�Ûb?BA\?BÛ_Ñ<LUADOQCpÑ<O Ô ÌPT�ÍPT (M,Σ ∪ Σ′)
IÛbTUÛUO

ÍPLbÛUËGÌPÓQT=?BC\C\T3�!Rõ?GÛUOQÓQT Ú TbÎHÑ£ÍKT!ÎPËBÑ<ADT!ÛbËGÎPCpÑ<ADÌKÛNÑ<OQËGÎ Ý
Þ ËGO�Ñ V ≈ F × I ÌPÎ I Ù²íÂØPADL�TUC\C\TUÎHÑ<OQTUÓ2ÍK?BÎKC (M,Σ∪Σ′)

ó Ú ËJÍPO�íÂËGÎPC V ×Â?BA�ÌKÎPT�ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×POQT�ÍPTRõ?$ bËGÎ Ô ÌKT:ÓQT:ØZËGADÍÄÍKT:Óã?�C\ÌPA\Rõ?BÛUT V ∩ ∂M C\ËGO�Ñ�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT Ý2Þ ËGO�Ñ Ṽ ≈ F̃ × I ⊂ M̃
ÌPÎ@ADTUÓQTNMaL�ÍPT

V
ó¥Û�ÕK? Ô ÌPT:ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T:ÍKT F̃ × ∂I TbCrÑ�ÛbËGÎHÑ<TUÎJÌPT:ÍK?GÎPC�ÌPÎÄADTUÓQT_MaL:ÍPT Σ

ËGÌ@ÍPT
Σ′
I¥ÎPËBÑ<ËGÎPC

Σ̃1
TNÑ

Σ̃2
ÛUTUC£ADTbÓQTNMaLUCbI

G1
TNÑ
G2 ⊂ ρ(π1(M))

ÓQTUÌKAlCpÑ�?BØKOQÓQOQC<?�Ñ<TUÌKADC£TNÑ
C̃1
TNÑ
C̃2
ÓQTUC7TUÎHMaTUÓãËG×P×ZTUC£ÛUËGÎaMaTNæ�TUC

ÍPT
LG1 ∩ LG2

ÍK?GÎPC
Σ̃1
TNÑ

Σ̃2 Ý¥þ Ë Ú�Ú T=ÓQT=Ø¥ËGADÍ'ÍKT F × ∂I TbCrÑ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTGIÂÓQTUC£ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TUC7ÍPT
F̃ ×∂I C\ËGÎHÑgÓQTUC�TbÎHMaTUÓQËG×K×¥TUC�ÛUËGÎHMâTNæ�TUC�ÍK?BÎPC Σ̃1

TNÑ
Σ̃2
ÍPÌ
CpÑ�?BØKOQÓQOQC<?�Ñ<TUÌKA

ΓF̃ ⊂ ρ(π1(M))
ÍPT
Ṽ
óâTUÎ

×K?GArÑ<OQÛUÌKÓQOQTUA
F̃ ×∂I ⊂ C̃1∪ C̃2 Ý �ê?BA�ÛUËHÎPCpÑ<ADÌKÛNÑ<OQËGÎ C1∪C2

TUCpÑ�OQC\Ë�Ñ�ËG×¥T7?BÌ�ØZËGADÍ�ÍÏjÌPÎPTlÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T
Wi
ÍPT
W
TNÑ�ËGÎ�M�OãTUÎHÑ�ÍKT Ú ËGÎHÑ�ADTUA Ô ÌPT F ×∂I ×¥TUÌ�Ñh}NÑ<ADT£ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥L£ÍÂ?BÎPC�ÓQT£ØZËGADÍ�ÍPT Wi ÝJå Ïj?B×PADÜbCñ��GËBò²IKOQÓCbÏÐTUÎ�CDÌKO�Ñ Ô ÌPT V ×ZTUÌJÑD}NÑ�ADT!OQC\Ë�Ñ<ËG×ZL!ÍÂ?BÎPClÛUT_ÑDÑ<T!ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T Wi

ÍPT
W Ý

ðGð



þ Ë Ú�Ú T Σ∪Σ′
ÎKT£ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ�×Â?BC+ÍKT£ÛUËGÌPA\Ø¥T£×K?GA\?BØZËGÓQO Ô ÌPTHI (M,Σ∪Σ′)

ÎPT£ÛUËHÎHÑ<OQTUÎaÑ�×K?BC�ÍKT/Ñ<ËGADT
LU×Â?BOQC\CDOPTUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓ ÝaÞ ËHO�Ñ T ÌPÎ�Ñ<ËGADT/TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓPÍK?BÎKC (M,Σ∪Σ′)

ó
∂M ∩T TUCpÑ�ÌKÎPT/ADLUÌKÎPOQËGÎ�ÍÏv?BÎPÎPT~?BÌJæËGÌ�ÍPT/ADÌPØÂ?BÎPC�ÍPTl>B�GØKOQÌPC

bi Ô ÌPOPCDËGÎaÑ�OQC\Ë�Ñ<ËH×¥TUC�CDÌKA ∂T ÝGë ÍKTUÎHÑ<O�íÂËGÎPC M ?UMaTUÛ N(ρ)ep
T_Ñ�ÎPËBÑ<ËGÎPC

c∗
ÓQT

ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT£ÍPT N(ρ) Ô ÌKOÂTUCpÑ�ÕKË Ú ËBÑ<ËG×¥T�à�ÌPÎKT£ÓQËGÎPìGO�Ñ<ÌPÍKT£ÍPT T óaÛ�ÕK?BÛbÌPÎ�ÍKTUC bi TUCpÑ�ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥TUC�C\ÌPA
∂N(ρ)

à�ÌKÎPT!ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT ci ÍKT ∂N(ρ)ep Ý Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC ai ÓÈÏj?BÎPÎKTb?BÌ�ËGØJÑ<TbÎâÌ�TUÎ�érËGOQìGÎÂ?BÎHÑ7Û�ÕK? Ô ÌPT!×ZËGOQÎHÑÍPT
ci
à�C<?�×KADËBérTUÛNÑ�OQËGÎ�ËGArÑ<ÕKËGìGËGÎÂ?BÓQT�CDÌKA

c∗ ÝKî T�Ñ�ËGADT T TUCpÑ7ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZT�à ⋃i ai
TNÑ7×Â?BA/ÛbËGÎPCpÑ<ADÌKÛNÑ<OQËGÎ

ÍPTbC�Ñ�ËGADTUClTUC\C\TUÎaÑ<OQTUÓQClÍKT
W
I ⋃

i ai
×¥TbÌJÑD}NÑ<A\T!ÕPË Ú Ë�Ñ<ËH×¥L!ÍÂ?BÎPClÌPÎ$Ñ�TUÓZÑ<ËHADT!TUC\C\TUÎaÑ<OQTUÓ Ý>ÄËGÎHÑ<A\ËGÎPC�TUÎ�íÂÎ Ô ÌÏj?BÌKÛUÌPÎKT:ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T:ÍKT W ÎPT:×¥TbÌJÑo}NÑ<ADT:OãCDË�Ñ�ËG×¥LbT:ÍK?BÎPC�ÌPÎKT�?BÌJÑ<A\T=ÛbË Ú Ù×ZËGC\?GÎHÑ<T�ÍKT

W ÝÞ ËGOQTUÎHÑ W1
TNÑ
W2
ÍPTUÌ�æÄÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�TUC�ÍPT W TNÑ

W̃1
T_Ñ
W̃2 ⊂ M̃

ÍKTUC�ADTUÓQTNMâLUC�ÍPT
W1
TNÑ
W2
ó
∂W̃1 ∩ ∂M̃

TUCpÑ=ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌ(ÍK?BÎPC�ÍPTUC�ADTUÓQTNMaLbC
Σ̃1, . . . , Σ̃p

ù
p = 2

CDO
W1
TbCrÑ=ÌKÎ

I
Ù²íÂØPADL

TUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓûú�ÍPT
Σ
ËGÌ

Σ′
TNÑ
∂W̃2 ∩ ∂M̃

TUCpÑ:ÛUËGÎHÑ�TUÎâÌ(ÍÂ?BÎPC�ÍKTUC�ADTbÓQTNMaLUC
Σ̃p+1, . . . , Σ̃

′
q

ÍKT
Σ
ËGÌ

Σ′ Ý�ê?BAgÛUËGÎKCpÑ<ADÌKÛNÑ<OQËGÎ�ÓÈÏÐÌKÎ�?BÌ Ú ËGOQÎPC/ÍPTUC Σ̃p+1, . . . , Σ̃q
ùÈÛUËGÎPC\OQÍKLUADËGÎKC Ô ÌKT�ÛGÏÐTUCpÑ Σ̃q

ú�ÎÏj?B×P×Â?BArÑ<OãTUÎHÑl×K?GC
à�Óã?'Rõ? Ú OQÓQÓQT Σ̃1, . . . , Σ̃p Ý�Ø ìH?BÓQT Ú TUÎHÑ�×Â?BA=ÛUËGÎKCrÑ�ADÌPÛNÑ�OQËGÎI�OQÓ+T_æ�OQCpÑ<T�ÌKÎ�?BÎPÎKTb?BÌ E ⊂ W2

TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓ
ÍK?GÎPC

(M,Σ∪Σ′)
Ñ�TUÓ Ô ÌÏÐÌKÎ�A\TUÓQTNMaL Ẽ ÍKT E ×¥ËGC\C\ÜUÍPT£ÌPÎKTlÛUË Ú ×ZËGC\?GÎHÑ<T£ÍPT£Ø¥ËGA\Í�ÛUËHÎHÑ<TUÎâÌKT£ÍK?BÎPC Σ̃q Ý

þ Ë Ú�Ú T Σ̃q
ÎÏÐTUCpÑ£×K?BClÌPÎ�LUÓQL Ú TUÎHÑ£ÍPT {Σ̃1, . . . , Σ̃p}

I
Ẽ
ÎKT�×ZTUÌJÑ£×K?BCX}NÑ<ADT!OQC\Ë�Ñ<ËG×ZL�ÍÂ?BÎPC

W̃1
I�ÍKËGÎPÛ

W̃2
ÎPT£×ZTUÌ�Ñ�×K?BCl}_Ñ<ADT7OQCDËBÑ<ËG×¥L7ÍK?BÎKC

W̃1 Ý ï�Î$?B×K×PÓQO Ô ÌÂ?BÎHÑgÛUT£A\?GOQCDËHÎPÎPT Ú TUÎHÑ/à�Ñ�ËGÌPC�ÓQTbC�ADTUÓQTNMaL7ÍKT W1TNÑlÍKT
W2
ËGÎ Ú ËGÎHÑ<A\T Ô ÌPT W2

ÎKT�×¥TUÌ�Ñ/×Â?BC¢}NÑ<ADT�OQC\Ë�Ñ�ËG×¥L�ÍÂ?BÎPC
W1 Ý ÿ�Î�?�?GOQÎPC\O Ú ËHÎHÑ<ADL Ô ÌÏj?BÌKÛUÌPÎPTÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T=ÍPT W ÎPT:×¥TUÌ�Ñ�}NÑ<A\T=OQC\Ë�Ñ<ËG×ZLUT=ÍÂ?BÎPC7ÌPÎKT:?BÌJÑ<A\T=ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T=ÍPT W ÛUT Ô ÌPO�ÛbËGÎPÛUÓQÌ�Ñ�Óã?×PA\TUÌJMaT�ÍPT!Óã?�×PADËH×¥ËGC\O�Ñ<OQËHÎ'E Ý

� �����E�/������� Þ O Σ1 T_Ñ Σ2 C\ËGÎHÑ�OQÎPÛUË Ú ×PADTbCDC\OQØKÓQTUClT_Ñ Ô ÌPT�Ñ�ËGÌJÑ<TbClÓQTbClÛbËGÌPADØZTUC£×K?BA\?GØ¥ËGÓQO Ô ÌPTUC£ÍPT Σ1TNÑ
Σ2 C\ËGÎHÑ�ÍPTUC7ÛbËGÌPADØZTUC c1, ..., cp

ÍKT
∂Σ1 ∪ ∂Σ2 ó¥?BÓãËGADC7TUÎÄÛUËGÎKCDOQÍKLUA\?BÎaÑ�ÌKÎPT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT:ìGLUË Ú L_Ñ<ADO�Ù

Ô ÌKT Ú TUÎaÑlíÂÎPOQT�C\ÌPAlÓÈÏÐOQÎHÑ<LUA\OQTUÌPAlÍPT M I Ô ÌPO�?�ÌKÎPT�×¥ËGOQÎHÑ�T!ÍKT!A<?BÎPì 1
×¥ËGÌKA/Û�ÕÂ? Ô ÌPT cj IKËGÎ�×ZTUÌJÑ£Rõ?GOQADTÓã? Ú } Ú T!ÛUËGÎKCpÑ<ADÌPÛ_Ñ<OQËGÎ(ùÈÛUR Ý ñÐÿ7ÑH��òSú Ý

��¬]Ù µ�É+ÀgÚr´³�»ü»��¼Æ�ÀG´�½B½�ÁK»¼¯+´�À@É�·�» °4´u� ±²·�´2µH±4¶¸· ¾�ÁÂ¶�¹�Á¥½G±ÈÇ�É�»
Ê£ËGÌKCl?BÓQÓQËGÎKCl?GCDC\ËâÛbOQTUAlà�ÌPÎPT!Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT!ÛUËGÎPÎKTNæ�T!ÌPÎKT�C\ÌPA\Rõ?BÛUT Ô Ì�ÏÐTUÓQÓQT!ADT Ú ×PÓQO�ÑTNÑ Ô ÌPT�ÎPËGÌKC�?B×K×¥TUÓQÓãTUADËGÎPC�C\ÌPADRõ?GÛUT�T Ú ØKA\?BC\C\LUT�×K?BA¸ÛUT_ÑDÑ<T�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ Ý�î ÏÐTNæPOQCpÑ<TUÎPÛbT�ÍÏÐÌPÎKT�Ñ<TUÓQÓQT�C\ÌPA\Rõ?BÛUTTUCpÑ7ÌPÎPT!×KADËG×PA\OQLNÑ<L!ÛUËHÎPÎâÌKT!ÍPTbC/Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎPC£ìGLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUC Ý

å ?BÎKC�Ñ<ËGÌJÑ�T'ÛUTNÑ\Ñ<T'C\TUÛNÑ�OQËGÎI λ TUCpÑ�ÌPÎPT'Óû? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT'ÛUËGÎKÎPTNæ�TÄCDÌKA�ÌKÎPT'C\ÌPADR4?BÛUT SÚ ÌKÎPOQT�Í�ÏÐÌPÎKT Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT�ÕaÖ�×¥TbADØ¥ËGÓãO Ô ÌPT�ÍÏj?GOQADT�íÂÎPOQT Ý Ê£ËGÌPC!C\ÌP×K×¥ËGC\ËGÎKC�LUìH?BÓQT Ú TUÎHÑ Ô ÌKT λ ÎÏÐTUCpÑ�×K?GCÌPÎKT!ÛUËGÌKADØ¥T�CDO Ú ×PÓQT Ý
¾y¿ �/���xÀ/Á]�+ÂÛ¹"�ÄÜ�� [(<D%U\=#]N()4% * '+% * '�#@? * %-N * 0Lf3.FA9%¼AU!=CD8E.FA3)4% S̄(λ)

tÆ;U!$0YJ¼T�1U!VJF1(NH#@? * %B)4%3<L<I%w? * %)&! * )4%kN * 0nf:.FA9%SAU!=CD8E.FA3)4% t-;U!$0YJ T�1U!VJF1(NH#2? * % A9!$'�)4%:'�.$'�) λ A9!$'�)@#2%:'�) S̄(λ)
Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ËGO�Ñ F ÌPÎKT7C\ËGÌPCpÙ�C\ÌKADRõ?BÛUT�ÍPT S IâËGÎ�?B×K×¥TUÓãÓQTUA\? C * )2<>#LeYAU! * 03;9%�N31�8E.$0Y.$'�)4% ÍPT F IJÌPÎPTÚ ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZT γ Ñ<TUÓQÓQT Ô ÌPT F − γ ÎÏÐTUCpÑ£×Â?BClÛUËGÎKÎPTNæ�T Ý
Þ ËGO�Ñ S1

ÌPÎPT7C\ÌKADRõ?BÛUT�à=ØZËGADÍ
ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKT7ÛUËHÎHÑ<TUÎÂ?BÎHÑ λ Ý�Þ O S1
ÎKT7ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ/×K?BC�ÍPT Ú ÌPÓ�Ñ�O�Ù�ÛUËGÌKADØ¥TC\LU×K?GA\?BÎHÑ<T�ÍPOQCÈérËGOQÎaÑ<T:ÍKT

λ
I¥×ZËGC\ËGÎPC

S̄(λ) = S1
ó¥C\OQÎKËGÎÄTUÎ@ÍPLUÛbËGÌP×Â?BÎHÑ

S1
CDÌKO�MG?BÎaÑ�ÌPÎKT�Ñ<TUÓQÓãT Ú ÌKÓ�Ñ<O�ÙÛUËGÌKADØ¥THIâËHÎ$ËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ/ÌKÎPT�C\ÌPA\Rõ?BÛUT

S2 ( S1
à:ØZËGADÍ$ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT�ÛUËGÎHÑ�TUÎK?BÎaÑ λ ÝPÞ O S2

ÎPT�ÛbËGÎHÑ<OQTbÎHÑ/×K?GC
ÍPT Ú ÌPÓ�Ñ�O�Ù�ÛUËGÌKADØ¥T�C\LU×K?GA\?BÎHÑ<T�ÍPOQCÈérËGOQÎHÑ�T�ÍKT λ IJËGÎ�×¥ËGC\T S̄(λ) = S2

IJC\OQÎPËGÎ�IJËGÎ$ÛUËHÎPCpÑ<ADÌKO�Ñ
S3
Ñ<TUÓQÓQT Ô ÌPT

λ ⊂ S3 ( S2 ÝZþ Ë Ú�Ú T�ÌKÎPT Ú ÌPÓ�Ñ<O�Ù|ÛUËGÌPA\Ø¥T=ÍPT S IÂÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ�?BÌ'×PÓQÌPC 3g(S)− 3
LbÓQL Ú TUÎaÑ<CbIÂ?B×KADÜUC£ÌKÎÎPË Ú ØPADT7íÂÎPOZÍ�ÏÐO�Ñ<LUA\?�Ñ�OQËGÎPCbIJËGÎ�ËGØJÑ<OãTUÎHÑ/ÌPÎKT�CDÌKADRõ?BÛbT Sj = S̄(λ)

à:ØZËGADÍ$ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPTGIJÛUËHÎHÑ<TUÎÂ?BÎHÑ λ TNÑÎPT�ÛUËGÎHÑ�TUÎK?BÎaÑ£×Â?BClÍPT Ú ÌPÓ�Ñ�O�Ù�ÛUËGÌKADØ¥T�C\LU×K?BA<?BÎHÑ<T�ÍPOQCÈérËGOQÎaÑ<T�ÍPT λ ÝKë ÓÎKËGÌPClADTUCpÑ<T=à Ú ËGÎHÑ�ADTUA Ô ÌPT S̄(λ)?BOQÎKCDOlÍPL_íÂÎPOQT�?�Óã?�×KADËG×PA\OQLNÑ<L�Û�ÕKTUADÛ�ÕKLUTGI�ÛUTUÛUOlTUÎHÑ<A<?	�ûÎPTUA<?�I�TUÎ ËGÌ�Ñ<ADTGI Ô ÌPT S̄(λ)
TbCrÑ
OQÎPÍPLU×ZTUÎKÍK?BÎHÑ�T

ÍPT@Óã?�C\ÌPO�Ñ�TÄíKÎKOQT
S1, S2, ..., Sj

Û�ÕPËGOQC\OQT ÝlÞ ËGO�Ñ F ÌPÎKT@CDÌKADRõ?BÛbT�à�Ø¥ËGADÍ ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT@ÛUËGÎHÑ�TUÎK?BÎaÑ λ Ý
ð~E



¡£Ë Ú Ë�Ñ<ËG×ZËGÎPC F ∩ S̄(λ)
TbÎ'ÌKÎPT:CDÌKADRõ?BÛbT

S′
à�Ø¥ËHADÍ'ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT Ý ÿ�ÎÄ?
?BÓQËGA\C λ ⊂ S′ ⊂ F ∩ S̄(λ) Ý

Þ O S′ ( S̄(λ)
I�?GÓQËGADC

∂S′ ⊂ S̄(λ)
TUCpÑ�ÌKÎPT Ú ÌPÓ�Ñ<O�Ù|ÛUËGÌPADØZT�C\LU×Â?BA\?BÎHÑ�T�ÍPOãC4épËGOQÎHÑ<T�ÍPT λ I�ÛUT Ô ÌKOgTUCpÑO Ú ×¥ËGC\C\OQØPÓQT�×K?BA/ÛbËGÎPCpÑ<ADÌKÛNÑ<OQËGÎ Ý ÿ�Î'?�ÍKËGÎPÛ S̄(λ) = S′ ⊂ F Ý

� �����E�/������� å Ïj?G×PADÜUC:ÛUTNÑDÑ<T�ÍPLUíKÎPO�Ñ�OQËGÎI S̄(λ)
ÍKLU×¥TUÎKÍ(ÍPT�Óã? Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT�ÕHÖP×¥TUA\Ø¥ËGÓQO Ô ÌPT�ìGLbË Ú LNÑ�ADO�Ù

Ô ÌKT Ú TUÎaÑ�íKÎPOQT�ÍKT S Ý�þ TU×ZTUÎPÍÂ?BÎHÑ~IC\OêÓÈÏÐËHÎ�Û�ÕK?GÎPìGT�ÛUT_ÑDÑ<T Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKTGI S̄(λ)
TUCpÑ=C\TUÌPÓQT Ú TUÎHÑ Ú ËâÍPO�íÂLUT×K?GA/ÌPÎKT!OQC\Ë�Ñ<ËG×POãT!ÍKT

S Ý
¾y¿ �/���xÀ/Á]�+ÂÝ¹"�]Þ"�a[(<�'+^ 7B.B? * ^ * '¸'�!$CM;:0U%¢cd'�#¢JF%�T�1U!`J�1(NH#@? * %(Nhf3%:0(CM19%(N�NH#nCD8+<I%(N�JF.$'EN S̄(λ)

? * #N:!='�)hJ$#]NL|3!$#L'�)4%(N�JF%
λ
Z ½ %¢8+< * NUGiA9%(NDT�1U!VJF1(NH#2? * %HNoN:!='�)lJ�% * \6t6JF% * \-J$#]N]|`!$#L'�)4%(N�%3)d'�!='BN31�8E.$0Y.$'�)4%(N3Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z å Ïj?B×PA\ÜUC�Óû?
ÍPL Ú ËGÎPCpÑ<A<?�Ñ<OQËGÎ@ÍKT�ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ�OQËGÎ@×KADLUÛULbÍPTUÎHÑ�TGIÂÑ<ËGÌ�Ñ<T�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT�RSTUArÙÚ LbT!C\O Ú ×KÓQT!ÍPT S̄(λ)
ÍKOQCÈérËGOQÎHÑ<T�ÍPT

λ
TUCpÑ£ÎPËGÎ�CDLb×K?BA\?GÎHÑ<T ÝÊ7ËGÌPC=?BÓQÓQËGÎKC Ú ËGÎHÑ<A\TUA Ô ÌPT�ÍKTUÌJæ�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKTUC!ÍKT S̄(λ)

ÍKOQC4épËGOQÎHÑ<TUC�ÍKT
λ
ÎPT�×ZTUÌJMaTUÎaÑ=×K?BC�CUÏÐOãÎJÙ

Ñ<TUA\C\TUÛNÑ<TUA Ý�þ Ë Ú�Ú T S̄(λ)
ÎPT�×¥TbÌJÑ�ÛbËGÎHÑ<TUÎKOQA�×PÓQÌKC�ÍPT

3g(S̄(λ)) − 3
ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTbC�ÍPOQCÈérËHOQÎHÑ<TUCbI�ÛUTUÛbO×ZTUA Ú T_ÑDÑ<A\?=ÍPT7ÛUËGÎPÛbÓQÌPADT Ý�Þ ËGOQTUÎHÑ α1

TNÑ
α2
ÍKTUÌJæ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTbC�×¥LbADOQËâÍKO Ô ÌPTUC�ÍPT S̄(λ)

ÍPOQCÈérËGOQÎHÑ�TUC�ÍKT
λ ÝÙ Þ O ](α1 ∩ α2) = 1

I¸?BÓQËGA\C
α3 = α1α2α

−1
1 α−1

2

TbCrÑ�ÌPÎPT�ÛUËGÌPA\Ø¥T�C\O Ú ×PÓQT�ÍPOQCÈérËGOQÎaÑ<T�ÍPT α1 Ô ÌPOØZËGADÍPT£ÌPÎ�Ñ�ËGADT£×¥TbADÛUL£ÍPOQCÈérËHOQÎHÑ�ÍPT
λ
TNÑ�ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌ
ÍK?BÎPC

S̄(λ) ÝJþ TUÛUOÂÛUËGÎaÑ<ADTUÍKO�Ñ�Óã? Ú OQÎPO Ú ?GÓQO�Ñ<L£ÍKT S̄(λ) ÝÙ Þ O ](α1 ∩ α2) ≥ 2
I
α2
ÛbËGÎHÑ<OQTUÎaÑ�ÌKÎ�?BADÛ

k
I�Ñ<TUÓ Ô ÌPT k ∩ α1 = ∂k Ý ��?BA:Û�ÕKOQADÌPA\ìGOQT�ÍKT α1

ÓQT
ÓQËGÎKì
ÍKT

k
IZËGÎ@ËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ!ÍPTbÌJæ'ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPTUC α3

TNÑ
α4
ùÈLNMaTUÎHÑ�ÌPTUÓQÓQT Ú TUÎHÑ!ÛbËGÎPRSËGÎKÍPÌKTUC<ú/Ñ<TUÓQÓQTbC Ô ÌKT α1

I
α3
TNÑ
α4
ØZËGADÍKTUÎHÑ7ÌPÎ'×K?BÎHÑN?BÓQËGÎ�ÍKT

S̄(λ)
ÍPOQCÈérËGOQÎaÑ7ÍPT

λ Ý¥þ TbÛUO�ÛUËGÎaÑ<ADTUÍKO�Ñ�à�ÎPËHÌJMaTb?BÌ'Óã? Ú OQÎKO Ú ?BÓQO�Ñ�LÍPT
S̄(λ) Ý
ÿ�Î�?B×K×¥TUÓQÓQTUA<? ;U!$0YJ�%nß�%9A3)@# f J�%

S̄(λ)
TNÑlËGÎ�ÎPËBÑ<TUA\?

∂′S̄(λ)
Óã?�ADLbÌPÎPOQËHÎ�ÍPÌ�ØZËGADÍ
Ñ<ËH×¥ËGÓQËGìHO Ô ÌPT!ÍPT

S̄(λ)
TNÑ�ÍKTlÛUTUC+ÛbËGÌPADØZTUC Ý ÿ�Î�?B×P×ZTUÓQÓQTUA<? N * 0nf:.FA9%S%:Cb;(0Y.$N9N319% 8E.$0W<R.S<�.=C #L'�.=)@#2!$' λ TNÑ�ËGÎ�ÎPËBÑ<TUA\? S(λ)Óã?$C\ÌPADRõ?BÛbT�ËGØJÑ�TUÎâÌPT�TUÎ@TbÎPÓQTNMH?BÎHÑ�à

S̄(λ)
ÌPÎ'MaËHOQCDOQÎÂ?BìGT�?BÎPÎJÌPÓã?BOQADT�ÍKT

∂′S̄(λ) Ý�þ TNÑDÑ�T�ÛUËGÎKCpÑ<ADÌPÛ_Ñ<OQËGÎRSËGÌKADÎPO�Ñ7ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËHÎ�C\ÌKO�MG?BÎHÑ�T��
¾y¿ �/���xÀ/Á]�+Âà¹��Iáu���"!=#n)

c ⊂ S(λ) * '+%�T�1U!`J�1(NH#@? * %kNH#LCW8+<I% v .=<R!$0HN�! * ;:#2%:' c #L'�)4%:09N3%HA:)4% )@0_.='ENH,$%:0HeN:.g<R%:Cb%:'�)
λ
Gh! * ;:#2%:' c ⊂ λ Z

� �����E�/������� ï�Î ÌJÑ<OQÓQOQC<?BÎaÑ�ÓãTUC�?BADìHÌ Ú TbÎHÑ<C�ÍKT�Óã?¼×PA\TUÌJMaT�ÍPÌ ÓQT Ú�Ú T E Ý ® I/ËGÎ ÎPË�Ñ�T Ô ÌKTÄÑ<ËHÌJÑ<TìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTlC\O Ú ×PÓQT Ô ÌPOÂOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T/Ñ<A\?BÎKCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ ∂′S̄(λ)
ËGÌ�ØPOQTbÎ�OQÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T/Ñ<A\?BÎKCrMaTbADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ

λ
IPËGÌ�ØPOQTUÎ�CD×KOQA\?BÓQT�C\ÌPA/ÌKÎ Ú OQÎKO Ú ?BÓ�ÍPT λ Ý

â ã ¨�ädåUæ!¨�äd�Ðç�¤Z¦¢ç�¤2ªU�¸¢+�m� §�ä P(M)
>'ËGÎaÑ<ADËGÎKC7Ñ�ËGÌJÑ�ÍÏv?BØ¥ËGA\Í Ô ÌPTbÓ Ô ÌPTUC!×PA\ËG×PADOQL_Ñ<LUC�MaLUA\O�íKLUTUC!×Â?BA�ÌPÎKT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ Ô ÌPOêC<?�Ñ�OQC\Rõ?BO�ÑÓã?:ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËHÎ

c)
TNÑ/OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T£Ñ<A<?BÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ�Ñ<ËHÌJÑ<TUCgÓQTUC�ÛUËGÌKADØZTUC�×K?BA\?GØ¥ËGÓQO Ô ÌPTUC�ÍKT ∂M ù4ÍKËGÎPÛ�à

RSËGApÑ<OQËGADO�×K?BAlÌPÎPT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ Ô ÌPO2MaLUADO�íÂT!ÓQTUC£ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎKC c) TNÑ b) IPËGÌ b1)
IPËGÌ

b2)
ú Ý

· ���¸�ª�yÈu�n���h�"!=#n)
λ ∈ML(∂M) * '+%D<R.$CS#L'�.=)@#@!$'�T�1U!`J�1(NH#@? * %XCb%(N * 0U19%XN:.=)@#]NLf3.$#]N:.='�)�<R.SAU!$'�J$#@)@#@!$'

c)
G
S ⊂ ∂M * '+% N * 0nf:.FA9%bAU!$CW8x.�A:)4%bAU!=CD8�0U%(N9N(#2;3<R%MJg!$'�)¢<I%M;U!$0YJ-'+^ #L'�)4%:0HN3%9A3)4%W8x./N λ )@0Y.='ENH,$%:09N3.=<I%(eCM%:'�)4Z Î <�!=09N�#@<�%U\=#]N()4% * '�NH7/N()4¯:CM%�.gJ=C #]NHNH#2;3<I%kJF%aCb1(0(#@J$#&%:'xN µ ⊂ S ,$%:0HN�<I%U? * %3< S '+%�AU!$'�)@#2%:'�)+8x.$NJu^ .=0UA�J�% A9!$CD8+0U%(N9NH#@!$'ªJ$#LN]|3!$#L'�)hJ�%

λ
Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z å Ïj?B×PA\ÜUC:Óã?'ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËHÎ c) I�ÛbË Ú�Ú T ∂S ÎÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T
×Â?BC λ I ∂S ÎPT
ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ�×K?BCÍPT Ú LUADOãÍPOQTUÎKC Ý£Þ ËGO�Ñ µ ÌKÎ CpÖ�CpÑ<Ü Ú T�?BÍ Ú OQC\CDOQØKÓQT�ÍKT Ú LbADOQÍPOQTUÎKC�ÍPT S Ý£Þ O S ÛbËGÎHÑ<OQTbÎHÑ�ÌKÎ ?BADÛ�ÍPTÛUË Ú ×PADTbCDC\OQËGÎ k MaTUA\C�ÌKÎ Ú LUADOãÍPOQTUÎ µ0 ⊂ µ
?UMaTUÛ

k
ÍKOQC4épËGOQÎHÑ�ÍKT

λ
I?BÓQËGADCbI2×Â?BA�Û�ÕKOQADÌKADìGOQT�ÓQT�ÓQËGÎKì�ÍPT

ðbß



ÛUTNÑ�?BADÛGIZËGÎÄËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ�ÍKTUÌJæ Ú LUADOQÍKOQTUÎPC µ1
TNÑ
µ2
Ñ<TUÓQC Ô ÌPT:ÓQT:CpÖ�CpÑ�Ü Ú T µ′ ËGØ�Ñ<TUÎâÌ@TUÎÄADT Ú ×PÓã?$ ~?BÎHÑ µ0×K?GA

µ1
ËGÌ

µ2
ù4ÛUËGÎKCDOQÍKLUADËGÎKC Ô ÌKT=ÛHÏÐTUCpÑ µ1

úlTUCpÑ�ÌPÎKT=CpÖPCrÑ�Ü Ú T�?BÍ Ú OQC\C\OQØPÓQT$ù4ÛUR Ý ?G×P×¥TbÎPÍPOQÛbT:÷ Ý ð~ú Ý ÿ�Î?�?BÓQËGADC
i(λ, µ1) + i(λ, µ2) ≤ i(λ, µ0)

ÍPËGÎPÛ
i(λ, µ′) ≤ i(λ, µ) − i(λ, µ2) ≤ i(λ, µ) − 2π Ý ï�ÎO�Ñ<LbA\?BÎHÑgÛUTNÑ\Ñ<T7ËG×¥LUA<?�Ñ<OQËGÎ
ÌKÎ�ÎKË Ú ØKADT£íKÎPO¥ÍPT7RSËGOQCbIâËGÎ
ËGØ�Ñ<OQTUÎHÑgÌPÎ
CpÖPCrÑ�Ü Ú T�?BÍ Ú OQCDC\OQØKÓQT7ÍPT Ú LUA\OQÍPOQTUÎKCMaTUA\ClÓQT Ô ÌKTUÓ S ÎKT!ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ7×K?BClÍ�Ïj?BADÛ!ÍKT!ÛUË Ú ×PADTbCDC\OQËGÎ�ÍPOQCÈérËHOQÎHÑ£ÍKT λ Ý

Þ O α TUCpÑgÌKÎPT7Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎ Ô ÌPO¥ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T7×K?GC�Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ λ IâÎPËGÌKC�MâTUADADËGÎKC�×K?BA�Óã?:C\ÌPO�Ñ<Tù4ÓQT Ú�Ú T7ß Ý ßHú Ô ÌKTlÛbTNÑDÑ<T£×PADËG×KADOQLNÑ<L£×ZTUA Ú T_Ñ�ÍPT£ÍPL_íÂÎPOQA�ÓQTUC�ØZËGÌJÑ<C+ÍPTbC+ADTUÓQTNMâLUC+ÍPTbC+RSTUÌPOQÓQÓãTUC+ÍKT λ Ýâå ?BÎKCÓÈÏÐO Ú�Ú LUÍKOã?�Ñ~IGÎPËGÌKC�?BÓQÓQËGÎKC�ÍKLUÛUADOQA\TgÌKÎPT Ú ?BÎPOQÜbADT/ÍÏÐLNÑ<TbÎPÍPA\TgÛUT/CpÖ�CpÑ<Ü Ú T/?GÍ Ú OQC\C\OQØPÓãTg×ZËGÌPA�ËGØJÑ<TbÎPOQA�ÌPÎPT
Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZT!×K?BAlA\?B×P×ZËGArÑ�à�Óã? Ô ÌKTUÓQÓQT α TUCpÑ£TbÎ�×¥ËHCDO�Ñ�OQËGÎ�×PADLNÑ�TUÎPÍKÌPT Ý
· ���¸�ª�BÈu�Ä¹"�W�"!$#n)

λ * '+%a<R.$C #n'�.=)@#@!$'yT�19!`JF1(N(#@? * %oCM%(N * 0U19%k? * #�N:.=)@#]Nnf:.$#n)d<�.yA9!$'�J$#n)@#@!=' c) %3)z#L'�)4%:0(eN3%9A3)4%k)@0Y.$'ENH,$%:0HN:.=<I%:CM%:'�)m)&! * )4%(N�<I%(NkAU! * 0`;9%(Np8E.$0Y.F;U!g<j#2? * %HNkJF% ∂M %3)
α * '+%a<R.$CS#L'�.=)@#@!='yT�1U!VJF1(NH#@? * %? * #u'+^ #L'�)4%:0HN3%9A3)4%d8x.$N λ )@0Y.$'ENH,$%:0HN:.=<I%:CM%:'�) v .g<�!=09ND#n<+%Y\=#]N:)4% * '+%DC * <�)@#LeYAU! * 0`;9% γ ⊂ S(α)

8E.$0X0Y.(8g8E!$0()
ty<R.g? * %3<n<R% α %(N()i%:'M8E!/NH#n)@#2!$'b8�0U13)4%:'�J * %VZ½ %¢8"< * NUGdN(# S(α)

%(N()¢AU!$CW8�0U%(N9NH#2;3<I% É 0U%(N&8E%HA3)@#L,$%:CM%:'�)iAU!='�)@#2%:'�) * '+%SA9! * 0`;9%¢8E.$0Y.F;9!=<>#@? * %�sVGi.=<R!$0HN
γ
A9!$'�)@#2%:'�) * '§N(7	N()4¯:Cb% µ J�%�Cb1:0H#@J=#2%:'EN�.gJ=C #]NHNH#2;3<I% 8E! * 0 (M,S(α)) É 0U%(N&8�%9A3)@#L,$%:CM%:'�) AU!$'�)@#2%:'�)

* '+%SAU! * 0`;9%i8E.$0Y.�;U!=<>#@? * %�sgZ
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z þ Ë Ú�Ú T λ Î�ÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T�×K?BC α Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ~I λ ∩ S(α) ⊂ α Ý
Þ O S(α)

TUCpÑlOãÎPÛUË Ú ×PADTUC\C\OQØPÓãTGI�ÎKË�Ñ<ËGÎPC γ ⊂ S(α)
ÌPÎKT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZT7Ñ<TbÓQÓQT Ô ÌPT!Û�ÕK? Ô ÌKT�RõTUÌPOQÓQÓQT!ÍKT

α
OQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T�Ñ�A\?BÎPCpMaTbADC<?BÓQT Ú TbÎHÑ!?GÌ Ú ËGOQÎPC�ÌPÎPT�RSTUÌPOQÓQÓãT:ÍKT γ ó¥ÛUË Ú�Ú T S(α)

TbCrÑ!OQÎPÛUË Ú ×PA\TUC\CDOQØKÓQTGI γTUCpÑ:TUÎ�×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ(×PADL_Ñ<TUÎPÍKÌPT�×Â?BA!A<?B×P×ZËGArÑ:à
α Ý�Þ O S(α)

ÛUËHÎHÑ<OQTUÎaÑ=ÌKÎPT�ÛbËGÌPADØZT�×K?GA\?BØ¥ËHÓQO Ô ÌPT c I×Â?BAÕHÖP×¥Ë�Ñ<ÕKÜUC\T
λ
OQÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T

c
Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C<?BÓQT Ú TUÎaÑ�ÍPËGÎKÛ α OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T c Ñ<A\?BÎKCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ�TNÑ�ËGÎ ×ZTUÌJÑÛ�ÕPËHOQCDOãA

γ
ÍPT�Rõ?$ UËGÎ Ô ÌPT c ⊂ γ Ý

Þ O S(α)
TUCpÑ�ÛbË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQTGIUÛbËGÎPC\OQÍPLbADËGÎPC�ÌKÎ!CpÖ�CpÑ<Ü Ú T�ÍPT Ú LUADOQÍKOQTUÎPC µ ?BÍ Ú OQC\C\OQØPÓQT�×ZËGÌPA (M,S(α))RSËGÌKADÎPO�×K?BA!ÓQT�ÓQT Ú�Ú T�ß Ý ð Ý�Þ ËGO�Ñ α1 ÌKÎ Ú OQÎPO Ú ?BÓêÍKT α Ô ÌPO�ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T�×Â?BC µ ó2ÎKË�Ñ<ËGÎKC S′ Óã?�C\ÌPArÙRõ?BÛbT=ËGØ�Ñ<TUÎâÌKT:TUÎÄ?BérËGÌJÑ�?GÎHÑ!à�Óã?�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T:ÍPT S(α) − µ Ô ÌPO�ÛbËGÎHÑ<OQTbÎHÑ α1 ÌKÎ'ÍKOQC Ô ÌPT:ÓQT:ÓQËGÎPì
ÍPTÛ�ÕK? Ô ÌPT=ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T=ÍKT µ Ý Ê£ËBÑ<ËGÎPC δ′ Óû? Ú ÌPÓ�Ñ�O�Ù�ÛUËGÌKADØ¥T=A\LUÌPÎPOãËGÎ'ÍPTUC7RSTUÌKOQÓQÓQTUC7RSTUA Ú LUTUC7ÍPT α ÛUËGÎaÑ<TNÙÎâÌKTUC�ÍÂ?BÎPC
S′
T_Ñ:ÍPTUC=Ø¥ËGA\ÍPC�TUÒZTUÛNÑ<OQRõC�ÍKTUC�C\ÌKADRõ?BÛUTUC=T Ú ØPA\?BC\C\LUTUC=×K?BA�ÓQTUC Ú OãÎPO Ú ?GÌJæ�TNæ�ÛbTU×JÑ<OQËHÎPÎPTbÓQCÍPT

α
ÛUËGÎHÑ<TbÎâÌPC!ÍK?BÎKC

S′ Ý�þ Ë Ú�Ú T δ′ ÎÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T�×K?BC λ Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C<?BÓQT Ú TbÎHÑ~I2Í�Ïj?B×PADÜbC�Óã?$ÛbËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ
c)
I¥C\TUC�RSTUÌKOQÓQÓQTUC�C\ËGÎaÑ�OQÎKÛUË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQTUC Ýþ ÕK? Ô ÌPT�RSTUÌPOQÓQÓãT:ÍKT δ′ ÛUËGADA\TUC\×¥ËGÎKÍÄÍKËGÎPÛ�à
ÌPÎ@LUÓQL Ú TUÎHÑ!ÎPËGÎÎâÌKÓlÍPT

π1(S′)
ÛbT Ô ÌPO£TUÎHÑ<A\?/�ûÎPT Ô ÌPT S′ Î�ÏÐTUCpÑ
×K?BC�ÌPÎKT�CD×KÕPÜUA\T Ý�þ TUÛbOlTUÎHÑ<A<?	�ûÎPT'?BÌKC\CDO£ÓÈÏÐTNæ�OQCpÑ<TUÎKÛUTÍÏÐÌKÎPT Ú ÌPÓ�Ñ<O�Ù|ÛUËGÌPA\Ø¥T ν ⊂ S′ ∩ ∂M Ñ<TbÓQÓQT Ô ÌKT'Û�ÕÂ? Ô ÌPTÄÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ�T'ÍPT δ′ OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ�TÄ?BÌ Ú ËGOQÎKCÌPÎKT�ÛUË Ú ×¥ËHC\?GÎHÑ<T�ÍPT ν ÍPT�Rõ?$ bËGÎ(TUC\CDTbÎHÑ<OQTUÓQÓQT'ùÈÛGÏÐTUCpÑDÙ|à�Ù�ÍPOQADT Ô ÌKT�CDO S̆′ TUCpÑ=ÓQT�ADT_MF}NÑ<T Ú TUÎHÑ:ÌPÎKO�MaTUADC\TUÓÍPT

S′
I2Óã?�×PA\LUO Ú ?BìGT�ÍPT ν CDLb×K?BADT�ÓQTUC!ÍKTUÌJæ@ØZËGÌJÑ<C!ÍKT�Û�ÕK? Ô ÌPT�ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T δ̆′j ÍKT�Óã?�×PADLUO Ú ?BìGT�ÍPT

δ′
ú Ý�Þ O S′ ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ�ÌPÎ ?BADÛ�ÍKT�ÛUË Ú ×KADTUC\C\OQËGÎ¼ÍPOãC4érËHOQÎHÑ�ÍKT λ MaTUADC�ÌKÎPT�ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ�T ν1 ÍPT ν I�×K?BAÛ�ÕPOãADÌPADìHOQT�ÓQT�ÓQËGÎPì$ÍKT�ÛUTNÑ�?BADÛGIZËHÎ@ËGØJÑ<OQTbÎHÑ!ÌPÎ@ÍPOQC Ô ÌKT�TUC\C\TUÎHÑ<OQTUÓ D TNÑ!ÌPÎPT�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT ν1′ Ñ<TUÓQC Ô ÌPT

i(∂ν1′, λ) ≤ i(∂ν1, λ)− i(∂D, λ) ≤ i(∂ν1, λ)− 2π Ý ï�Î'O�Ñ<LbA\?BÎHÑ�ÛUTNÑDÑ<T=ËG×¥LbA\?�Ñ<OQËGÎ'ÌPÎ'ÎPË Ú ØPADT!íÂÎPOÍPT�RSËGOQCbI2ËGÎ�ËGØJÑ�OQTUÎHÑ�ÌPÎKT�ÎKËGÌJMaTUÓQÓQT�Rõ? Ú OQÓQÓQT�ÍPT�ÛUËHÌPADØZTUC ν′ MaTUA\C�Óã? Ô ÌKTUÓQÓQT S ÎPT�ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ�×K?BC!ÍÏj?BADÛbCÍPT£ÛUË Ú ×PADTbCDC\OQËGÎ
ÍPOQCÈérËGOQÎHÑ�ÍKT λ ÝJþ Ë Ú�Ú T£Û�ÕÂ? Ô ÌKT£ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T νj′ ÍKT ν′ TUCpÑ�ËGØ�Ñ<TUÎâÌKT£à�×Â?BArÑ<OQA+Í�ÏÐÌPÎPTÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T νj ÍPT ν ×K?BA+Û�ÕPOQADÌKADìGOQT£ÓQTlÓQËHÎPì=ÍÏj?BADÛbC+ÍPTlÛUË Ú ×PA\TUC\CDOQËHÎI νj′ TbCrÑ�ÓQOQØPADT Ú TUÎaÑ�ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZT£à
νj
CDÌKA

S′
IÂÍPËGÎKÛ�ÛNÕK? Ô ÌKT=ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T=ÍKT δ′ OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T!Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C<?BÓQT Ú TbÎHÑ�ÌPÎKT�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T=ÍPT ν′ Ýï�Î�ËG×ZLUA\?BÎHÑ�?BOãÎPC\OK×¥ËHÌPA�Û�ÕK? Ô ÌPTlÛUË Ú ×¥ËHC\?BÎaÑ<TlÍPT ∂M −µ IHËGÎ�ËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ�ÌKÎPT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛUËHÌPADØZT γ = µ∪ν ′×K?GA/A\?B×K×¥ËGArÑ�à�Óã? Ô ÌPTUÓQÓQT α TUCpÑ£TbÎ�×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ�×PADLNÑ�TUÎPÍKÌPT Ý

� �����E�/������� Þ O M TUCpÑ£ÌKÎ�ØPA\TNÑ9�UTUÓ�TNÑ£C\O
S(α) = ∂M

IÂ?BÓQËGADClÓã?�MG?GADOQLNÑ<L�ËGØJÑ<TbÎâÌPT!TbÎ�ÍPLbÛUËGÌP×Â?BÎHÑ
M
ÓQT!ÓãËGÎPì�ÍKT!ÍPOQC Ô ÌPTUClØZËGADÍPLbC/×K?GA/ÓQTUClÛUË Ú ×¥ËHC\?GÎHÑ<TUClÍKÌ�CpÖ�CpÑ<Ü Ú T�?BÍ Ú OQC\C\OQØPÓQT�ÍPT Ú LbADOQÍPOQTbÎPC µ×PA\ËâÍPÌKO�Ñ£×K?BAlÓQT!ÓQT Ú�Ú T=ß Ý ð!TbCrÑ7ÌPÎKT!Ø¥ËGÌKÓQT Ý �ê?BA/ÛbËGÎPC\L Ô ÌKTUÎHÑ£C\O�ÌPÎ Ú OQÎPO Ú ?BÓ α1 ÍPT α ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T

ðUV



×K?GC
µ
Ñ�A\?BÎPCpMaTbADC<?BÓQT Ú TbÎHÑ~IK?BÓQËGA\C/ÓQTUClÛUË Ú ×ZËGC\?GÎHÑ<TUClÍPT ∂S(α1)

C\ËGÎHÑ7ÍPTUC Ú LUADOQÍKOQTUÎPC Ý ÿ�Î�?�?BÓQËHADClÌPÎPTÛUËGÎaÑ<A\?BÍKOQÛNÑ<OQËGÎ�TUÎHÑ�ADT!ÓQT�Rõ?BO�Ñ Ô ÌPT λ Î�ÏÐOQÎHÑ<TUA\C\TUÛNÑ<T�×K?BC α Ñ<A<?BÎPCpMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ£TNÑ7Óã?�ÛbËGÎPÍPO�Ñ�OQËGÎ c) Ý ÿ�ÎTUÎ�ÍPLbÍPÌPO�Ñ Ô ÌKT α TbCrÑ£TUÎ�×¥ËHCDO�Ñ�OQËGÎ�×PA\LNÑ<TUÎKÍPÌPT!×K?BA/A\?B×K×¥ËGApÑ£à µ ùÈËGÎ�×¥TUÌ�ÑlÍPËHÎPÛ!Û�ÕPËGOãCDOQA γ = µ
ÍK?BÎKC

ÛUT�Ûb?BCpÙ�ÓãàHú Ý
· ���¸�ª��È��ÄÈ����"!$#2%:'�)

λ * '+%w<R.$C #L'�.g)@#@!$'èT�1U!VJF1(NH#@? * %BCb%(N * 0U19%¼? * #oN3.=)@#]NLf:.=#n)�<R.ÆA9!$'�J$#n)@#@!=' c) %3)#L'�)4%:0HN3%9A3)4%�)@0Y.$'ENH,$%:09N3.=<I%:CM%:'�)p)&! * )4%(Na<I%(N�AU! * 03;9%(Nh8x.=0Y.F;U!=<>#@? * %(N�JF% ∂M %3)
l * '�%WT�1U!VJF1(NH#2? * %oN(#LCD8"<R%? * #o'+^ #L'�)4%:0HN3%9A3)4% 8x.$N λ )@0Y.$'ENH,$%:0HN:.=<I%:CM%:'�) v .=<R!$0HNBA(5�.g? * %�0U%3<I%:,$1BJF% l t ∂M̃ .©JF% * \Q;9! * )nNB;:#2%:'JF1@cd'�#]N�%3)lJ=#]N()@#L'+A3)nN�Jg.='EN

∂M̃
Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ËGO�Ñ l̄ ÓÈÏj?BÍKÕPLUA\TUÎPÛUT�ÍPT l ÍK?GÎPC ∂M ó~ÛHÏÐTUCpÑ�ÌKÎPT+Óû? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ:ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ô ÌPOâÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑÌPÎ�ËGÌ�ÍKTUÌJæ Ú OQÎKO Ú ?BÌ�æ Ô ÌPT!ÎPËGÌKC/ÎPË�Ñ�TUADËGÎPC α+
TNÑ
α−
ùÈ?UMaTUÛ�LNMaTUÎHÑ�ÌPTUÓQÓQT Ú TUÎHÑ α+ = α−

ú ÝÂþ Ë Ú�Ú T
l
ÎÏÐOãÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T
×K?BC

λ
Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C<?BÓQT Ú TbÎHÑ~I α+

TNÑ
α−
ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�TUÎHÑ�×K?BC

λ
Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ�ÎPËGÎ×PÓQÌKC Ý ÿ�Î'?�ÍPËGÎKÛ i(∂′S̄(l̄), λ) = 0 = i(∂′S̄(α+), λ) = i(∂′S̄(α−), λ) Ý

Þ O S(l̄)
TbCrÑ�OQÎKÛUË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQT£TNÑ�ÎPT£ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ�×Â?BC+ÍPT£ÛUËGÌKADØ¥TbC+×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPTUCbIaÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ$ß Ý ß�TUCpÑÌPÎKT!ÛUËGÎKCDL Ô ÌPTbÎPÛUT!ÍKÌ�ÓQT Ú�Ú T=E Ý ð Ý

Þ OQÎPËGÎ S(l̄)
ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ:ÌKÎ Ú LUADOQÍKOQTUÎ(ËGÌ(ÌKÎPT�ÛUËGÌPA\Ø¥T�×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPT�TNÑ:ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ CDÌKO�MG?BÎaÑ<T�MG?ÎPËHÌPCl×¥TUA Ú TNÑ\Ñ<ADT!ÍÏÐT_æ�×PÓQËGO�Ñ�TUA/ÓQT�ÓQT Ú�Ú T�ß Ý ð

¾y¿ �/���xÀ/Á]�+ÂÏÈu��Ò��o�"!$#@)
α ⊂ML(∂M) * '+%�<�.=C #L'�.g)@#@!$'�T�1U!VJF1(NH#@? * %�CS#L'�#LCM.=<I%9G l * '+%pf3% * #n<L<I% JF%

α
%:)
µ * '+% T�1U!VJF1(NH#2? * %Wf3%:0HCb19%bNH#nCD8+<I%-? * #o%HN:) * 'ÆCM1:0(#@J$#2%:'§! *¸* '+%�AU! * 0`;9%�8x.=0Y.F;U!=<>#@? * %�%3)d8E.$00Y.H8F8x!$0:)atÅ<R.F? * %:<n<I% α %(N()k%:'w8E!/N(#n)@#@!$'¼8�0U13)4%:'�J * % v .=<R!$0HNy<R%(Nb0U%3<I%:,/1(N6JF% l t ∂M̃ !$'�)aJF% * \¸;U! * )nN;:#2%:'KJ�1ncd'�#]N�Jg.='xN

M̃
Z ½ %d8"< * NUG�N(# µ %(N() * '-CM1:0(#@J$#&%('xGm! * NH# µ∪α %(N()dAU!$'�)4%:' * %oJF.$'EN * '+%WN * 0nf:.FA9%#L'+AU!=CD8�0U%(N9N(#2;3<R%HGh.g<�!=09N�A9%(N�J�% * \-;U! * )nNoN:!$'�)hJ$#]N()@#L'+A3)nN`Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z þ Ë Ú�Ú T α TbCrÑ�TUÎü×¥ËGC\O�Ñ�OQËGÎü×PADL_Ñ<TUÎPÍKÌPT
×K?GA:A\?G×P×¥ËHArÑ�à µ I�?BÓQËHADC l OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ�T µ Ý
Þ ËHO�Ñ l̃ ÌPÎ$ADTUÓQTNMâL�ÍPT l IâOQÓZOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ�T�?BÌ$×KÓQÌPC�ÌKÎPT�RSËGOQCgÛ�ÕK? Ô ÌPT�ADTUÓQTNMaL�ÍPT µ ÝPþ ËGÎKC\OQÍPLUADËHÎPC�ÓÈÏÐTbÎPC\T Ú ØKÓQT
(µ̃i)i∈Z

ÍKTUC¸A\TUÓQTNMaLUC�ÍPT
µ Ô ÌPOâOQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<TUÎaÑ l̃ I�OQÎPÍPT_æ�L�×K?BA¸ÓÈÏÐËGA\ÍPADT�ÓQT�ÓQËGÎKì7ÍPT l̃ Ý Ê£ËBÑ<ËGÎPC µi ÓÈÏj?BÍKÕPLUADTbÎPÛUTÍPT

µ̃i
ÍÂ?BÎPC

∂M̃ ≈ S2 ó�×ZËGÌPA i ×¥ËHCDO�Ñ�OQR�ù4A\TUC\×¥TUÛNÑ�O�MaT Ú TbÎHÑêÎPLbìH?�Ñ<OQR\ú_I�Û�ÕK? Ô ÌPT�ÛbËGÌPADØZT µi TUCpÑêÌKÎPT�ÛUËGÌKADØ¥TÍPT��BËHADÍK?BÎ�TNÑ£ØZËGADÍKT!ÌPÎ�RõTUA Ú L Fi ÍPT ∂M̃ Ñ�TUÓ Ô ÌKT!ÓQTUClRSTbA Ú LbC Fi MaLUADO�íÂTUÎHÑ��Ù�×¥ËGÌKA |i| > |j| TNÑ ij > 0
I
Fi ( Fj

ó
Ù�ÓQT!ÍKOã? Ú Ü_Ñ<ADT!ÍKTUC F|i| IP×¥ËHÌPA/Óã?�ÍPOQCpÑ�?BÎKÛUT!C\×PÕKLUADO Ô ÌKTGIJÑ<TUÎKÍ$MaTUA\C 0

ÓQËHADC Ô ÌPT |i| Ñ<TUÎKÍ$MaTUA\C +∞ óÙ
](Fi ∩ Fj) ≤ 1

×¥ËHÌPA
j < 0 < i Ý��ËGÌPA�Ñ<ËGÌ�Ñ

i ∈ Z IJÓã?�RSTUÌPOQÓQÓQT l̃ ÛUËGÌP×ZT�TNæP?GÛNÑ<T Ú TUÎHÑlÌPÎKT�RSËGOQC ∂Fi I l̃ ?�ÍPËGÎKÛ�ÍPTbÌJæ
ØZËGÌJÑ<CgØKOQTUÎPCgÍKL_íKÎKOQCÍK?GÎPClÓÈÏÐTUÎPC\T Ú ØPÓQT�ÓQO Ú O�Ñ<T Lρ = ∂M̃ − ∂M̃ Ý
Þ O µ Ø¥ËHADÍPT!ÌPÎ Ú LUA\OQÍPOQTUÎ�I Fi ∩ Fj = ∅ ×ZËGÌPA j < 0 < i

IPÍKËGÎPÛ�ÛUTUClÍPTUÌ�æ�Ø¥ËHÌJÑ<ClC\ËGÎHÑ£ÍKOQCpÑ<OQÎPÛ_Ñ<C Ý
þ ËGÎPC\OQÍPLUA\ËGÎPC�TbÎ�íKÎ ÓQT�Ûb?BC�ËGç µ TUCpÑ�ÌKÎPT@ÛbËGÌPADØZT@×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKT@TNÑ�ËGç OQÓ�TNæ�OQCpÑ<T�ÌPÎKT@C\ÌPA\Rõ?BÛUTOQÎPÛbË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQT Σ ⊂ ∂M Ô ÌPO�ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ µ ∪ α ÝlÞ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô Ì�ÏÐOQÓ�TNæ�OQCpÑ<T j < 0 < i

Ñ<TUÓQC Ô ÌPT
Fi ∩ Fj 6= ∅

óZÍÏj?B×KADÜUC�Óã?
ÛbËGÎPCpÑ<ADÌKÛNÑ<OQËGÎ�ÍPTUC
Fj
I2ËGÎ�?�?BÓQËGADC

∂Fj ∩ ∂Fj+1 6= ∅ ÝÞ ËHO�Ñ k̃ ÓQT�C\TUì Ú TUÎHÑÍPT
l̃ Ô ÌPOÂérËGOQÎHÑ µj à µj+1

TNÑ
c
Óã?�ÛUËGÌKADØ¥T=C\O Ú ×PÓQT:ÌPÎPOQËHÎ'ÍPT:Óã?�×KADËBérTUÛNÑ�OQËGÎ k ÍPT k̃ C\ÌKA ∂M TNÑ�Í�ÏÐÌPÎ

C\TUì Ú TUÎHÑlÍPT µ érËGOQìHÎK?BÎHÑlÓQTUC/TNæâÑ<ADL Ú O�Ñ<LbCgÍPT k ÝPî TUCgLUÓQL Ú TUÎHÑ<C/ÍPT ρ(π1(M))
ÛUËGADA\TUC\×¥ËGÎKÍK?BÎHÑ£à

µ
TNÑ£à

c
C\ËGÎaÑlÍKTUC/OQC\Ë Ú LNÑ�ADOQTUCl×K?BA\?GØ¥ËGÓQO Ô ÌPTUC Ô ÌPOZíPæ�TUÎHÑ ∂Fj ∩ ∂Fj+1

T_ÑlÍPËHÎPÛ!ÛUË Ú�Ú ÌJÑ<TUÎaÑ ÝKþ Ë Ú�Ú T Σ
TUCpÑ

OQÎPÛbË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQTGI2ÛUTUÛUOêTUÎHÑ<A<?	�ûÎPT Ô ÌPT π1(S(α))
ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ�ÌPÎ�ìGADËGÌP×ZT�?BØZLUÓQOQTUÎ�ÍPT�A\?BÎPì�EJIZÛUT Ô ÌPOêTUCpÑO Ú ×¥ËGC\C\OQØPÓQT Ý ÿ�Î�TUÎ�ÍKLUÍPÌPO�Ñ Ô ÌPT�×¥ËGÌKA j < 0 < i
I
Fi ∩ Fj = ∅ IPÛbT Ô ÌKO×¥TUA Ú TNÑ7ÍPT!ÛUËGÎKÛUÓQÌPA\T Ý

å LUÍKÌPOQC\ËGÎPC�TUÎ'Ñ<ËGÌ�Ñ�ÍÏj?GØ¥ËGA\Í Ô ÌKT�Ñ<ËGÌJÑ!ADTUÓQTNMâL:Í�ÏÐÌPÎPT�RSTUÌPOQÓQÓãT:ÍPT α+
ù4ËGÌÄÍKT

α−
ú£?
ÍPTUÌ�æ'Ø¥ËGÌ�Ñ<C

ØPOQTbÎPCêÍKL_íKÎKOQCêÍK?BÎKC
∂M̃ ÝHÞ O S(α+)

TUCpÑ�ÛUË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQTgËGÌ�ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ�ÌPÎKT�ÛUËHÌPADØZT�×K?GA\?BØ¥ËHÓQO Ô ÌPTGIBÍ�Ïj?B×PADÜbCÓQT�ÓQT Ú�Ú T�ß Ý EJI S(α+)
ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑlÌPÎ Ú LUA\OQÍPOQTUÎ�ËGÌ�ÌPÎKT�ÛUËGÌKADØZT�×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPT�×K?BAgA\?B×P×ZËGArÑl?GÌ Ô ÌKTUÓ α+

ð £



TUCpÑlTUÎ�×¥ËGC\O�Ñ<OQËGÎ�×PADL_Ñ<TUÎPÍKÌPT ÝPå ?BÎPC/ÓQTUC/ÍPTUÌ�æ$Ûb?BCbI�ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ�ß Ý V�TUÎaÑ<A\?	�ûÎKT Ô ÌPT7Ñ�ËGÌJÑlADTbÓQTNMaL�Í�ÏÐÌPÎPTRSTUÌKOQÓQÓQT�ÍPT
α+
?£ÍPTUÌ�æ�ØZËGÌJÑ<C¸ØPOQTbÎ=ÍKL_íKÎKOQC¸ÍK?BÎPC

∂M̃ Ý~ë ÓaTUÎ:TUCpÑ�ÍKT Ú } Ú T+C\O S(α+)
TbCrÑêOQÎPÛbË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQTÍÏj?G×PADÜUC=ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ�OQËGÎ�E Ý ð Ý ÿ�Î�TbÎ(ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌKT�Ñ�ËGÌJÑ:ADTbÓQTNMaL�ÍKT l ?�ÍPTUÌ�æ�Ø¥ËGÌ�Ñ<C�ØKOQTUÎ(ÍPL_íÂÎPOQC=ÍK?BÎKC

∂M̃ Ý>ÄËGÎHÑ<A\ËGÎPC�TUÎPC\ÌPO�Ñ�T Ô ÌPT�ÛUTbC�ÍPTbÌJæ ØZËGÌJÑ<C�CDËGÎaÑ�ÍPOQCpÑ<OQÎKÛNÑ<C ÝlÞ O S(l̄)
TUCpÑ'ÛUË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQTGIgÎKË�Ñ<ËGÎPC

µ ⊂ S(l̄)
ÌPÎ Ú LbADOQÍPOQTbÎ
MaTbADClÓQT Ô ÌKTUÓ l̄ ÎKT�ÛbËGÎHÑ<OQTbÎHÑ£×K?GC/ÍÏj?GADÛ!ÍPT!ÛUË Ú ×PADTbCDC\OQËGÎ(ùÈÓÈÏÐTNæ�OQCpÑ<TbÎPÛUT!ÍKT µ TUCpÑ?BC\C\ÌPADLbT7×K?BA�ÓQT7ÓQT Ú�Ú T�ß Ý ð�ú�TNÑgC\O S(l̄)

TUCpÑgOQÎPÛbË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQT Ú ?BOQC�ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑgÌPÎKT£ÛbËGÌPADØZT7×K?BA\?GØ¥ËGÓQO Ô ÌPTGIÎPËBÑ<ËGÎPC
µ ⊂ S(l̄)

ÌPÎKT/ÛUËGÌKADØ¥Tl×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPT Ý Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC l̃ TNÑ µ̃ ÍPTUC�ADTbÓQTNMaLUC+ÍPT l TNÑ µ Ô ÌPOKCUÏjOQÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<TUÎHÑ Ý
å Ïj?B×PA\ÜUClÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ�OQËGÎ'ß Ý VPIKÓÈÏj?BÍPÕKLUADTUÎKÛUT!ÍPT µ̃ ÍÂ?BÎPC ∂M̃ C\LU×Â?BADT!ÓQTUC£ÍPTUÌ�æ�Ø¥ËGÌ�Ñ£ÍPT

l̃ Ý
å ?BÎKClÓã?�×PADTUÌ�MaT!ÍKÌ�Ñ<ÕPLUËGA\Ü Ú T�ðGIKÎPËGÌPC£ÎÏÐÌJÑ�OQÓQOQC\TUADËGÎPC£×K?BClÍKOQADTUÛNÑ�T Ú TbÎHÑ£ÓQTbClÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËGÎKC b) TNÑ c) ÝÊ£ËHÌPC!?BÓQÓQËHÎPC Ú ?BOQÎHÑ<TbÎK?BÎHÑ�ÓQTUC!RSËGA Ú ÌPÓQTUA�ÍPO�Ò2LUADT Ú�Ú TUÎaÑ Ý ��ËGÌPA!CDO Ú ×PÓQO�íÂTUA�ÓÈÏÐT_æ�×¥ËHCDL�ÍKT�Óã?$×KADTUÌJMaT�ÍPÌÑ<ÕKLUËGADÜ Ú T�ðGIKÓQTUClÍPL Ú ËGÎKCrÑ�A\?�Ñ<OQËGÎKClÍPTUClADLUC\ÌKÓ�Ñ�?�Ñ<C Ô ÌKOC\ÌPO�MaTbÎHÑ£ËGÎHÑ7LNÑ<L�ADTU×ZËGArÑ<LbTUClTUÎ�?BÎKÎPTNæPT ÝË �	��Ìd��ÍVÁ]À	ÁL��ÂÐÈu�o�"!$#n)

λ * '+% <�.=C #L'�.g)@#@!$'KT�1U!VJF1(NH#@? * %�Cb%(N * 0U19%�,$1:0H# cl.$'�)h<I%HN A9!$'�J$#n)@#@!='EN a)
%3)
c) v.=<R!$0HNk<I%(N�./N9N3%:0:)@#@!$'ENoN * #L,/.='�)4%HNoN:!='�)h19? * #L,/.=<I%:'�)4%HN�qr b) <_^ #L'�)4%:0HN3%9A3)@#@!='ªJ�%HN .gJ/5E1(0U%:'+A9%(N Jg.$'EN B̃ JF%SJF% * \KAU!$CW8x!/N3.$'�)4%(N A9!$'�'+%U\F%(N�J * AU!$CW8+<I1(Cb%:'�e)&.=#L0U%kJ�%

p−1(λ)
Jg.='EN

∂M̃
%(N()zN:!$#n)m,V#@JF%HGzN:!$#@)d<{^ .FJ/5x1:0U%:'+A9%kJ�^ * '+%zf3% * #@<L<I% l̃ ⊂ p−1(λ)

Jg!='�)m<R.
8+0_!_|`%9A3)@#@!$'wN * 0 ∂M %HN:) * '+%pf3% * #n<n<R%df`%(0(Cb19% l vr b1)

Ó�.6<R.$C #L'�.g)@#@!$'�T�1U!VJF1(NH#@? * % λ %(N()h.$'�.$'�' * <R.$#L0U% vr b2) ∃η > 0
)4%:<�? * %HG"8E! * 0�)&! * )h.$'�'+%U. * %(N9N`%:'�)@#2%3< a G i(∂a, λ) ≥ η Z½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Zié ËGOQAlÓQT Ú�Ú TUC þ�Ý ð!TNÑ þ�Ý ß Ý

� �����E�/������� ö�MaTUÛ�ÛUTbClÎKËGÌJMaTbÓQÓQTUC£ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎKCbIKËGÎ�×ZTUÌJÑ7×KÓQÌPC£Rõ?BÛUOQÓQT Ú TUÎHÑ�A\?B×K×PADËJÛ�ÕPTUAlÓQT�Ñ�ÕPLUËGA\Ü Ú Tð�ÍPTUC�A\LUC\ÌPÓ�Ñ�?�Ñ�C�ÍPT�ñ ÷�Ëâÿ7òh�ZC\O
M
TUCpÑ!ÌPÎKT�MG?BA\OQLNÑ<L�à�ØZËGADÍ@OQÎPÛUË Ú ×PADTUC\C\OQØKÓQTGI¥ÓQTUC�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎKC .Hs I b1)ù4TUÎÄÖÄ?BérËGÌJÑ�?GÎHÑ!ÓQTUC�ADÌKØK?BÎKC�ÍPT�>w�GØPOQÌKC�TUC\C\TUÎHÑ<OãTUÓQC�CDO�Óã?�MG?BADOQLNÑ�L�ÎÏÐTUCpÑ!×Â?BC�ËGA\OQTUÎHÑ�?BØKÓQT~ú£TNÑ

b2)
C\ËGÎHÑ

L Ô ÌKO�MG?BÓQTbÎHÑ<TUC£?GÌJæ�ÛUËGÎKÍPO�Ñ�OQËGÎPC�ðGI¥E�TNÑ�EJÏPÍKT�ñ ÷�Ëaÿ7ò�TNÑ£Óã?�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËGÎ A�s TUCpÑlM�OQÍPT Ý
ö�MG?BÎHÑ�ÍKT Ú ËGÎHÑ<A\TUA Ô ÌPT�ÛUTUC!ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎKC�C\ËGÎHÑ�MaLUADOQíKLUTUC!×K?BA�ÌKÎPT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ�ÍKT�×KÓQOQC\C\?BìHTGI2ÎPËGÌKC?BÓQÓQËGÎKC�ÍKËGÎPÎPTbA�ÌKÎPT�ÍKTUADÎPOQÜbADT�×KADËG×KADOQLNÑ<L'ÍPTUC�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎPC
ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC�ÍPT P(M) Ô ÌPO£ÎPËGÌKC�C\TUA\?ÌJÑ�OQÓQT7×Â?BA�Óã?:C\ÌPO�Ñ<T Ý�Þ O λ TUCpÑgÌKÎPT7Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ$ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌKADLUT7T_Ñ l ÌKÎPT7ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT7C\O Ú ×PÓQT�ÎPËGÎRSTUA Ú LUTGIJËGÎ$ÍKL_íKÎKO�ÑgÓQT�ÎPË Ú ØPADT�ÍÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<OQËGÎ i(l, λ)

ÛUË Ú�Ú T�Óã?:ÓQO Ú O�Ñ<T�ÍPTbC�ÎPË Ú ØPADTUCgÍÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<OãËGÎ
i(λ, kn)

ËGç
kn
TbCrÑ+ÌPÎKTgC\ÌPO�Ñ<T/ÍPT/CDTbì Ú TUÎaÑ<C�T Ú ØZË/�QÑ<LUC Ô ÌPOJÑ<TUÎPÍKTUÎHÑêMaTbADC l ÝHþ T/ÎPË Ú ØPA\TgÍÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�OQËGÎ×ZTUÌJÑD}NÑ<A\T!OQÎPíKÎPOT_Ñ£OQÓ�TUCrÑ7OQÎPÍKLU×¥TUÎKÍK?BÎaÑ£ÍPT!Óã?�C\ÌPO�Ñ<T

(kn)
Û�ÕPËGOQC\OQT Ý· ���¸�ª��È��]Ô"�a��#

λ
%(N() * '+% <R.$CS#L'�.=)@#@!='KT�1U!VJF1(NH#@? * %�Cb%(N * 0U19%S? * #dN:.=)@#]NLf3.$#n)i. * \KAU!$'�J=#n)@#@!$'EN b1)

%3)
c)
Gl.g<�!=09N�%3<n<I%�.6<�.a8+0Y!H8�0(#213)41aN * #L,/.$'�)4% qr c1)

)&! * )4%�f3% * #n<L<I%X5�!=C�!	A3<j#n'�#@? * % l ? * #�%(N()mAU!$'�)4%:' * %�JF.$'EN * '+%W<>#LC #@)4%hT�1U!=CM13)@0(#@? * %�JF%aAU! * 0`;9%(NNH#nCD8+<I%(Na,$1:0H# ch%
i(l, λ) > 2π

Z
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Zié ËGOQA£?BÎPÎKTNæ�T þ�Ý
´ê¬|« ê
¶�·�¹�±õµa±4¶¸·+½Ä·�ÁÂ³�»Â½B½�´�±²ÀG»Â½

�¸ËHÌPA Ú ËHÎHÑ<ADTUA Ô ÌPT'ÓQTUC
ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎKC a)
I
b)
I
b1)
I
b2)
TNÑ
c)
C\ËGÎHÑ$ÎPLbÛUTUC\C<?BOQADTUCbI+ÎPËGÌKC
?BÓQÓãËGÎPC

×PA\ËGÌJMaTbA Ô Ì�ÏÐÌPÎKT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ Ú TUC\ÌPADLbT�ÍPT'×PÓQOQC\C<?BìGT�MaLUA\O�íKT'ÓQTUC�ÛUËHÎPÍPO�Ñ�OQËGÎPC a)
I
b1)
TNÑ
c)
I�ÛbT Ô ÌPOÈIÍÏj?G×PADÜUClÓã?�×PA\ËG×¥ËGC\O�Ñ<OQËHÎ�ß�IP×ZTUA Ú TNÑ£ÍKT!ÛUËGÎKÛUÓQÌPADT ÝË �	��Ìd��ÍVÁ]À	ÁL��ÂëÒ��S�"!$#@)

λ
<R.©<R.$C #L'�.g)@#@!$'èTF19!`J�1HN(#@? * %KCb%HN * 0U19%wJ�%S8+<>#]N9N3.`T�%wJu^ * '+%KCM13)@0(#@? * %yT�1U!=eCM13)@0(#@? * %:Cb%('�)�cd'�#2%�'�!$'bf * A(5gN(#2%:'�'�% σ N * 0S<_^ #L'�)41:0(#2% * 0�J�^ * '+%�,/.$0H#&13)41 5F7H8�%(0`;U!g<j#@? * %yA9!$CD8E.FA3)4%bJF%J$#LCb%:'ENH#@!$'ÅO v .=<R!$0HN λ ,$1:0H# cl%�<I%(N�A9!$'�J$#n)@#@!='ENoN * #L,/.$'�)4%(N�q

ð «



r .(sb)&! * )4%df`% * #n<L<I%df3%:0(CM19% JF% λ . * 'b8E!$#@J/Nk#L'`f31:0H#&% * 0�! * 1&TF.=<ut π vr b1)
Ó�.6<R.$C #L'�.g)@#@!$'�T�1U!VJF1(NH#@? * % λ %(N()h.$'�.$'�' * <R.$#L0U% vr A�s i(λ, ∂D) > 2π

8E! * 0�)&! * )hJ$#]N:? * %S%(N9N3%:'�)@#2%3< D Z
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z î ?�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OãËGÎ .(s M�OQTUÎaÑ£ÍPT�Óã?�ÍKL_íKÎKO�Ñ<OQËGÎ�ÍPT!Óã? Ú TUC\ÌPA\T!ÍPT�×PÓQOQC\C<?BìGT Ý
þ Ë Ú�Ú T'ÍK?BÎKCÄñ ÷�Ëaÿ�ò²I�Óã?�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ A�s MPOQTUÎHÑ
ÍKT�Óã?(RSËGA Ú ÌKÓQT�ÍPTw~!?GÌPC\CpÙ|÷�ËGÎPÎKTNÑ
?G×P×PÓQO Ô ÌPLUT'àÌPÎ ÍPOQC Ô ÌKT�TUC\CDTUÎaÑ<OQTUÓlC\O Ú ×KÓQOQÛUOã?BÓ Ý�Þ ËGOQTUÎHÑ ρ : π1(M) → Isom(H3)

ÌKÎPT�A\TU×PADLUC\TUÎaÑ�?�Ñ<OQËHÎ ?GCDC\ËâÛbOQLUT
à
σ
TNÑ
H(ρ)

ÓÈÏÐTbÎHMaTUÓQËG×K×¥TÄÛUËGÎHMâTNæ�TÄÍK?BÎKC
H3 ÍKT'ÓÈÏÐTUÎKCDT Ú ØPÓQTÄÓQO Ú O�Ñ�T Lρ ÝgÞ ËGO�Ñ (Hj)

ÌPÎKT'Rõ? Ú OQÓQÓQTíKÎKOQT:ÍKT:ÍKT Ú O�Ù|TUC\×K?BÛUTbC�ÛUËGÎHÑ<TbÎK?BÎHÑ ∂H(ρ)
Ñ<TUÓQÓQT Ô ÌPT:Óû?�RõADËGÎHÑ<OQÜbADT:ÍKT:Û�ÕÂ?BÛUÌKÎÄÍPTbC Hj ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ!C\ËGO�ÑÌPÎKT�ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÍKT ∂H(ρ)− p−1(λ)

I�CDËGO�ÑlÌPÎ�ADTUÓQT_MaL�ÍÏjÌPÎPT�RSTUÌKOQÓQÓQT�ÎPËHÎJÙ�OQC\ËGÓQLUT�ÍKT
λ Ý Ê£Ë�Ñ<ËGÎKC C ÓQTÛUËGÎaMaTNæ�T ⋂

j H
j I ∂C TUCpÑ�?B×K×¥TbÓQL�ÌPÎ )&!=#n)�8x!g<j7/5x1UJ=0Y.=< ÍPT ∂H(ρ) Ý�å Ïj?B×KADÜUC/ñ ï�×K>'ò²I ∂H(ρ)

TUCpÑêÓã?7ÓQO Ú O�Ñ<TÍÏÐÌKÎPT7C\ÌPO�Ñ<T
(∂Cn)

ÍKT/Ñ�ËGO�Ñ<C�×ZËGÓ�Ö�ÕKLUÍPA\?GÌJæ2IJ?BÌ
C\TUÎPC�ËGç�Ñ�ËGÌJÑgÛUË Ú ×Â?BÛNÑgÍPT ∂H(ρ)
TUCpÑ�Óã?:ÓQO Ú O�Ñ<T7×ZËGÌPAÓã?�Ñ<ËG×ZËGÓQËGìGOQT�ÍPTS¡7?BÌKC\ÍPËGApÒ ÍÏÐÌKÎPT:C\ÌKO�Ñ<T:ÍKT:ÛUË Ú ×K?BÛ_Ñ<C�ÍPT ∂Cn ÝÞ ËGO�Ñ D ⊂ M
ÌPÎ@ÍPOQC Ô ÌKT:TUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓTNÑ

∂D
ÓQT Ú LUA\OQÍPOQTUÎ Ô ÌPO�ÓãT�ØZËGADÍPT�ó�ÎPË�Ñ�ËGÎPC D̃ ⊂ M̃

ÌPÎ(A\TUÓQTNMaL�ÍPT
D Ý¸þ Ë Ú�Ú T M̃ ≈ H(ρ)ep

I�ËGÎ
×ZTUÌJÑ�ÛUËGÎKCDOãÍPLUADTbA Ô ÌKT D̃ ⊂ H(ρ)

ù4C\O
∂D
OQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<TlÌKÎPTlRSTUÌKOQÓQÓQTlÍKTl×¥ËHOQÍPC

π
ÍPT
λ
I
D̃ ⊂ H(ρ)

TUCpÑ�ÌKÎ
ÍPOQC Ô ÌPT�OãÍPLb?BÓÈIÛGÏjTUCpÑDÙ|à�Ù�ÍKOQADT Ô Ì�ÏÐOQÓ�?�ÌPÎPT�×¥ËGOãÎHÑ<T�ÛUËGADA\TUC\×¥ËGÎKÍK?BÎHÑ:à�ÛUT�×¥ËHOQÎHÑ=ÍÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<OQËHÎÂú Ý�Þ ËGOQTUÎHÑ
V ⊂ H3 ÌPÎÄMaËGOQC\OQÎÂ?BìGT�ÍPT ∂D̃ T_Ñ (∂Cn)

ÌPÎPT�C\ÌPO�Ñ<T�ÍPT=Ñ�ËGO�Ñ<C�×ZËGÓ�Ö�ÕKLUÍPA<?BÌJæ@ÍPT
H(ρ) Ô ÌPO�ÛUËHÎHMaTUADìHTMaTUA\C

H(ρ)
TNÑ�Ñ<TUÓQC Ô ÌPT V ÎKT£ÛUËHÎHÑ<OQTUÎaÑg?GÌPÛUÌPÎ
ÍKTUC�C\Ë Ú�Ú TNÑ<C�ÍKTUC ∂Cn ÝJÞ ËGO�Ñ c̃n ⊂ ∂Cn ∩V ÌKÎPT7CDÌKO�Ñ<TÍPTlÛUËHÌPADØZTUC�C\O Ú ×KÓQTUC Ô ÌPOKÛUËGÎHMâTUADìGTgMaTbADC ∂D̃ ×ZËGÌPA�Óã?�Ñ<ËG×ZËGÓQËGìGOQT£ÍPTD¡7?BÌKCDÍKËGApÒ Ý ¡£Ë Ú Ë�Ñ<ËG×ZËGÎPC+Û�ÕK? Ô ÌPTÛUËGÌKADØ¥T

c̃n
ÍK?BÎKC

∂Cn
ÍPTgRõ?$ UËGÎ Ô ÌÏÐTbÓQÓQT Ú OQÎPO Ú OãCDTgÓã?7ÓQËGÎKìGÌPTUÌKA�ÍK?GÎPCêC\?�ÛUÓã?BC\C\T�ÍÏÐÕKË Ú ËBÑ<ËG×POQT ÝGþ Ë Ú�Ú T

∂D̃
TUCpÑ=ÌPÎKT�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT�ÍPT H(ρ)

I2Óã?�C\ÌKO�Ñ<T�ÍPT�ÛUËGÌKADØ¥TbC!C\O Ú ×KÓQTUC�?BOQÎKC\O�ËGØJÑ<TbÎâÌPTUC�ùSÑ<ËGÌGérËGÌPA\C!ÎPË�Ñ�LUT
(cn)
ú£ÛbËGÎHMaTUA\ìGT=MaTUADC

∂D̃ Ý ��ËGÌKA n ?BC\C\T3��ìGA\?BÎKÍI c̃n TbCrÑ�ÍPËGÎPÛ�ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKT�ÍK?BÎKC V TNÑ!TUÎ@×K?BApÑ<OQÛUÌKÓQOQTUAUI
cn
TUCpÑ�ÍKOQC4épËGOQÎHÑ<T:ÍPTbC£C\Ë Ú�Ú TNÑ�C7ÍPT ∂Cn ÝZþ TNÑDÑ<T:ÛUËGÌPA\Ø¥T c̃n OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T:ÌPÎÄÛUTUArÑ�?GOQÎ'ÎKË Ú ØPA\T=Í�Ïj?BAY}NÑ<TbCÍPT
Cn
ù4ÛUË Ú ×JÑ<LUTbC�?UMaTUÛ Ú ÌKÓ�Ñ<OQ×KÓQOQÛUO�Ñ<L~ú_IaÎKË�Ñ<ËGÎKC θn Óã?=CDË Ú�Ú T7ÍPTbC�?BÎPìGÓQTbC�ÍPOQÜbÍPADTUC�T_æâÑ<TUA\ÎPTUC�ÍKT Cn TUÎÛ�ÕK?GÛUÌPÎKT�ÍPT�ÛbTUC�?BAY}NÑ�TUC ÝGå Ïj?B×PADÜbClñ ï�×K>�ò²IBÓã?7C\ÌPO�Ñ�T (θn)

ÛUËGÎHMaTUA\ìGT+MâTUADC
i(∂D, λ) ÝGÞ ËGO�Ñ x̃n ÌPÎ�×¥ËGOQÎaÑ�ÍPT

c̃n
ÛUËGÎHÑ<TbÎâÌ�ÍÂ?BÎPClÌPÎKT�?BADAY}NÑ�T!ÍPT

∂Cn
óPÛUËGÎKCDOQÍKLUADËGÎKCbIPÛUË Ú�Ú T!ÍK?GÎPC:ñ ÷�Ëaÿ7ò²IKÓQT!Û3�GÎKT!ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT D̃nC\ÌPA

c̃n
OQC\C\Ì�ÍKT

x̃n ÝZþ T=Û3�GÎKT D̃n
TUCpÑ7ÌKÎ'ÍPOQC Ô ÌPT=C\O Ú ×KÓQOQÛUOã?BÓ�ù4ÍKËGÎHÑ�ÎPËGÌKC£ÎPË�Ñ<TbADËGÎPC7ÓÈÏj?BOQADT An úgØZËGADÍPL×K?GA

c̃n Ý ï�Î'?B×P×PÓQO Ô ÌK?BÎaÑ£Óã?�RSËGA Ú ÌPÓQT�ÍPT�~!?BÌPC\CpÙ|÷�ËGÎPÎKTNÑ7à�Û�ÕK?GÛUÌPÎ�ÍPTUCgÑ<A\Oã?BÎPìGÓQTbClìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC Ô ÌKOÓQTÛUË Ú ×¥ËGC\TUÎaÑ~I2ËGÎ�ËGØJÑ�OQTUÎHÑ θn ≥ 2π + An Ý�× ÌKO�ÑDÑ<T�à�TNæâÑ�A\?BOQADTHI2ËGÎ�×¥TbÌJÑ�C\ÌP×K×¥ËGC\TUA Ô ÌPT x̃n ÛUËGÎHMaTbADìGTMaTUA\C�ÌKÎ�×ZËGOQÎHÑ
x̃ ⊂ ∂D̃ Ý�Þ ËHOQTUÎHÑ Σ̃

ÌPÎPT7ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T7ÛUËGÎKÎPTNæ�T7ÍKT ∂H(ρ)− p−1(λ)
Ñ�TUÓQÓQT Ô ÌKT x̃ 6∈ Σ̃

I
Ô ÌKT Σ̃ ∩ ∂D̃ 6= ∅ T_Ñ Ô ÌKT$×ZËGÌPA n ?BC\C\T3��ìGA\?BÎKÍ Σ̃ ⊂ ∂Cn

TNÑ
ỹ
T_Ñ
ỹ′
ÍPTUÌ�æ�×ZËGOQÎHÑ<C�ÍPOQCpÑ<OQÎPÛ_Ñ<C�ÍPT

Σ̃ ∩ ∂D̃ ó¥ÎKË�Ñ<ËGÎKC A ÓÈÏj?BOQADT�ÍPÌ'Ñ<ADOã?GÎPìGÓQT�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT:ÍPT�C\Ë Ú�Ú TNÑ<C x̃ I ỹ TNÑ ỹ′ Ý �¸ËGÌKA n ?BCDC\T3��ìGA\?GÎPÍIÓQT7Ñ<A\Oã?BÎPìGÓQT�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT�ÍPT�C\Ë Ú�Ú TNÑ<C x̃n I ỹ TNÑ ỹ′ TbCrÑlÛUËGÎaÑ<TUÎâÌ�ÍÂ?BÎPC D̃n
TNÑ£?�ÌPÎKT�?BOãADT�C\ÌP×¥LbADOQTUÌKADT�à

A
2 Ý
ï�Î�Rõ?BOQC<?BÎaÑ/Ñ<TbÎPÍPA\T

n
MaTbADClÓÈÏÐOQÎ�íÂÎPOÈIPËHÎ�ÛUËHÎPÛUÓQÌ�Ñ Ô ÌPT i(∂D, λ) ≥ 2π + A

2 > 2π Ý>ÄËGÎHÑ<A\ËGÎPC�TUÎ�íÂÎ Ô ÌPT λ MaLbADO�íKT7Óã?=ÛbËGÎPÍPO�Ñ<OQËGÎ b1) Ý è7ÎPT7ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT l̃ ÍPT7Óã? Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT7OQÎPÍKÌPO�Ñ<T7C\ÌPA
∂M̃ Ô ÌPO2ÎÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ�T�×K?BC p−1(λ)

TUCpÑ/ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKT�ÍK?BÎKCgÌPÎPT�R4?BÛUT£Ñ�Ë�Ñ�?BÓQT Ú TUÎHÑlìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT�ÍPT ∂H(ρ)
I

ÛGÏÐTUCpÑ�ÍPËHÎPÛ�ÌPÎPT�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌKT�ÍKT H3 Ý�Þ OêÓã?$×PA\ËBérTUÛNÑ<OãËGÎ l ⊂ ∂M
ÍKT

l̃
TUCpÑ!ÌKÎPT�ÛUËGÌKADØ¥T�×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPTGI?BÓQËGA\C

l̃
TUCpÑ+?GCrÖ Ú ×JÑ�Ë�Ñ<TgÍPTUC�ÍKTUÌJæ�Û3�BÑ<LUC�à�ÌPÎ�×ZËGOQÎHÑ�í�æ�TgÍ�ÏÐÌPÎ�LUÓQL Ú TUÎHÑ+×K?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTgÍPT ρ(π1(M))

IBÛUT
Ô ÌKOÂTUCpÑ�O Ú ×¥ËGC\C\OQØPÓQT7×¥ËHÌPA+ÌKÎPT£ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT£ÍKT H3 Ý�Þ O l1 TNÑ l2 CDËHÎHÑ�ÍKTUÌJæ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTbC+ØKOã?BCpÖ Ú ×�Ñ<Ë�Ñ<TbC
Ô ÌKO�ÎÏjOQÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<TUÎHÑ�×K?BC λ ?BÓQËGA\CbI¸TUÓQÓãTUC�ËGÎHÑ�ÍPTUC�A\TUÓQTNMaLUC l̃1 TNÑ l̃2 Ô ÌPO�ËGÎHÑ�ÓQTUC�ÍPTUÌ�æ Ú } Ú TUC�Ø¥ËGÌ�Ñ<C Ý
þ Ë Ú�Ú T�ÍPTbÌJæÄ×ZËGOQÎHÑ<C!ÍPT ∂H̄3 C\ËGÎHÑ/érËGOQÎaÑ<C�×K?GA�ÌPÎKT�ÌPÎKO Ô ÌPT�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌKT�ó2?GÓQËGADC l̃1 = l̃2

ÛbT Ô ÌKO�TUCpÑ?BØKCDÌKADÍPT Ý
ì í äÃåUämîïîðä�§�äëñ3äê¤"îòä�¢Z¨=¤"ä

î ÏÐLNÑ�?B×ZT!×PA\OQÎPÛUOQ×Â?BÓQT!ÍKT!Óã?�×KADTUÌ�MaT!ÍPÌ�Ñ<ÕPLbËGADÜ Ú T�ð!TUCpÑ£ÓQT�ÓQT Ú�Ú T!ÍKT!RSTUA Ú TNÑ<ÌKADT!C\ÌPO�MH?BÎHÑ��
Ë �	��Ìd��ÍVÁ]À	ÁL��Â�ÔÏó · ���¸�ª��ô��ªõ&���/���FÀV���	�Eö/�a�"!$#&%:'�)
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J$#LCb%:'ENH#@!$'�OÏ%3)
λ ∈ ML(∂M) * '+%ª<R.$CS#L'�.=)@#@!$'ÏT�1U!VJF1(NH#@? * %ÅCb%(N * 0U19%¸.H8g8E.$0:)4%:'�.$'�)Mt P(M)

Z
� * 8g8E!/N:!='EN�? * ^ #n<�%U\=#]N:)4% * '+%kN * #n)4%�J�%kC * <�)@#LeYAU! * 0`;9%(Nh8E!$'�JF1:0U19%(N λn ∈ML(∂M)

)4%3<n<I%�? * % qr #ÕsK8E! * 0¼)&! * ) n G λn %(N()S<�.Æ<R.$CS#L'�.=)@#@!='§T�19!`JF1(N(#@? * %wCM%(N * 0U19%ÅJ�%M8"<j#LN9N:.`T�%ªJu^ * '+%¼CM13)@0(#@? * %5�798�%(0`;U!g<j#2? * %WT�1U!=CM13)@0(#@? * %:CM%:'�)�cd'�#2% σn N * 0�<_^ #L'�)41:0H#&% * 0kJ�% M vr #L#jsP<I%HN�<R.$CS#L'�.=)@#@!='ENBT�1U!VJF1(NH#@? * %(NªCM%(N * 0U19%(N λn AU!$'�,$%:02T�%:'�)M,$%:0HN
λ
8E! * 0¸<R.÷)&!H8E!=<R!UT=#2%QJF%

ML(∂M) vr #L#n#ÕsM<I%(N�N * 8g8E!$0:)nNkJ�%(N λn AU!$'�,$%:02T�%:'�)m,$%:0HNa<I%oN * 8g8E!$0()hJF% λ 8E! * 0k<R.b)&!(8x!=<R!9T=#2%�JF%oøa. * N:Jg!=0Lß vr #L,Yso8E! * 0�)&! * ) n Gl<I%(Nmf3% * #n<L<I%(N�JF%¢8x!$#2J/N π JF% λ N:!='�)lJF%(Nmf`% * #n<L<I%(NkJ�%i8E!$#@J/N π JF% λn ZÎ <�!=09N9Gp#n<�%U\=#]N()4% * '¼Cb13)@0H#@? * %k5F7H8E%:0`;U!g<j#@? * %oT�1U!$Cb1:)@0(#@? * %:Cb%('�)�cd'�# σ∞ Jg!$'�)l<R.y<R.$CS#L'�.=)@#@!='�T�1U!`J�1:e
NH#@? * %�CM%(N * 0Y1H%�J�%i8+<>#]NHN:.`T�%S%(N() λ Z
ö7íKÎ@ÍKT�ÛUËGÎKCrÑ�ADÌPOQA\T

σ∞
IZÎPËGÌKC�?BÓQÓãËGÎPC Ú ËGÎHÑ<ADTbA Ô ÌÏÐÌKÎPT�C\ÌPO�Ñ�T�TNæâÑ<A<?BO�Ñ<T�ÍPT (σn)

ÛbËGÎHMaTUA\ìGT�?BÓQìHLNÙ
ØPA\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ Ýg� ?B×K×¥TUÓQËHÎPC�Óã?�C\OQìGÎPO�íÂÛb?�Ñ<OQËGÎ�ÍPTlÓã?!ÛbËGÎHMaTUA\ìGTUÎPÛbT£?BÓQìGLUØKADO Ô ÌKTl×¥ËGÌKA�ÓQTUC Ú LNÑ<A\O Ô ÌPTbC σn ÝâÞ OËGÎ�í�æPTlÌKÎ�×ZËGOQÎHÑ

xn
ÍK?BÎKC

M
TNÑ�ÌPÎ�ADTU×ZÜUADT£ËGArÑ<ÕKËGÎPËGA Ú LlÍKTlÓÈÏÐTbCD×Â?BÛUT/Ñ�?BÎKìGTUÎHÑ�TUÎ xn IHTUÎ�OQÍKTUÎHÑ<O�í¥?BÎHÑÛUT�×ZËGOQÎHÑ=?BÌ@×ZËGOQÎHÑ

O ∈ H3 T_Ñ!ÛUT�ADTU×ZÜUADT�?BÌ�ADTU×¥ÜbADT�ËGArÑ<ÕKËGÎPËGA Ú L�Ûb?GÎPËGÎPO Ô ÌPT�ÍKT�ÓÈÏÐTUC\×K?BÛUT:Ñ�?BÎKìGTUÎHÑ
TOH3 IËHÎ(×ZTUÌJÑ:ÍPL_íÂÎPOQA�ÌPÎKT�ADTU×KADLUC\TUÎHÑ�?�Ñ<OQËGÎ ρn : π1(M) → Isom(H3)

?BC\C\ËâÛUOQLbT�à
σn Ý�î ?�C\ÌPO�Ñ<T

(σn)
AU!$'�,$%:02T�%�.=< T�1V;(0(#@? * %:Cb%:'�) C\OlËGÎ ×ZTUÌJÑ
Û�ÕKËGOQC\OQA�ÓQTUC�×¥ËHOQÎHÑ<C�ØK?GCDTbC�TNÑ$ÓQTUC�ADTU×ZÜUADTUC�ÍPT�ÓÈÏÐTUC\×K?GÛUTÑ�?BÎKìGTUÎHÑ�ÍPT�CDËHArÑ<T Ô ÌPT ρn ÛbËGÎHMaTUA\ìGT=MâTUADC�ÌKÎ@ÕPË Ú Ë Ú ËGAD×PÕKOQC Ú T ρ∞ : π1(M) → Isom(H3)

IZTUÎ�ÛUT
C\TUÎPC Ô ÌKT ρn(g)

ÛUËGÎaMaTUADìGT�MaTUADC
ρ∞(g)

×¥ËGÌKA7Ñ<ËGÌJÑ
g ∈ π1(M) Ýå T Ú ?BÎKOQÜUADT�C\O Ú OQÓã?BOQADTGIC\O (sn)

TUCpÑ
ÌPÎKT�C\ÌPO�Ñ<T=ÍPT Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKTUC£ÕHÖ�×ZTUADØZËGÓQO Ô ÌPTbClC\ÌPA£ÌPÎPT�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T ∂jM ÍPT

∂M
IKËGÎ'×¥TbÌJÑ7ÓQÌPO�?GCDC\ËâÛbOQTUA

ÌPÎKT�C\ÌKO�Ñ<T�ÍKT�A\TU×PADLbCDTbÎHÑ�?�Ñ<OãËGÎPC
rn : π1(∂jM) → Isom(H2)

ØPOQTbÎ�ÍPL_íÂÎPOQT�à�ÛUËGÎGérÌPìH?GOQCDËHÎ�×PADÜUC�óÓã?
ÛUËGÎaMaTUADìGTbÎPÛUT£?GÓQìGLUØPA\O Ô ÌPT£ÍPT (sn)

TUCpÑ�Óã?!ÛUËHÎHMaTUADìGTbÎPÛUTGIâà!ÛUËHÎBérÌKìH?BOQC\ËGÎ�×KADÜUCbIHÍPTUC+ADTb×PADLUC\TUÎaÑ�?�Ñ<OQËGÎKC
rn Ý� T Ú ?BA Ô ÌKËGÎPC Ô ÌKTlC\O σn ÛUËGÎaMaTUADìGT7?BÓQìGLbØPADO Ô ÌKT Ú TbÎHÑ~IHËGÎ
?�Ia?�×PA\OQËGADOÈIHC\TUÌKÓQT Ú TbÎHÑ�ÌKÎPTlL Ô ÌPO�MG?BÓQTbÎPÛUTÍÏÐÕKË Ú ËBÑ<ËG×POQT�TUÎHÑ<ADT�ÓÈÏÐOQÎHÑ<LbADOQTUÌPAgÍPT M TNÑ

H3/ρ∞(π1(M)) Ý Ê£ËGÌKC�MaTUADADËHÎPCgÍK?BÎKC�Óã?�C\TUÛNÑ<OQËGÎ�C\ÌPO�MG?BÎaÑ<T
Ô Ì�ÏÐOQÛUO�ÓÈÏÐL Ô ÌPO�MH?BÓQTUÎPÛUT�Í�ÏÐÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×POãT�×¥TbÌJÑa}NÑ<A\T�ÕPË Ú Ë�Ñ<ËH×¥LUT�TbÎ@ÌKÎ@ÕPË Ú LUË Ú ËGA\×PÕPOQC Ú T Ýþ TbÛUO�C\OQìGÎKO�íKT
Ô ÌKT ρ∞ TUCpÑ�?BC\CDËJÛUOQLUT=à�ÌPÎKT Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT!ÕHÖ�×ZTUADØZËGÓQO Ô ÌKT!ÛUË Ú ×KÓQÜNÑ<T�CDÌKA/ÓÈÏÐOQÎHÑ�LUADOQTUÌKA/ÍKT M ÝÊ7ËGÌPC�?BÓQÓQËGÎKC�TbÎ�×PADT Ú OQTUA�ÓQOQTUÌ�LNÑ�?BØPÓãOQAUI2ÛUË Ú�Ú T�ÍÂ?BÎPC�ñ ÷�Ëaÿ�ò�ÌPÎ�ÓQT Ú�Ú T Ô ÌPOê×¥ËGArÑ�T�C\ÌPA�ÓQTUC!ÓQËGÎJÙìGÌKTUÌPADC

lσn(λn)
ÍPTUC�ÓQOQTUÌ�æ�ÍPT$×KÓQOQC\C\?GìGTUC

λn Ý Ê7Ë�Ñ<ËGÎKC λin ÓQTUC�ÍPO�ÒZLUA\TUÎHÑ<TUC�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TbC�ÍKT λn I�ËGÎÍPLUíKÎPO�Ñ
lσn(λn) =

∑
i p(λ

i
n)lσn(λin)

ËGç
p(λin)

TbCrÑ7ÓQT!×ZËGOQÍPClÍKT
λin Ý

· ���¸�ª�wÒ��@���oÓu%(Nk<R!$'�T * % * 09N lσn(λn)
!$'�) * '+%S;U!$0('+%aN * 8E1:0(#2% * 0U%pcd'�#2%VZ

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô ÌKT�ÛbT�ÎÏÐTUCpÑ�×Â?BC�ÓQT�Û~?BC Ý�þ Ë Ú�Ú TGI2×¥ËHÌPA7Ñ<ËGÌJÑ n I λn TUCpÑ�ÌPÎPT Ú ÌKÓ�Ñ<O�ÙÛUËGÌKADØ¥T�×¥ËGÎKÍPLUA\LUTGI2ÓQTbC!×PA\TUÌJMaTbC!ÍPTUC!ÓQT Ú�Ú TbC Ê TNÑ�ð~ß$ÍKT�ñ ÷�Ëaÿ�ò�RõËGÌPADÎKOQC\CDTbÎHÑ�ÌKÎPT�CDÌKO�Ñ<T�ÍPT�ÍPOQC Ô ÌKTUCTUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓQC
mn
Ñ<TUÓQC Ô ÌKT i(∂mn, λn) −→ 2π Ýd× ÌPO�Ñ\Ñ<T�àÄTNæJÑ<A\?BOQADTHI�ËGÎü×ZTUÌJÑ�C\ÌP×K×¥ËGC\TUA Ô ÌPT ∂mnÛUËGÎaMaTUADìGT$ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�MaTUA\C�ÌPÎKT
Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎüìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT µ Ýêå Ïv?B×PADÜUC�ÓQT
ÛUA\O�Ñ<ÜUADT$ÍPT þ ?BC\C\ËGÎù4ÛUR Ý Ñ<ÕPLUËGA\Ü Ú T=÷ Ý ð~ú_I µ ÛUËHÎHÑ<OQTUÎaÑ7ÌPÎKT�RSTUÌPOQÓQÓQT=ÕPË Ú ËâÛUÓQOQÎKO Ô ÌPT l ù4LNMaTbÎHÑ<ÌKTUÓQÓQT Ú TbÎHÑ7RSTUA Ú LUT~ú Ý >'ËGÎaÑ<ADËGÎKC

Ô ÌKT i(l, λ) ≤ 2π
I¥Óã?�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËHÎ

c1)
ÍKËGÎPÎPT�?BÓQËGADC�Óã?�ÛUËGÎHÑ�A\?BÍPOQÛ_Ñ<OQËGÎÄADTUÛNÕPTUADÛ�ÕKLUT Ý2Þ ËGO�Ñ k ÌPÎÄ?GADÛ:ÍPT lÑ<TUÓ Ô ÌKT ∂k ∩ λ = ∅ óP×¥ËHÌPA n ?BC\C\T3��ìGA\?BÎKÍIKÓQT!ØZËGADÍ�ÍPT k TUCpÑ£ÛUËHÎHÑ<TUÎJÌ�ÍÂ?BÎPClÓQT�ÛUË Ú ×PÓQL Ú TUÎHÑ�?GOQADT!ÍKT

λn
TNÑ
mn
ÛUËGÎHÑ<OãTUÎHÑ�ÌKÎ@?BADÛ

kn
×PADËâÛ�ÕKT:ÍPT

k
IZÍPT:C\ËGArÑ�T Ô ÌPT�Û�ÕK? Ô ÌKT:×¥ËGOQÎaÑ�ÍPT ∂kn ?B×P×K?GArÑ<OQTUÎaÑ!à�Óã?Ú } Ú T�ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÍPÌ(ÛUË Ú ×PÓQL Ú TUÎHÑN?BOQADT�ÍPT λn Ô ÌKT�ÓQT�×¥ËHOQÎHÑ=ÛbËGADADTUC\×ZËGÎPÍÂ?BÎHÑ=ÍKT ∂k Ý ÿ�Î ?�?BÓQËGADC

i(k, λn) = i(kn, λn) ≤ i(mn, λn)
IPÍ�ÏÐËGç

i(k, λ) = lim
n→∞

i(k, λn) = lim
n→∞

i(kn, λn) ≤ lim
n→∞

i(mn, λn) ≤ 2π.

ï�Î�ÛbËGÎPC\OQÍPLbA\?BÎHÑ£ÍKT�Ñ<TUÓQC7?BADÛUC
k Ô ÌPOZÑ�TUÎPÍKTUÎHÑ/MaTUA\C l IKËGÎ�?�?BÓQËGADC i(l, λ) ≤ 2π Ý

ð`¦



Ù�¬|« ê
¶�·�½�µHÀaÉ�³JµH±È¶¸· ¹�» °È´ ÀG»Â¯�ÀGÁÂ½�»¥·¸µB´ZµH±4¶�·
ρ∞

Ê£ËGÌKC�?BÓãÓQËGÎPC�ÛUËGÎKCpÑ<ADÌPOQA\T£Óû? Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT σ∞ ÛUË Ú�Ú TlMG?BÓãTUÌPA�Í�Ïj?BÍPÕKLUADTUÎKÛUT7ÍPT7Óã?=C\ÌKO�Ñ<T (σn) Ý ï�Î×PA\T Ú OQTbA:ÓQOQTUÌI�Óã?Ä×PADËG×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎüC\ÌPO�MH?BÎHÑ<T�MG?'ÎKËGÌPC�×ZTUA Ú T_ÑDÑ<ADT
ÍKT Ú ËGÎHÑ<A\TUA Ô ÌKT
Óã?ÄC\ÌPO�Ñ<T (σn)
?@?BÌ

Ú ËHOQÎPC/ÌKÎPT7MH?BÓQTUÌPA/ÍÏv?BÍPÕPLbADTUÎPÛbT�×¥ËHÌPAgÓã?:Ñ<ËH×¥ËGÓQËGìHOQT�?BÓQìGLUØPA\O Ô ÌPT�ù4ÎKËGÌPC�MaTbADADËGÎKC/×PÓQÌKC�Ñ�?BA\Í Ô ÌKT�ÛbTNÑDÑ<TMG?BÓãTUÌPAlÍÏj?BÍKÕPLUADTbÎPÛUT!ÛUËGA\ADTUC\×¥ËGÎKÍ�à�ÌPÎPT Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT�CDÌKA/ÓÈÏÐOQÎHÑ�LUADOQTUÌKA/ÍKT M úo�
Ë �	��Ìd��ÍVÁ]À	ÁL��ÂùÜ��a�"!$#&%('�)

M * '+% ,/.$0(#213)41�5F7H8E%:0`;U!=<>#@? * %bAU!$CD8E.FA3)4%HGX!$0(#2%:'�)&.F;3<I%�JF%�J$#nCM%:'ENH#@!$'¸OB%3)
λ ∈ P(M) * '+%K<R.$C #n'�.=)@#@!$'ÆT�1U!VJF1(NH#@? * %KCM%(N * 0U19% v N * 8g8E!/N:!='xNB? * ^ #n<X%U\=#]N()4% * '+%-N * #n)4%BJ�%�C * <>)@#neAU! * 03;H%HNh8E!$'�J�1(0U1H%(N λn )4%3<n<R%(N�? * % qr #Õsp8E! * 0i)&! * ) n G λn %(N:)"<R.o<R.$CS#L'�.=)@#@!='�T�1U!VJF1(NH#@? * %iCM%(N * 0U1H%¢Ju^ * '+%hCM13)@0(#@? * %mT�1U!=CM13)@0(#@? * %:CM%:'�)cd'�#2%

σn vr #L#jsP<I%HN�<R.$CS#L'�.=)@#@!='ENBT�1U!VJF1(NH#@? * %(NªCM%(N * 0U19%(N λn AU!$'�,$%:02T�%:'�)M,$%:0HN
λ
8E! * 0¸<R.÷)&!H8E!=<R!UT=#2%QJF%

ML(∂M) vr #L#n#Õsb<I%HNoN * 8g8x!=0()nN�JF%(N λn A9!$'�,$%:02TF%:'�)p,$%:09Nk<I%aN * 8g8x!=0()hJF% λ 8x! * 0k<R.y)&!H8E!=<R!UT=#2% JF%aøa. * N:Jg!=0Lß�ZÎ <�!=09N�? * #@)2)4%�t-%U\g)@0Y.$#L0U%HGl<R.MN * #n)4% σn AU!='�,/%:02T�% .=< T�1`;:0(#@? * %:CM%:'�)4Z
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Ê£ËGÌKC�?BÓQÓQËGÎKC Ú ËGÎHÑ<A\TUA�Óû?�×PADËG×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ « ×K?BA�ÓÈÏj?BØKC\ÌPADÍKT Ý�Þ ÌP×K×¥ËGC\ËGÎPC Ô ÌÏj?BÌKÛUÌPÎPTC\ÌPO�Ñ�T£TNæâÑ�A\?BO�Ñ<T7ÍKT

(σn)
ÎPT7ÛUËGÎaMaTUADìGT�?BÓãìGLUØPADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑ ÝJå Ïj?B×PA\ÜUC�Óã?!Ñ<ÕKLUËGADOQT7ÍPL_MaTUÓQËG×K×¥LUT7×K?BA�>'ËGA\ìH?BÎTNÑ Þ ÕÂ?BÓQTUÎ$ÍK?BÎPC!ñÐ>'Ë Þ ð_ò²I Ô ÌPO�ÑDÑ�T�à:TNæâÑ�A\?BOQADTGI σn Ñ<TbÎPÍ�MâTUADC�ÌKÎPT�?GÛNÑ<OQËGÎ Ú OQÎKO Ú ?BÓQT�à:×ZTNÑ<O�Ñ<C�CpÑ�?BØKOQÓQOQC<?�ÙÑ<TUÌKADC�Í�Ïj?BAY}NÑ�TUC�ÍPT

π1(M)
C\ÌKA�ÌKÎ$?BA\ØPADT�ADLUTUÓ A ÝPþ TNÑDÑ�T�?GÛNÑ<OQËGÎ�?:Óã?:×PADËH×PADOQLNÑ�L7C\ÌPO�MG?BÎHÑ<T �JCDO c TUCpÑ/ÌPÎLUÓQL Ú TUÎHÑ�ÍPT π1(M) Ô ÌKOKÎPT/íPæ�T£?BÌKÛUÌPÎ�×ZËGOQÎHÑ�ÍPT A TNÑ c∗n ⊂M TUCpÑ�Óã?!ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTl×ZËGÌPA�Óã? Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT

σn Ô ÌPOPADTU×PA\LUC\TUÎHÑ<T c IG?BÓQËGADC�Óû?�C\ÌPO�Ñ<T (lσn(c∗n))
ÎÏÐTUCpÑ�×Â?BC Ú ?�épËGADLUT Ý ï�Î�×K?BApÑ<OQÛUÌPÓQOQTbAUIBÍ�Ïj?B×PADÜbC�ÓQTgÓQT Ú�Ú TV Ý ð�TNÑ£Óã?�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËGÎ iii) IPC\O λi TbCrÑ7ÌPÎPT�RSTUÌPOQÓQÓQT�RSTUA Ú LUT�ÍPT λ IK?BÓQËHADC λi ?�ÌPÎ�×¥ËGOQÎaÑlí�æ�T�ÍK?BÎKC A Ý

Þ ËGO�Ñ ∂jM ÌPÎKT:ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÍPT ∂M óZìGAU¨BÛUT�à
ÓÈÏÐOQÎKÛUÓQÌPC\OQËGÎ i∗ : π1(∂jM) → π1(M)
IZËGÎ�?
ÌPÎPT

?BÛNÑ�OQËGÎ�ÍKT
π1(∂jM)

C\ÌPA A Ý Ê£ËBÑ<ËGÎPC lA(c)
Óã?'ÍKOQCrÑN?BÎPÛUT
ÍKT�Ñ<A\?BÎKCDÓã?�Ñ<OQËGÎ�ÍKT

i∗(c)
C\ÌPA A Ý�å Ïj?B×KADÜUCñ >ÄËaÿ7ò²I�ËHÎ(×¥TbÌJÑ:ÛUËGÎKCrÑ�ADÌPOQADT�ÌKÎPT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ ìGLUËâÍKLUCDO Ô ÌPT Ú TUC\ÌPADLbT β I2Ñ<TbÓQÓQT Ô Ì�ÏÐOQÓ�TNæPOQCrÑ�T�ÌPÎ Ú ËGArÙ×PÕKOQC Ú T Φ : Aβ → A∂jM

ÍPT:ÓÈÏj?BADØPA\T=ÍPÌÂ?BÓ�ÍPT
β
ÍÂ?BÎPC7ÓQT=C\ËGÌKCpÙ|?BADØKADT Ú OQÎKO Ú ?BÓ¸ÍPT A OQÎHMG?BA\Oã?BÎHÑ�×K?BAÓÈÏj?BÛNÑ�OQËGÎÄÍKT

π1(∂jM) Ý ��?BA�ÛUËGÎPCpÑ<A\ÌPÛNÑ�OQËGÎI¥ÓQTUC�×¥ËGOãÎHÑ<C�ÍPT:ØPA<?BÎPÛ�ÕKT Ú TUÎaÑ�ÍKT:ÛUT Ú ËGAD×PÕKOQC Ú T:CDËHÎHÑ�ÓQTUC×PA\ËBérTUÛNÑ�OQËGÎPC:ÍPT
ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<TUC:ÛUËGÎKÎPTNæ�TbC:ÍPT ∂jM − β Ýêþ Ë Ú�Ú T
ÓÈÏj?BÛNÑ<OQËGÎüÍPT π1(∂jM)
CDÌKA A∂jMÎÏÐTbCrÑ:×K?BC=à�×ZTNÑ<O�Ñ<C�CpÑ�?BØKOQÓQOQC<?�Ñ<TUÌKADC�ÍÏv?BAY}NÑ<TbCUI

f
Î�ÏÐTUCpÑ=×Â?BCUI�?�×KADOQËGADO²IÌPÎ(OQC\Ë Ú ËGA\×PÕPOQC Ú T�T_Ñ=OQÓ�TNæ�OQCpÑ<T×PÓQÌKC\OQTUÌPADC/Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎPC β ?UÖâ?BÎHÑ£ÛbTNÑDÑ<T!×PADËH×PADOQLNÑ�L Ý Ê7ËGÌPCl?GÓQÓQËGÎPCgMaËGOQA/ÛUË Ú�Ú TUÎaÑlÛUËHÎPCpÑ<ADÌKOQADT�ÌKÎPT7Ñ�TUÓQÓQTÓã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎ β Ô ÌPO¸Î�ÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T:×Â?BC λ Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C<?BÓQT Ú TbÎHÑ ÝZå T:ADLbCDÌKÓ�Ñ�?�Ñ�C7ÍKT�ñ ý�Ó Þ ò�TNÑ�ñ >ÄË Þ E�ò²IZÎPËGÌKCÍPLbÍPÌPOQA\ËGÎPC�TbÎPC\ÌPO�Ñ<T Ô ÌPT β TbCrÑ�?GÎPÎâÌKÓã?BOQADT Ýâþ ÏÐTUCpÑ+ÛUT_ÑDÑ<T/ÛUËGÎaÑ<A\?BÍKOQÛNÑ<OQËGÎ�?UMaTUÛlÓã?�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËGÎ b1) Ô ÌKOPÎPËGÌKC×ZTUA Ú T_ÑDÑ<A\?�ÍKT!ÛUËGÎKÛUÓQÌPA\T Ý��ËGÌPA+Û�ÕÂ? Ô ÌKT Ú OQÎPO Ú ?BÓKT_æ�ÛUTU×�Ñ<OQËGÎKÎPTUÓ λi ÍPT λ IaÎKË�Ñ<ËGÎPC S(λi)

Óã?�C\ÌPADRõ?BÛbTlT Ú ØPA\?GCDC\LUT£×K?BA λi ÝJÞ ËGO�Ñ
δ
Óã?�ADLUÌKÎPOQËGÎ�ÍPTbClRSTUÌPOãÓQÓQTUClRSTbA Ú LUTbClÍPT λ TNÑ7ÍPTUClÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TbClÍPTUC£Ø¥ËGADÍKClT_ÒZTUÛNÑ�OQRSC ∂′S̄(λi)

ÍKTUClC\ÌPArÙ
Rõ?BÛbTUC+T Ú ØPA\?GCDC\LUTbC+×K?BA+ÓQTUC Ú OQÎPO Ú ?BÌJæ�TNæPÛUTU×JÑ�OQËGÎPÎPTbÓQC λi ÍPT λ∩∂M Ý ��ËGÌPA n ?BC\C\T3�£ìGA\?GÎPÍIaLNÑ<TUÎKÍPËGÎKC
λn ∪ δ

TUÎ'ÌPÎKT Ú ÌPÓ�Ñ<O�Ù|ÛUËGÌPA\Ø¥T δn ÍPËGÎaÑ�ÓQTUC£ÛUË Ú ×ZËGC\?GÎHÑ<TUC7ÍPÌ'ÛUË Ú ×PÓQL Ú TUÎHÑN?BOQADT=C\ËGÎaÑ7ÍKTUC7×K?BÎHÑN?BÓQËGÎPC Ý
å Ïj?B×PA\ÜUC�>ÄËGADìH?GÎÄTNÑ�ÿ£Ñ�?BÓ�ù\ñÐ>'Ëaÿ7òSú_I¥×¥ËGÌKA£Û�ÕK? Ô ÌPT:ÛUË Ú ×ZËGC\?GÎHÑ<T ∂jM ÍPT

∂M
IÂOQÓ¸T_æ�OQCpÑ<T:ÌPÎKT=Óã? Ú O�ÙÎK?�Ñ<OQËGÎ'ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TUC\ÌPA\LUT βn ⊂ ML(∂jM)

T_Ñ�ÌPÎ Ú ËGA\×PÕPOQC Ú T�L Ô ÌPO�MG?GADOã?BÎHÑ Φn
ÍKT�Ó²Ïj?BADØPA\T=ADLUTUÓ

Aβn
ÍKÌK?BÓÂÍPT

βn
ÍÂ?BÎPC A Ñ<TUÓ Ô ÌKTl×ZËGÌPA�Ñ<ËGÌ�Ñ<T£ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T δin ÍPT δn I lA(δin) = lAβ (δin) ÝF� ?B×K×¥TUÓQËGÎKCØPA\OQÜNMaT Ú TUÎHÑ7ÛUË Ú�Ú TUÎHÑ7ÌPÎKT�Ñ<TUÓQÓQT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎ βn TUCpÑ£ÛUËHÎPCpÑ<ADÌKO�Ñ<T!ÍÂ?BÎPC:ñÐÿ7ÑNE�ò Ý¥þ ËGÎPC\OQÍKLUADËGÎKClÌPÎPT�Ñ<ADO�Ù?BÎKìGÌPÓã?�Ñ�OQËGÎ

T
ÍPT

∂jM
ÍPËHÎHÑ7ÓQT=F�Ù|C Ô ÌPTUÓQT_ÑDÑ<T�TUCpÑ7ÛbËGÎHÑ<TUÎJÌ�ÍK?BÎKC δn TNÑ�ÍPËGÎHÑ7ÓQT�ðNÙ�C Ô ÌKTUÓQTNÑDÑ�T�ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ

δn Ý ÿ�Î@ÛbËGÎPCpÑ<ADÌKO�Ñ�ÌPÎPT�?G×P×PÓQOQÛ~?�Ñ<OQËGÎ�L Ô ÌPO�MG?BADOã?BÎaÑ<T φn ÍKÌ�ADTNMF}NÑ�T Ú TUÎaÑ�ÌPÎPO�MaTUADC\TUÓ H2 ÍKT ∂jM ÍK?BÎKC
A ÍPT�Óã?
Rõ?$ bËGÎ@C\ÌPO�MH?BÎHÑ<T6�ZC\ËGO�Ñ S̆0 ⊂ H2 ÌPÎ�ADTUÓQTNMaL�ÍPÌ�F�Ù�C Ô ÌKTUÓQTNÑDÑ<T�ÍKT T óZÛNÕK? Ô ÌKT�×¥ËGOQÎHÑ x̆ ÍKT S̆0TUCpÑ�ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌ@ÍK?BÎKC7ÌKÎPT:ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T δ̆in ÍPT:Óã?�×KADLUO Ú ?BìGT:ÍKT δn ∩ ∂jM ÍK?GÎPC

H2 Ý ÿ�Î@Û�ÕPËGOQC\O�Ñ�×ZËGÌPA
φn(x̆) ⊂ A ËGÌ ØKOQTUÎ ÌPÎ ×¥ËGOQÎaÑ:ÍKT�ÓÈÏv?�æ�T�ÍPT i∗(δin)

ËGÌ ØPOQTUÎ ÌKÎ(×ZËGOQÎHÑ:í�æPT�ÍKT
i∗(δin) Ý ÿ�Î ÍPLUíKÎPO�ÑTUÎKCDÌKO�Ñ<T

φn
C\ÌPA�Ñ<ËGÌJÑ�TlÓã?=×PADLUO Ú ?BìGT£ÍPT S0 ×Â?BA+L Ô ÌPO�MG?BADOã?BÎKÛUT£×PÌKOQC+ËGÎ�Óã?�×KADËGÓQËGÎPìHT£CDÌKA�ÓQT=ð_Ù�C Ô ÌPTUÓãTNÑDÑ<T

ð Ê



TNÑ�TUÎPíKÎ C\ÌPA:ÓQT�E~Ù�C Ô ÌPTbÓQTNÑDÑ<T
TUÎ�ÌPÎKT
?B×K×PÓQOQÛb?�Ñ�OQËGÎ φn L Ô ÌPO�MH?BADOã?BÎHÑ�TGI�Ñ<A\?BÎKCpMaTUADC\T
à'ÌPÎKT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎÚ TbCDÌKADLUT βn Ý ö ÛUTNÑDÑ�T7?B×P×PÓQOãÛb?�Ñ<OQËGÎ φn TUCpÑ�?GCDC\ËâÛbOQLUT:ù4×Â?BA+×K?BC\C<?BìGT7?BÌ Ô ÌKË�Ñ<OQTUÎaÑNú�ÌPÎKT£?B×K×PÓQOQÛb?�Ñ<OQËGÎ ΦnÍPT�ÓÈÏj?BADØPA\T Aβn ÍKÌK?BÓÍKT βn ÍK?BÎKC A Ý ö�MaTUÛ!ÛbTNÑDÑ<T!ÛUËHÎPCpÑ<ADÌKÛNÑ<OQËGÎ�IPCDO lA(δin) > 0
IÂ?BÓQËGADClÓã?�A\TUCpÑ<ADOQÛNÑ�OQËGÎ

ÍPT
Φn
à�ÓÈÏj?�æPT�ÍPT

δin
TUCpÑ:ÌKÎPT�OQCDË Ú LNÑ<A\OQT�T_Ñ:C\ËGÎ O Ú ?GìGT�TUCpÑ:ÓÈÏj?�æPT�ÍPT i∗(δin)

ÍÂ?BÎPC A Ý á�?BÎKÍPOQC Ô ÌPTC\O
lA(δin) = 0

ùÈTUÎ ×K?BArÑ�OQÛUÌPÓQOQTUA�C\O
δin
TUCpÑ
ÌPÎKT�RõTUÌPOQÓQÓQT�RSTbA Ú LUT�ÍKT λ úNI i(δin, βn) = 0 Ý�Þ ËGO�Ñ λi ÌPÎÚ OãÎPO Ú ?GÓ�TNæ�ÛbTU×JÑ<OQËHÎPÎPTUÓ+ÍPT λ Ñ<TUÓ Ô ÌPT i∗(π1(S(λi)))

?�ÌPÎ ×¥ËGOQÎaÑ=í�æPT�ìGÓQËGØK?BÓ
X
ÍK?BÎKC A ó�ÍK?GÎPC�Óû?ÛUËGÎKCpÑ<ADÌPÛ_Ñ<OQËGÎ$ÍKT

φn
×PADTbÎPËGÎPC

φn(x̆) = X
×¥ËHÌPA+Ñ<ËGÌJÑ

x̆
ÍK?BÎKC�ÓQT�A\TUÓQTNMaL�ÍKT

S(λi) Ô ÌPOZOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T S̆0 Ýÿ�Î�ÛbËGÎPCpÑ<ADÌKO�Ñ/?BOQÎPC\O¥ÌPÎKT7Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ βn Ñ<TUÓQÓQT Ô ÌPT7C\O i∗(π1(S(λi)))
?=ÌPÎ
×¥ËHOQÎHÑ�í�æPT£ìHÓQËGØK?BÓ¥ÍÂ?BÎPC A I?BÓQËGA\C

βn ∩ S(λi) = ∅ ùÈO Ý T Ý βn ∩ S̄(λi) ⊂ δ
ú Ý �K?GOQCDËHÎPC�Óã? Ú } Ú T�ÛUËGÎKCpÑ<ADÌPÛ_Ñ<OQËGÎ@×ZËGÌPA�Û�ÕK? Ô ÌPT�ÛUË Ú Ù×ZËGC\?GÎHÑ<T!ÍPT

∂M
T_Ñ£ÎPË�Ñ<ËGÎKC/TUÎKÛUËGADT

βn ⊂ML(∂M)
Óã?�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌPADLbT�ËGØ�Ñ<TUÎâÌKT Ý

× ÌPO�ÑDÑ<T£à�T_æâÑ<A\?BOãADTGIHËGÎ�×ZTUÌ�Ñ+C\ÌP×P×ZËGC\TUA Ô ÌPT/ÓQTbC�C\ÌP×P×ZËGArÑ<C�ÍKTUC βn ÛUËHÎHMaTUADìHTUÎHÑ�ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�MaTUA\CÌPÎKT:Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎÄìGLbËâÍPLbCDO Ô ÌPT β Ý ï�ÎÄÌJÑ�OQÓQOQC<?BÎHÑ�ÛUË Ú�Ú T:ÍÂ?BÎPC�ñ ý!Ó Þ ò�ÌKÎ@?BADìGÌ Ú TUÎHÑ�ÍKT=ADL~?BÓQOQC<?�Ñ<OQËGÎ@ÍPTADLUC\Tb?GÌ�RSTbADADËbM�Oã?GOQADTGI�ÎPËGÌKC�?GÓQÓQËGÎPC Ú ËGÎHÑ�ADTUA Ô ÌPT β Î�ÏÐOQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T�×Â?BC λ Ñ<A\?BÎKCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ Ý�î ?�Óã? Ú O�ÙÎK?�Ñ<OQËGÎ ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT α ⊂ ∂jM
TbCrÑ�ÍPO�Ñ<T 0U1U.=<>#]N`19% ÍK?GÎPC=ÓÈÏj?BA\ØPADT�ADLUTUÓ A CbÏÐOQÓ+TNæ�OQCpÑ<T�ÌPÎKT�?B×P×KÓQOQÛb?�Ñ<OQËHÎÛUËGÎaÑ<OQÎâÌKT�L Ô ÌPO�MG?BA\Oã?BÎHÑ<T φ ÍKÌ¼ADT_MF}NÑ<T Ú TUÎHÑ�ÌPÎKO�MaTUADC\TUÓ H2 ÍPT ∂jM ÍK?BÎKC A ÍPËGÎaÑ�Óã?�ADTUCpÑ�ADOQÛNÑ<OQËGÎ àÛ�ÕK? Ô ÌPT�RSTUÌPOãÓQÓQT!ÍPT�Óã?�×KADLUO Ú ?BìGT!ÍKT α TUCpÑ7OQÎBérTbÛNÑ<O�MaT Ý

¾y¿ �/���xÀ/Á]�+ÂPÒ��]¹"��Ó�.6<R.$C #L'�.g)@#@!$'�T�1U!`J�1(NH#@? * % β '�^ #L'�)4%:09N`%9A3)4%i8x.$N λ )@0Y.='ENH,$%:09N:.g<R%:Cb%:'�)4Z
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ O λj TUCpÑ7ÌPÎPT�RSTUÌKOQÓQÓQT�RSTbA Ú LbT!ÍKT λ IÂ?BÓãËGADC ∀n I i(βn, λj) = 0

ÍPËGÎKÛ
β
ÎÏÐOãÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T

×K?GC
λj
Ñ<A\?BÎKCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ Ý�Þ ÌP×K×¥ËGC\ËGÎKC Ô ÌPT β OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T λ Ñ<A<?BÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ�I�OQÓ+TNæPOQCrÑ�T
?BÓQËGADC:ÌPÎÚ OãÎPO Ú ?GÓ�TNæPÛUTU×JÑ�OQËGÎPÎKTUÓ λi ÍPT λ Ô ÌKO�OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T β Ñ�A\?BÎPCpMaTbADC<?BÓQT Ú TbÎHÑ ÝZÞ ËGO�Ñ λin ÌPÎKT�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T=ÍPT

λn∩S(λi)
óaÎPË�Ñ�ËGÎPC Ô ÌKTl×ZËGÌPA n ?BC\CDT`�£ìGA<?BÎPÍI i∗(λin)

ÎÏj?=×K?BC�ÍPT£×ZËGOQÎHÑ�íPæ�T£ÍK?GÎPC A Ý�Þ OQÎKËGÎI Ô ÌKO�ÑDÑ<Tà�TNæâÑ�A\?BOQADTHI
i∗(λin)

?�ÌPÎ(×¥ËGOQÎaÑ=í�æ�T�ÍK?GÎPC A TNÑ�?BÓQËGA\CUI�×Â?BA�ÛUËGÎPCpÑ<A\ÌPÛNÑ�OQËGÎI βn ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T�×Â?BC λinÑ<A<?BÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ7ÍPËGÎKÛ β ÎÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ�T!×K?BC λi Ñ<A\?GÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ Ý
þ Ë Ú�Ú T λi OQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T β I�OQÓ�T_æ�OQCpÑ<T�ÌKÎ�A\LUC\Tb?BÌ�RõTUADADËbMPOã?BOQADT τ ×ZËGArÑ�?BÎaÑ λi Ñ<TUÓ Ô ÌPT τ TUCpÑ=A\Lb?BÓQOQC\LÍK?GÎPC Aβn ×¥ËGÌKA n ?BC\C\T3��ìGA<?BÎPÍ�IZÛGÏÐTbCrÑ\Ù|à�Ù�ÍKOQADT Ô ÌPT�C\O τ̆ TUCpÑ!Óã?$×PA\LUO Ú ?BìHT�ÍKT τ ÍÂ?BÎPC�ÓQT�ADTNMF}_Ñ<T Ú TbÎHÑÌPÎKO�MaTUADC\TUÓ

H2 ÍPT ∂jM ⊃ τ
I�OQÓ+TNæ�OQCpÑ<T�ÌKÎPT�?B×K×PÓQOQÛb?�Ñ�OQËGÎ

gn : H2 → Aβn
ÛUËGÎHÑ�OQÎâÌPTGI�L Ô ÌPO�MG?BADOã?BÎaÑ<TGIÛUËGÎKCpÑ�?BÎHÑ<T:C\ÌPA7ÓQTUClÑ�A\?UMaTUA\CDTUC�ÍKT

τ̆
T_Ñ�OQÎGérTUÛNÑ�O�MaT:ÓQT:ÓQËGÎPì
ÍPTUC�A\?BOQÓQC�ÍPT

τ̆ ÝZþ Ë Ú�Ú T i∗(λin)
ÎÏj?�×Â?BC7ÍPT

×ZËGOQÎHÑ�í�æ�T�ÍÂ?BÎPC A IZÓã?
ADTUCpÑ�ADOQÛNÑ<OQËGÎ@ÍKT Φn
à
ÓÈÏj?�æ�T�ÍPT

λin
TbCrÑ!ÌKÎPT�OQC\Ë Ú LNÑ�ADOQT Ý ��ËGÌPA n ?BC\C\T3��ìGA\?GÎPÍIÛ�ÕK? Ô ÌPT�ADTbÛNÑ�?BÎKìGÓQT�ÍPT τ̆ ÛUËHÎHÑ<OQTUÎaÑ:ÌPÎ ?GADÛ�ÍÏÐÌKÎ(ADTUÓQTNMâL�ÍPT λin ÍPËHÎPÛ Φn ◦ gn

TUCpÑ:ÕPË Ú ËBÑ<ËG×ZT�à�ÌPÎPTADLb?GÓQOQC<?�Ñ<OQËGÎÄÍKT
τ
ÍK?BÎKC A ù4ÛbR Ý ñ ý!Ó Þ òSú Ý¥å Ïj?B×KADÜUC�ñÐÿ7ÑNE�ò�ÌPÎKT!Ñ<TUÓQÓãT�?B×P×PÓQOãÛb?�Ñ<OQËGÎÄ×ZTUÌJÑo}NÑ<ADT:ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZLUTTUÎ�ÌKÎPT�ADLb?BÓQOQC<?�Ñ�OQËGÎ�ÍKT

λi
ÍÂ?BÎPC A ÝÂå ?BÎPClÛbT�Ûb?BC£ÌPÎ�Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T�ÍPT�ÛUËGÎHÑ�OQÎâÌPO�Ñ�L�ÍPT�� Ý Ù�� Ý ÿ7Ñ�?BÓ+ù\ñÐÿ7ÑNEJIá/ÕKLUËGADÜ Ú T!V Ý F Ý ð_òSúgTUÎHÑ<A<?	�ûÎPT Ô ÌPT lσn(λin) −→∞ ÛUT Ô ÌPOÛUËGÎaÑ<ADTUÍKO�Ñ£ÓQT�ÓQT Ú�Ú T!V Ý ð Ý

Þ O β TbCrÑ�ÌPÎKT Ú ÌPÓ�Ñ�O�Ù�ÛUËGÌKADØ¥THI2?BÓQËGADCbIZ×ZËGÌPA n ?BC\C\T3��ìGA<?BÎPÍ�I βn = β Ý2å ?BÎKC�ÛUT�Ûb?GCUI2ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËHÎV Ý EÄÛUËGÎHÑ<A\TUÍPO�Ñ�Óã? Ú OQÎKO Ú ?BÓQO�Ñ�L$ÍPT$ÓÈÏj?BÛ_Ñ<OQËGÎ¼ÍPT π1(M)
C\ÌPA A Ý ï�ÎüT_Ò2TNÑ~I βn = β

ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T$×K?BC
λ
Ñ<A<?BÎPCpMaTUA\C\?BÓãT Ú TUÎaÑ~I�ÍPËGÎPÛHI�ÍÏj?G×PADÜUC:ÓQTUC:ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎPC b1)

TNÑ
c)
I�ÌPÎ�MaËGOQC\OQÎK?BìGT$?BÎPÎâÌKÓã?BOQADT�ÍPT

βn
ÎPT

ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ/ÎKO¥ÍKOQC Ô ÌPTUCbIJÎPOZ?GÎPÎPT~?BÌJæ2IJÎPOZADÌPØÂ?BÎPC�ÍKT�>w�GØPOãÌPC�TUC\C\TUÎHÑ<OQTbÓQC Ý�å Ïj?B×KADÜUC!ñÐ>'Ë Þ EJIâÛbËGADËGÓQÓã?BOQA\T ë éð Ý ß�ò²I�ÛUTUÛbO�TUÎaÑ<A\?	�ûÎKT Ô ÌKT�ÓÈÏj?BÛNÑ<OãËGÎ(ÍPT π1(M)
Óã?BOQC\C\T�ÌPÎ�×ZËGOQÎHÑ:ÍPT A OQÎHMG?BA\Oã?BÎHÑ:TNÑ:?�RSËGArÑ<OQËHADO Ô ÌKT AÎÏÐTbCrÑ7×K?BC Ú OQÎPO Ú ?BÓ Ý

þ ËGÎPC\OQÍPLUA\ËGÎPC�TUÎPC\ÌPO�Ñ�T�ÓQT�Ûb?BC�ËGç β ÎÏjTUCpÑ�×K?GC�ÌPÎKT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZT Ý ö�MG?BÎaÑ�ÍÏÐLNÑN?BØPÓQOQA Ô ÌKT β TUCpÑ?BÎKÎâÌPÓã?BOQA\TGI2ÎPËHÌPC�?BÓQÓQËGÎPC Ú ËGÎHÑ�ADTUA Ô ÌKT�×¥ËGÌKA�Û�ÕK? Ô ÌPT�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T�ÛUËGÎKÎPTNæPT βj ÍPT β Ô ÌPO�ÎÏÐTUCpÑ�×K?GCÌPÎKT�ÛUËHÌPADØZT�C\O Ú ×KÓQTGI S(βj)
TbCrÑ�OQÎPÛUË Ú ×PA\TUC\CDOQØKÓQT�TNÑ�TUÎ@ÍKLUÍPÌKOQADT Ô ÌPT�Óã?
C\ÌPO�Ñ�T�ÍKTUC�C\ÌP×K×¥ËGArÑ�C�ÍKTUC βnTUCpÑ7ÛUËGÎPCpÑ�?BÎaÑ<T Ý

· ���¸�ª�¼Ò��IÈu�o�"!$#n)
βj * '+%�AU!$CD8E!/N3.$'�)4%SJF% β ? * #m'+^ %HN:)�8E./N * '+%�AU! * 03;9%�NH#LCW8+<I% v .=<R!$0HN S(βj)

%(N()
#L'+AU!=CD8�0U%(N9N(#2;3<R%VZ

EBF



½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô ÌPT β ×¥ËHCDC\ÜUÍKT�ÌPÎKT�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T βj Ô ÌPO�ÎÏÐTUCpÑ�×Â?BCêÌPÎKT�ÛUËGÌKADØ¥TgCDO Ú ×PÓQTTNÑ�×¥ËHÌPA�Óã? Ô ÌPTUÓQÓQT S(βj)
TUCpÑ¸ÛbË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQT Ý�å Ïj?B×PADÜbC�ÓQT+ÓQT Ú�Ú T+ß Ý EJI S(βj)

ÛbËGÎHÑ<OQTUÎaÑ¸ÌKÎPT Ú ÌPÓ�Ñ�O�Ù�ÛUËGÌKADØ¥T
γ
×Â?BA�A\?G×P×¥ËHArÑ/à�Óã? Ô ÌPTbÓQÓQT βj TbCrÑlTUÎ$×¥ËHCDO�Ñ�OQËGÎ$×KADLNÑ<TUÎKÍPÌKT7TNÑ�Ñ�TUÓQÓQT Ô ÌPT γ ÛbËGÎHÑ<OQTUÎaÑ/ÌKÎ
CpÖ�CpÑ<Ü Ú T µ ÍPTÚ LbADOQÍPOQTbÎPCê?BÍ Ú OQCDC\OQØKÓQT�×¥ËGÌKA (M,S(β)) ÝBþ Ë Ú�Ú T�Óû?£C\ÌPO�Ñ<T�ÍKT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎPC�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC (βn∩S(βj))ÛUËGÎaMaTUADìGT=ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑlMaTUADC βj IKËGÎ'TUÎ�ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌKT!×ZËGÌPA n C\Ìx��C<? Ú�Ú TUÎHÑ7ìGA<?BÎPÍ βn ∩ S(βj)TUCpÑ�TUÎ�×¥ËGC\O�Ñ<OãËGÎ�×PADLNÑ�TUÎPÍKÌPTl×Â?BA�A<?B×P×ZËGArÑgà

γ
TNÑ~IHÍ�Ïj?B×PA\ÜUC+ÓQT£Rõ?BO�Ñg÷ Ý ß�IaTUÓQÓQT£ÎKTlÛbËGÎHÑ<OQTbÎHÑ�×K?BC�ÍÏj?BADÛbC+ÍPTÛUË Ú ×PADTbCDC\OQËGÎ�MaTbADC µ Ý2þ TUÛUO¸ÎPËHÌPC7×ZTUA Ú TNÑ�Í�ÏÐÌJÑ<OQÓQOQC\TUA7ÌKÎ'A\LUC\ÌPÓ�Ñ�?�Ñ�ÍEú@à6~ Ý ý�ÓQTUOQÎKTUOQÍK? Ú TNÑk� Ý2Þ ËHÌJÑ<Ëù\ñ ý!Ó Þ òSúo�

Ë �	��Ìd��ÍVÁ]À	ÁL��Â�Þ��k�"!=#n)
S ⊂ ∂M * '+%SN * 0Lf3.FA9%6AU!$CW8�0U%(N9NH#&;:<I%HG α ⊂ ML(S) * '+%M<R.$CS#L'�.=)@#@!='ÅTF19!$eJF1(NH#2? * %yCb%(N * 0U19%-)4%3<L<I%-? * ^ #n<i%U\=#]N()4% * 'ÆCM!$048�5F#]N(CM%K1U? * #L,/.$0(#@.='�) f : Aα → A

Zl�"!$#n)
µ1 ⊂ S * 'CM1:0(#@J$#&%:'-)4%3<�? * % µ1 #n'�)4%:0HN3%9A3)4% α )@0Y.$'ENH,$%:0HN:.=<I%:Cb%('�)z%3)z? * % α '+%oA9!$'�)@#2%:'�)E8E./NWJu^ .$0UA(NWJF%oAU!$CW8�0U%(NHeNH#@!='�,$%:09N

µ1 v .g<�!=09N #n<m%U\=#]N()4% * '+%�N * #n)4%MJF%SCb1(0(#@J$#&%:'xN (νn) ⊂ S
? * #¢AU!='�,/%:02T�%kT�1U!$Cb13)@0H#2? * %(Cb%:'�),$%:09N * '+%�<R.$C #L'�.g)@#@!$' ν ? * #m'+^ #L'�)4%:0HN3%9A3)4%i8E./N α )@0Y.$'EN(,/%:0HN:.g<R%:Cb%:'�)4Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z å Ïj?B×PA\ÜUClñ ý!Ó Þ ò²IGCDO α C\?�Ñ<OQC\Rõ?BO�Ñ+ÓQTUC�ÕHÖ�×ZË�Ñ<ÕPÜbCDTbCêÍPT/ÛUTNÑDÑ<Tg×KADËG×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ�IG?BÓQËGADC�OQÓPTNæ�OQCpÑ<TÌPÎKT�RSTUÌKOQÓQÓQT�ÕPË Ú ËâÛUÓQOãÎPO Ô ÌKT l ⊂ S
Ñ<TUÓãÓQT Ô ÌKT l ∪ α TUCpÑ7ÌKÎPT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ý Ê7Ë�Ñ<ËGÎPC α′ ⊂ αÓã?�ADLUÌPÎKOQËGÎ�ÍKTUC Ú OQÎPO Ú ?BÌJæ�ÍPT l̄ óPÍÏj?G×PADÜUClÓã?�ÛUËGÎPCpÑ<A\ÌPÛNÑ<OQËHÎ�ÍPT
ñ ý�Ó Þ ò�I α′ TUCpÑ7TUÎ�×¥ËGC\O�Ñ�OQËGÎ�×KADLNÑ<TbÎPÍPÌKT×K?GA+A\?B×K×¥ËGArÑgà

µ1 Ý á¸ËGÌBépËGÌPADC�Í�Ïj?B×PADÜbC�ñ ý!Ó Þ ò¥ÛbTUÛUOÂTbÎHÑ<A\?	�SÎPT Ô Ì�ÏÐOQÓÂTNæ�OQCpÑ<T7ÌPÎPT7CDÌKO�Ñ<T (νn)
ÍKT Ú LUADOãÍPOQTUÎKCÍPT

S Ô ÌKOZMaLUA\O�íKT��Ù
(νn)

ÛUËGÎHMaTbADìGT=ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ£MaTUADC£ÌKÎPT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎ ν Ô ÌPO�ÎÏÐOQÎaÑ<TUArÙ�CDTbÛNÑ<T�×Â?BC l Ñ<A\?BÎKCpMaTUArÙC<?BÓQT Ú TUÎHÑÙg×ZËGÌPAlÑ<ËHÌJÑ7MaËGOQC\OQÎÂ?BìGT V(l)
ÍKT

l
I¥OQÓ�TNæ�OQCpÑ<T

n0
Ñ<TbÓ Ô ÌPT:×ZËGÌPA n ≥ n0

I
νn
×¥TbÌJÑo}NÑ<A\T=ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥LÍK?GÎPC V(l) Ý

å TgÛbTNÑDÑ<TgÍPTbADÎPOQÜbADTg×PADËH×PADOQLNÑ�LgËGÎ�ÍPLbÍPÌPO�Ñ Ô ÌKT ν Î�ÏÐOQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<Tg×K?GC α−α′ T_Ñ�Óã?�×PADT Ú OQÜUA\T�×KADËG×PA\OQLNÑ<LÎPËHÌPCl×¥TUA Ú TNÑ�?BÓQËGADClÍKT!ÛUËGÎPÛbÓQÌPADT Ô ÌPT ν Î�ÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T�×K?BC α Ñ<A\?BÎKCrMâTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ Ý
ï�Î'?B×P×KÓQO Ô ÌK?BÎaÑ£ÛUTNÑ\Ñ<T!×PA\ËG×¥ËGC\O�Ñ<OQËHÎ�à�Û�ÕÂ?BÛUÌKÎPT!ÍKTUC/Óû? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎPC βn ∩ S(βj)

IPËGÎ�TUÎ�ÍKLUÍPÌPO�Ñ Ô ÌPT
S(βj)

ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ
ÌPÎKT�C\ÌPO�Ñ<T�ÍPT Ú LUA\OQÍPOQTUÎKC Ô ÌKO/ÛUËGÎHMâTUADìGT�ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�MaTUA\C�ÌPÎKT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT ν Ô ÌKOêÎ�ÏÐOQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T�×K?BC βj Ñ<A\?GÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ Ý�þ Ë Ú�Ú T λ ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T�×K?BC βj Ñ<A\?BÎKCrÙMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ~I�?BÓQËGA\C λ∩S(βj) ⊂ βj TNÑ ν ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T�×K?BC λ Ñ<A\?GÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ Ý�å Ïv?B×PADÜUCgÓQT�ÛUADO�Ñ�ÜUADTÍPT þ ?BC\C\ËGÎI ν ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ£ÌKÎPT!RõTUÌPOQÓQÓQT�ÕPË Ú ËâÛUÓQOQÎKO Ô ÌPTGIKÛUT Ô ÌPOÛUËGÎaÑ<ADTUÍKO�Ñ£ÓQT�ÓQT Ú�Ú T�ß Ý ß Ý
å LUÍKÌPOQC\ËGÎPCpÙ�TbÎ Ô ÌPT/ÓQT/CDÌK×P×ZËGArÑ�ÍPT βn TUCpÑ+OQÎPÍPLb×¥TUÎKÍK?BÎHÑ+ÍPT n ÝaÞ ËGO�Ñ βj ÌPÎKTgÛUË Ú ×¥ËHC\?GÎHÑ<T/ÛUËGÎPÎKTNæ�TÍPT
β
ó¥C\O

βj
TUCpÑ�ÌPÎKT=RõTUÌPOQÓQÓQT�RSTUA Ú LUTGIZ?BÓQËGADC�×ZËGÌPAlÑ<ËHÌJÑ n I βj ⊂ βn Ý2Þ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC7ÍKËGÎPÛ Ô ÌKT βj ÎÏÐTUCpÑ×K?GC�ÌPÎPT�RSTUÌKOQÓQÓQT�RSTUA Ú LUT Ýå Ïj?G×PADÜUC!ÛUT Ô ÌPOê×PADLUÛbÜUÍPTGI S(βj)

TbCrÑ�OQÎPÛbË Ú ×PA\TUC\CDOãØPÓQT�TNÑ!ÍKËGÎPÛ�ÓÈÏj?BÛNÑ�OQËGÎ�ÍPT
i∗(π1(S(βj)))

CDÌKA�C\ËGÎ C\ËGÌPCpÙ|?BA\ØPADT�OQÎHMH?BADOã?BÎHÑ Ú OQÎPO Ú ?GÓ AS(βj) ⊂ A
TUCpÑ$à�×ZTNÑ<O�Ñ<C�CpÑ�?BØPOQÓQOQC<?�Ñ�TUÌPADC

ÍÏj?GAY}NÑ<TUC Ý¸þ Ë Ú�Ú T β ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T�×K?BC ∂′S̄(βj)
I�?BÓQËHADCbI�×¥ËGÌKA

n
?BC\C\T3��ìGA\?GÎPÍI

βn
Î�ÏÐOQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T�×K?GC

∂′S̄(βj) Ý ÿ�Î�TUÎ�ÍKLUÍPÌKO�Ñ�ÍÏjÌPÎPT/×K?BApÑ Ô ÌPT βjn = βn∩S(βj)
TUCpÑ�ÌKÎPT/Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌPADLUTTNÑgÍÏj?GÌJÑ<ADT7×K?GArÑ Ô ÌPTGIâ×¥ËGÌKA+Û�ÕK? Ô ÌPT7ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T7ÍPT ∂′S̄(βj)
IaÓÈÏj?BÛ_Ñ<OQËGÎ
ÍKT£ÓÈÏÐLbÓQL Ú TUÎaÑgÛUËGADA\TUC\×¥ËGÎKÍK?BÎHÑÍPT

π1(∂M)
?�ÌKÎÄ×¥ËGOQÎaÑ�í�æ�T:ÍÂ?BÎPC AS(βj) Ý ÿ�ÎÄ×ZTUÌJÑ�ÍPËHÎPÛ�?B×K×PÓQO Ô ÌKTUA7ÓQT�Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T:ÍPT Þx� ËGA\?@ñ Þx� ò²IÍÏj?G×PADÜUC�ÓQT Ô ÌKTUÓ�Óã?ÄÓã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎüìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TbCDÌKADLUT βjn TUCpÑ�ÍPÌK?GÓQT$ÍPT$ÓÈÏj?BÛNÑ�OQËGÎüÍKT π1(S(βj))

C\ÌPA
AS(βj) Ý ï�Î�Rõ?BOQC<?BÎHÑlÛUT�A\?BOãCDËGÎKÎPT Ú TUÎHÑl×ZËGÌPA�Û�ÕÂ? Ô ÌKT�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÛUËGÎPÎKTNæ�T�ÍPT β I�ËGÎ�TUÎ�ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌPTÓã?�C\ÌPO�Ñ<T:ÍPTbC7C\ÌP×P×ZËGArÑ�C£ÍKTUC

βn
TbCrÑ�ÛUËHÎPCpÑ�?BÎHÑ�T Ý¥î ?�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎÄìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT β TUCpÑ�ÓQT:CDÌK×P×ZËGArÑ�Í�ÏÐÌPÎPTÓã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎ�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌPADLUT βn ÍKT!ÛUTNÑ\Ñ<T!C\ÌPO�Ñ�T�ó Ú ÌKÎPOQC\C\ËGÎPC β ÍKT!Óã? Ú TUC\ÌPADT!ÍKT βn TNÑ£ÎKË�Ñ<ËGÎKC

β
Óã?�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT Ú TUC\ÌPA\LUT!ËGØ�Ñ<TUÎâÌKT Ý
>ÄËGÎHÑ<A\ËGÎPC�TbÎ�íKÎ Ô ÌPT β TUCpÑ/?BÎKÎâÌPÓã?BOãADT ÝPþ Ë Ú�Ú T β TbCrÑ Ú ?BOQÎaÑ<TUÎÂ?BÎHÑ/ÌPÎPT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ$ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTÚ TbCDÌKADLUTGIJCDËHÎ
C\ÌP×K×¥ËGApÑ�TbCrÑ/ÌPÎKT7ADLUÌPÎKOQËGÎ$ÍPT7ÛUËGÌKADØ¥TbC�CDO Ú ×PÓQTUC�T_ÑgÍPT Ú OQÎPO Ú ?BÌJæ
TNæ�ÛUTb×JÑ<OQËGÎKÎPTUÓQC Ý ö Óã?

EJð



ADLUÌKÎPOQËGÎ�ÍPTUCgC\ÌPADRõ?GÛUTUC
S(βj)

T Ú ØPA\?GCDC\LUTbC�×Â?BA�ÓQTUC Ú OQÎPO Ú ?BÌJæ$TNæ�ÛUTU×�Ñ<OQËGÎKÎPTUÓQC βj ÍPT β IP?�érËGÌJÑ�ËGÎPCgÍPTbCMaËGOQC\OQÎÂ?BìGTUC/?GÎPÎâÌKÓã?BOQADTUCgÍKTUCgRSTUÌKOQÓQÓQTUCgRSTbA Ú LUTbCgÍPT β Ô ÌKOZÎPT�C\ËGÎHÑl×K?GCgÛUËGÎHÑ<TbÎâÌPTUCgÍÂ?BÎPCgÓQT�Ø¥ËGA\Í$T_ÒZTUÛ_Ñ<OQR
∂′S̄(βj)

ÍÏÐÌKÎPT�CDÌKADRõ?BÛUT�T Ú ØPA\?BC\C\LUT�×K?BA�ÌKÎ Ú OQÎKO Ú ?BÓ�T_æ�ÛUTU×�Ñ<OQËGÎPÎKTUÓ�ÍPT β óZÎPË�Ñ�ËGÎPC S(β)
Óã?
C\ÌPADRõ?GÛUT

?BOQÎKCDO�ËHØJÑ<TUÎJÌPT Ý �ê?BA£ÍPL_íÂÎPO�Ñ<OQËGÎ'ÍKT β IÂ×¥ËHÌPA/Ñ<ËGÌJÑ�T�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T Σ
ÍPT

∂M − S(β)
I
i∗(π1(Σ))

?�ÌPÎ
×ZËGOQÎHÑlíPæ�T!ÍÂ?BÎPC A Ý
· ���¸�ª�wÒ��RÒ��oÓ�.y<R.$CS#L'�.=)@#@!='-T�1U!VJF1(NH#@? * % β %(N()h.$'�' * <R.$#L0U%VZ
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô ÌPT S(β)

ÛbËGÎHÑ<OQTUÎaÑ�ÌKÎ!ÛbËGÌPADØZT�×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌPT µ Ý ��ÌPOQC Ô ÌKT β ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T×K?GC
λ
Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ:ùÈ?/��A Ú ?�Ñ<OãËGÎ�V Ý EGú_IPÍÏj?B×KADÜUClÓã?�ÛbËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ b1)

I
µ
ÎÏÐTUCpÑ£×Â?BC/ÛUËHÎHÑ<TUÎJÌPT!ÍK?BÎKC

β
I�ÍPËGÎKÛ

µ
TUCpÑ$ÛbËGÎHÑ<TUÎJÌPTÄÍK?BÎKC�Óû?(C\ÌKADRõ?BÛUTÄT Ú ØKA\?BC\C\LUTÄ×K?BA
ÌPÎ Ú OQÎKO Ú ?BÓ7TNæ�ÛUTb×JÑ<OQËGÎKÎPTUÓ βj ÍPT β Ý

þ Ë Ú�Ú T ρn(i∗(µ))
TUCpÑ£×K?BA\?GØ¥ËGÓQO Ô ÌPT!×¥ËGÌKA�Ñ<ËHÌJÑ n IPÓÈÏj?BÛ_Ñ<OQËGÎ�ÍKT i∗(µ)

?�ÌPÎ�×ZËGOQÎHÑlí�æ�T!ÍÂ?BÎPC AS(βj)

I
ÍPËHÎPÛ

βj
ÎÏjOQÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T=×K?BC

µ Ý¥å Ïj?G×PADÜUC7ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ�OQËGÎ@E Ý ¦�ËGÎ'TUÎ'ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌPT=C\ËGO�Ñ µ ⊂ ∂′S(βj)
IÂC\ËGO�Ñ

µ ⊂ βj Ýaå ?BÎPC�ÓQTUC+ÍKTUÌJæ�Ûb?BCbIaËGÎ�ËGØJÑ�OQTUÎHÑ�ÌPÎPT£ÛUËGÎHÑ�A\?BÍPOQÛ_Ñ<OQËGÎ�TUÎHÑ�ADT£Óã?!ÛbËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ b1)
TNÑ�ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OãËGÎV Ý E ÝÂî ?�C\ÌPA\Rõ?BÛUT S(β)

ÎPT�ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ£ÍKËGÎPÛ!×Â?BClÍPT�ÛUËGÌPA\Ø¥TUCl×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPTUC Ý
þ Ë Ú�Ú T S(β)

TUCpÑ�OQÎKÛUË Ú ×PADTUC\C\OQØPÓQT�ù4TNÑ�ÎPT$ÛUËGÎHÑ<OãTUÎHÑ�×K?BC�ÍKT
ÛUËGÌKADØZTUC:×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTUC�úNI�ËGÎ�×ZTUÌJÑÛUËGÎKC\OQÍPLUADTbA�ÌKÎPT�C\ËGÌPCpÙÈMH?BADOQLNÑ�L�Ûb?GA\?BÛNÑ<LbADOQCpÑ<O Ô ÌKT W A\TUÓã?�Ñ<O�MaT�à
S(β)

ùõMaËGOQAgC\TUÛNÑ�OQËGÎ�E Ý ßHú Ý ��ËGÌKAgÛ�ÕK? Ô ÌPTÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T Σ
ÍPT
∂M−S(β)

I
i∗(π1(Σ))

?£ÌPÎ:×¥ËGOãÎHÑ�í�æ�T�ÍK?BÎKC A I�ÍPËGÎKÛGI~Í�Ïj?B×PA\ÜUCgñ >ÄË Þ EJIbÑ<ÕKLUËGADÜ Ú T
ë é ð Ý E�ò²I�ËGÎ¼×¥TUÌ�Ñ�OQC\Ë�Ñ<ËG×ZTUA W ÍKT Ú ?BÎKOQÜUADT Ô ÌPT$ÓQT$C\ÌP×K×¥ËGApÑ�ÍPT β C\ËGO�Ñ�ÛUËGÎHÑ�TUÎâÌüÍÂ?BÎPC W ∩ ∂M ÝÊ£ËHÌPC=?BÓQÓQËGÎPC:?BÓQËGADC=ÌJÑ<OQÓQOQC\TUAbIÛUË Ú�Ú T�ÍK?BÎPC
ñ ÷�Ëaÿ�ò�Óã?�CrÑ�ADÌPÛNÑ�ÌPADT�ÍKT W Ý Ê7ËGÌPC�C\Ë Ú�Ú TUC�ÍK?BÎKC!ÓãT�Ûb?GCËGç

β
ÎÏÐTUCpÑ�×K?BC!ÌPÎKT Ú ÌPÓ�Ñ<O�Ù|ÛUËGÌPA\Ø¥T�×¥ËHÎPÍPLUA\LUT�ÍPËGÎKÛ β ÛbËGÎHÑ<OQTbÎHÑ�ÌPÎ Ú OQÎPO Ú ?GÓêTNæ�ÛUTb×JÑ<OQËGÎKÎPTUÓ β1 Ý�þ TÚ OãÎPO Ú ?GÓ β1 TUCpÑ:ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌ(ÍÂ?BÎPC=ÓQT�Ø¥ËHADÍ(ÍÏÐÌKÎ I Ù²íÂØPADL W 1 ⊂ W Ý¸Þ ËGO�Ñ F 1 Óã?�C\ÌKADRõ?BÛUT�ÍKT�ØK?BC\T�ÍPÌíKØKADL
W 1 TNÑ q : ∂W 1 → F 1 Óã?�×KADËBérTUÛNÑ�OQËGÎ ÓQT
ÓQËGÎPìÄÍPTUC=íÂØPADTbC Ý¸å Ïj?B×KADÜUC:ÓQT�Ñ<ÕPLUËHADÜ Ú T
ÍPT Þ�� ËGA\?�I×ZËGÌPA/Û�ÕK? Ô ÌPT!ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�T Σ

ÍPT
W 1 ∩ ∂M I Σ ∩ β TUCpÑ£Óã?�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ÍPÌÂ?BÓQT�ÍKT!ÓÈÏj?BÛNÑ<OQËGÎ�ÍPT π1(Σ)C\ÌPA=C\ËGÎ C\ËGÌPCpÙ|?BA\ØPADT�OQÎHMG?GADOã?BÎHÑ Ú OQÎPO Ú ?BÓ+ÍK?BÎKC A Ý�þ Ë Ú�Ú T�ÛUTNÑ\Ñ<T
?BÛNÑ<OQËGÎ�CDT�Rõ?GÛNÑ<ËGADOQC\T�×Â?BA=ÓÈÏj?BÛNÑ<OãËGÎÍPT

π1(W 1) = π1(F 1)
I�OQÓ+TNæPOQCrÑ�T�ÌKÎPT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌPADLUT β′ ∈ ML(F 1)

Ñ<TbÓQÓQT Ô ÌPT
β ∩W 1 ⊃ p−1(β′) Ý ÿ�Î�TUÎ�ÍPLUÍPÌKO�Ñ Ô ÌKT β TUCpÑ7?BÎPÎJÌPÓã?BOQA\T Ý
þ Ë Ú�Ú T β TUCpÑ/?BÎPÎâÌKÓã?BOQADTHIaÓã?:ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ b1)

ÛUËGÎHÑ<A\TUÍPO�ÑgÓQT7Rõ?BO�Ñ Ô ÌPT β ÎÏÐOãÎHÑ<TUArÙêC\TUÛ_Ñ<T7×K?BC λ Ý�þ T_ÑDÑ<TÛUËGÎaÑ<A\?BÍKOQÛNÑ<OQËGÎ'?BÛ�ÕKÜNMaT�Óã?�×PA\TUÌJMaT�ÍPT!Óã?�×PA\ËG×¥ËGC\O�Ñ<OQËHÎ « Ý
� �����E�/������� å Ïj?B×KADÜUClÌKÎ$Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T!ÍPT é ÝÂþ ÕâÌPÛ � ADËbø=I ρ∞ TUCpÑlíÂÍPÜUÓQT�TNÑ£ÍKOQC\ÛUADÜNÑ<T Ý
Ê7ËGÌPC�?BÓQÓQËGÎKC�TUÎPC\ÌPO�Ñ�T�ÛUË Ú ×PÓQLNÑ<TbA�Óã?ü×PA\ËG×¥ËGC\O�Ñ<OãËGÎ « I/?�íKÎ ÍÏÐËGØ�Ñ<TUÎKOQA�ÓQT�ÓQT Ú�Ú T�ÍKT@RõTUA Ú T_Ñ<ÌPADTù4×KADËG×ZËGCDO�Ñ<OQËGÎ £ ú/TUÎ Ú ËGÎHÑ<A<?BÎHÑ Ô ÌKT ρ∞ TUCrÑ�?GCDC\ËâÛbOQLUT:à�ÌKÎPT Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT σ∞ IÂìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ7íÂÎPOQTTNÑ7ÍPËGÎaÑ£Óã?�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌPA\LUT!ÍPT�×PÓQOQC\C<?BìGT�TUCpÑ λ Ý

Ù�¬@� û=±²· ¹+» °4´ ¯�ÀG»¥É�¿�»¼¹�É °È»��Ï� »¼¹+»ÆÚr»¥ÀF� »PµHÉ+ÀG»
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z þ ËGÎKC\OQÍPLUADËHÎPC�ÌKÎPT�C\ÌPO�Ñ�T�ÍPT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZTUC=×¥ËGÎKÍPLUADLbTUC λn ⊂ ML(∂M)

ÛUË Ú�Ú TÍK?GÎPC�ÓÈÏÐLbÎPËGÎKÛUL$ÍPÌüÓQT Ú�Ú T$ÍKT
RõTUA Ú T_Ñ<ÌPADT�ó�à@Û�ÕK? Ô ÌKT Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT σn I�ËGÎü×ZTUÌJÑ�?BC\C\ËâÛUOQTUA�ÌPÎPT$ADTb×PADLNÙC\TUÎHÑN?�Ñ<OQËGÎ
ρn : π1(M) → Isom(H3)

ÍPL_íÂÎPOQT�à�ÛbËGÎBérÌKìH?BOQC\ËGÎ(×PADÜUC Ý�å Ïj?B×PA\ÜUC�Óã?�×KADËG×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ « IËGÎ×ZTUÌJÑ�Û�ÕPËGOãCDOQA�ÓQTbC
ρn
ÍPT�C\ËGArÑ�T Ô ÌPTGI Ô ÌKO�ÑDÑ<T�à$TNæJÑ<A\?BOQA\TGI2Óã?$C\ÌPO�Ñ<T (ρn)

ÛbËGÎHMaTUA\ìGT:MaTUA\C�ÌKÎPT�ADTU×KADLUC\TUÎJÙ
Ñ�?�Ñ�OQËGÎ

ρ∞ : π1(M) → Isom(H3)
íÂÍPÜUÓQT'TNÑ
ÍPOQC\ÛUA\ÜNÑ<T Ý Ê7Ë�Ñ<ËGÎKC λ(p) Óû?�ADLUÌKÎPOQËGÎ ÍPTUC�RSTUÌKOQÓQÓQTUC�ÍPT×ZËGOQÍPC

π
ÍPT

λ Ý�å Ïj?G×PADÜUC�Óã?�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ OQÌÂúNIêÓãTUC�RSTUÌPOQÓQÓQTbC�ÍPT λ(p) ÛUËGADADTbCD×ZËGÎPÍKTUÎHÑ�à@ÍKTUC�×¥ËHOQÎHÑ<TUC�ÍPTA\?BÎKì
1
ÍPT
ρn(π1(M))

×¥ËGÌKAêÑ<ËGÌ�Ñ
n ÝJþ Ë Ú�Ú T (λn)

ÛUËGÎaMaTUADìGT/MâTUADC
λ
ÍK?BÎKC ML(∂M)

Ia×¥ËGÌKA
n
?BC\C\T3�

ìGA\?GÎPÍIKÑ�ËGÌJÑ<T:×ZËGOQÎHÑ�T:ÍPT:A<?BÎPì
1
ÍPT

ρn(π1(M))
TUCpÑ�ADTU×KADLUC\TUÎHÑ�LUT:×Â?BA7ÌPÎPT�RSTUÌPOQÓQÓQT�ÍPT

λ(p) Ý2þ Ë Ú�Ú T
ρn
ÛUËGÎaMaTUADìGTHI�ÓQTUC�RSTUÌPOQÓQÓãTUC:ÍPT

λ(p) ÛUËGADA\TUC\×¥ËGÎKÍPTUÎaÑ�à'ÍPTbC=LbÓQL Ú TUÎaÑ<C:×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTUC=ÍKT ρ∞(π1(M)) Ý
þ ËGÎKC\OQÍPLUADËHÎPCêÌPÎKT�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T S ÍPT ∂M−λ(p) ó�ÓÈÏj?B×K×PÓQOQÛb?�Ñ<OQËGÎ fn = i◦h′n : S → N(ρn)

ÛUË Ú ×ZËGC\LUT

EGE



ÍPT:ÓÈÏÐOQÎPÛUÓQÌKC\OQËGÎ
i : S → M

TNÑ�ÍKT=ÓÈÏÐTNæJÑ<TUÎPC\OQËGÎÄÎK?�Ñ<ÌKADTUÓQÓQT
h′n : M − λ(p) → N(ρn)

ÍKT=ÓÈÏÐÕPË Ú LUË Ú ËGArÙ×PÕKOQC Ú T hn : M → N(ρn)ep
TUCpÑ
ÌKÎPT N * 0nf:.FA9%¢8+<>#]N9N31H% Ý�þ ÏÐTUCpÑDÙ|à�Ù�ÍPOQADT Ô ÌPT�C\O sn TUCrÑ
Óû? Ú LNÑ<A\O Ô ÌPTOQÎPÍKÌPO�Ñ�T:×Â?BA

fn
I
sn
TUCpÑ!ÌPÎKT Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT�ÕHÖP×¥TUA\Ø¥ËGÓQO Ô ÌPT�ÛUË Ú ×KÓQÜNÑ<T�TNÑ�Ñ�ËGÌJÑ!×ZËGOQÎHÑ x ∈ S TUCpÑ!ÛUËGÎHÑ<TbÎâÌÍK?GÎPC�ÓÈÏÐOQÎHÑ�LUADOQTUÌKA+Í�ÏÐÌPÎ�C\TUì Ú TUÎaÑ k IâìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT£×ZËGÌPA sn IGÑ�TUÓ Ô ÌPT fn(k)

TbCrÑgÌPÎ
C\TUì Ú TbÎHÑ�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPTÍPT
H3/ρn(π1(M)) Ý è£ÎPT�Ñ<TUÓQÓQT:C\ÌPA\Rõ?BÛUT=×KÓQOQC\C\LUT fn TUCpÑ7Ñ<Ë�Ñ�?BÓQT Ú TUÎHÑ�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKT:CDÌKA£ÓQT:ÛUË Ú ×PÓQL Ú TUÎJÙÑ�?BOQA\T!Í�ÏÐÌPÎPT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT�ù4ÍÂ?BÎPClÓQT!Û~?BClÍPT fn IPOQÓ�CbÏj?BìGO�Ñ7ÍPÌ�CDÌK×P×ZËGArÑ£ÍPT λn ú Ýï�Î ÛUË Ú ×Â?BA\?BÎaÑ:ÛUTUApÑ�?BOQÎPTbC=ÓQËGÎPìGÌKTUÌPA\C�C\ÌPA (S, sn)

?UMaTUÛ�ÍPTUC=ÓQËGÎKìGÌPTbÌPADC=ÍK?GÎPC
(M,σn)

I�ìGAU¨BÛbT�à
ÌPÎ ÓQT Ú�Ú T'ÍÏj?B×K×PADËbæ�O Ú ?�Ñ<OQËGÎ ÍPTUC�ÛUËGÌKADØ¥TbC�ÓQLUìGÜUA\T Ú TbÎHÑ
×PÓQOãCDC\LUTbC'ùÈÓQT Ú�Ú T�ö Ý ð~úNI�ÎKËGÌPC
?BÓQÓQËGÎKC�MaËGOQA
Ô ÌKT£Óû?=ÛUËGÎHMaTUA\ìGTUÎPÛbT7?GÓQìGLUØPA\O Ô ÌPT7ÍKT (σn)

TbÎHÑ<A\?/�ûÎPT7Óã?=ÛUËGÎHMâTUADìGTUÎKÛUT�?BÓQìGLUØKADO Ô ÌKT7ÍÏÐÌPÎKT7CDÌKO�Ñ<T7TNæâÑ<A<?BO�Ñ<TÍPT
(sn) Ý�þ TUÛUOgÎKËGÌPC�×ZTUA Ú TNÑDÑ<A\?@Í�ÏÐTNæâÑ<A<?BOQADT�ÍPT�Óã?�C\ÌPO�Ñ<T�ÍPTUC�C\ÌPADR4?BÛUTUC�×KÓQOQCDC\LUTbC fn ÌPÎPT�CDËHÌPCpÙ�C\ÌPO�Ñ<TÛUËGÎaMaTUADìGTbÎHÑ<T�TNÑ£ÍKT!ÛUËGÎPÛbÓQÌPADT�ÛUË Ú�Ú T!ÍÂ?BÎPC:ñ ÷�Ëaÿ�ò Ý· ���¸�ª�wÒ��]Ô"�bü * #n)2)4% t-%U\=)@0Y.=#L0U%�<R.MN * #@)4%�JF%�Cb1:)@0(#@? * %(N (sn)

AU!$'�,$%:02T�%�.=< T�1V;:0H#2? * %(Cb%:'�)4Z
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z >'ËHÎHÑ<ADËGÎKC+Ñ<ËGÌ�ÑgÍÏj?GØ¥ËGADÍ Ô ÌPT�Óã?=C\ÌPO�Ñ<T (sn)

TUCpÑgØZËGADÎPLbT7ÍK?BÎKC�ÓÈÏÐTUC\×K?BÛbT Ú ËâÍPÌKÓã?BOQADT Ý
î ÏÐTUC\×K?BÛbT Ú ËJÍPÌPÓã?BOãADT�ÍPT S LNÑ�?GÎHÑ'ÓQT Ô ÌPË�Ñ�OQTUÎHÑÄÍPT�ÓÈÏÐTUC\×K?GÛUT�ÍKT�á¸TUOQÛ�Õ Ú�ý ÓQÓQTbA�×Â?BA�ÓQT(ìGADËGÌP×ZT�ÍPTbCÍPO�Ò2LUË�Ñ<ËG×KOQTUC7ÍPT

S
IÂÛUTUÛUO�C\OQìGÎKO�íKT Ô Ì�ÏÐOQÓ�TNæ�OQCpÑ<T=ÌPÎKT�C\ÌKO�Ñ<T (ψn)

ÍKT=ÍPO�ÒZLbË Ú ËGA\×PÕPOQC Ú TUC£ÍPT S Ñ<TUÓãÓQT Ô ÌPTÓã?�C\ÌPO�Ñ<T�ÍKTUC Ú LNÑ<ADO Ô ÌPTUC (ψn∗sn)
TUCpÑ:Ø¥ËGA\ÎPLUT�ÍK?BÎKC�ÓÈÏÐTUC\×Â?BÛUT�ÍPT�á¸TbOQÛ�Õ Ú�ý ÓQÓQTUA Ý ��ËGÌPA=ÛUTUÓã?�I�OQÓ�C\ÌE��Ñ~IÍÏj?G×PADÜUC7ÓQT=ÓQT Ú�Ú T�ÍKT:>'Ì Ú RSËGADÍ�ù4ÛUR Ý ñ þ ïl~�òSú_IKÍKT Ú ËGÎHÑ<A\TUA Ô ÌÏÐOQÓ�TNæ�OQCpÑ<T=ÌKÎPT=ÛUËGÎPCpÑ�?GÎHÑ<T A > 0 Ô ÌPOÈI×ZËGÌPA�Ñ�ËGÌJÑ

n
I Ú OãÎPËGADT!Óû?�ÓQËGÎKìGÌPTbÌPA/ÍKT!Óã?�×KÓQÌPCl×¥TNÑ�O�Ñ<T!ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT!ÍKT (S, sn) Ý¾y¿ �/���xÀ/Á]�+ÂPÒ��ÄÜ���Ó�.bN * #n)4% sn %(N()i;U!$0('+19% Jg.$'ENk<_^ %(N&8E.FA9%�C�!VJ * <R.$#n0Y%VZ

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô Ì�ÏÐOQÓ'TNæ�OQCpÑ<T ÌPÎKT C\ÌKO�Ñ<T ÍPT ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌKTUC C\O Ú ×KÓQTUC αn Ñ�TUÓQÓQTUC Ô ÌPT
lsn(αn) −→ 0 Ý ÿ�Î�×¥TUÌ�Ñ�C\ÌP×K×¥ËGC\TUA Ô ÌPTHI Ô ÌKO�ÑDÑ<T�à�TNæâÑ<A\?GOQADTGI αn ÛUËGÎHMaTbADìGT�ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑ!MaTUA\CÌPÎKT!Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËHÎ�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT α ÝOûú þ ËGÎKC\OQÍPLUADËHÎPC�ÓQT�Ûb?BC�ËGç α OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T λ Ñ<A\?BÎKCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ Ý�Þ ËGO�Ñ I ÌPÎ C\TUì Ú TUÎaÑ�ÍKT α Ô ÌPOOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T

λ
Ñ<A<?BÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ¸ó Ú ÌPÎPOQC\C\ËGÎPC αn ÍÏÐÌKÎPT Ú TUC\ÌPADT�Ñ<A\?BÎKCrMâTUADC\T�ÍKT�×¥ËHOQÍPC 1 Ý ��ËGÌPA n?BC\C\T3��ìGA\?BÎKÍIZËGÎ@?$?BÓãËGADC

i(αn, λn) > i(I,λ)
2 > 0 Ýþ Ë Ú�Ú T lsn(αn) → 0

I2?BÓQËHADC
αn
TbCrÑ!ÓÈÏÕ¨ Ú T:Í�ÏÐÌPÎÑ<ÌKØ¥T�ÍPT�>Ä?BA\ìGËGÌPÓQOQC�ÍPT�×KÓQÌPC�TbÎ@×PÓQÌPC�Óã?BADìGT Ý2å ËHÎPÛGIZC\O k TUCpÑ�ÌKÎ@C\TUì Ú TbÎHÑ!ÍPT λn Ô ÌPO�OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T αnÌPÎKO Ô ÌPT Ú TUÎaÑ�TUÎÄC\TUC�TNæJÑ<ADL Ú O�Ñ<LUCbIZ?GÓQËGADC�OQÓ�TNæ�OQCpÑ<T Kn

Ñ<TUÓ Ô ÌPT lsn(k) ≥ 2Kn
TNÑ
Kn −→ ∞ Ý ÿ�Î@TUÎÍPLbÍPÌPO�Ñ

lsn(λn) ≥ i(λn, αn)Kn −→ ∞
ÛUT Ô ÌPO�TUCpÑ:O Ú ×ZËGC\CDOQØKÓQT�Ûb?BA lsn(λn) = lσ(λn)

TbCrÑ:Ø¥ËHADÎPLUT
ù4ÓQT Ú�Ú T�V Ý ð~ú ÝOQOûú Þ O α ÎÏÐOãÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T�×K?BC λ Ñ<A\?BÎKCrMâTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ~IJÎKËGÌPC/?BÓQÓQËGÎKC�ÍKOQCpÑ<OQÎPìGÌKTUA�ÍPTUÌ�æ
C\ËGÌPCpÙ�Ûb?GCUIJC\ÌPO�MH?BÎHÑ
Ô ÌKT!ÓQT!C\ÌK×P×¥ËHArÑ£ÍPT α ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ7ÌPÎPT�RSTUÌPOQÓãÓQT!RSTUA Ú LUT!ËHÌ�×Â?BC ÝOQOÈÏvú Þ OKÓQTlC\ÌP×K×¥ËGApÑ+ÍKT α ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ�ÌKÎPTlRSTbÌPOQÓQÓQT£RSTUA Ú LUT α1 óHÛUË Ú�Ú TlÛUTbÓQÓQTNÙ�ÛUOKÎ�ÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<Tl×Â?BC λTUÓQÓQT£ÎÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ�Tl×K?BC

δ
ÎKËGÎ�×KÓQÌPC7ù4Óã? Ú ÌPÓ�Ñ<O�Ù|ÛUËGÌPA\Ø¥T δ TbCrÑ�Óã? Ú } Ú T Ô ÌKTlÛUTUÓQÓQT£ÍPL_íÂÎPOQT£?BÌ�ÍKLUØPÌ�Ñ+ÍKTlÓã?×PA\TUÌJMaT!ÍPT�Óã?�×PA\ËG×¥ËGC\O�Ñ�OQËGÎ « ��ÛGÏÐTUCpÑ£Óã?�ADLUÌPÎKOQËGÎ�ÍKTUC/RSTUÌPOQÓQÓãTUC/RSTUA Ú LUTUC/ÍKT λ TNÑ£ÍPTUC/ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<TUC/ÍPTbCØZËGADÍPC�T_ÒZTUÛNÑ�OQRSC

∂′S̄(λi)
ÍPTUC�C\ÌPADR4?BÛUTUC�T Ú ØKA\?BC\C\LUTUC�×K?BA�ÓQTbC Ú OãÎPO Ú ?GÌJæ�TNæ�ÛbTU×JÑ<OQËHÎPÎPTbÓQC λi ÍPT λ∩∂M ú Ý��ËGÌPA�Ñ<ËGÌ�Ñ

η > 0
óâÎKËGÌPC�?GÓQÓQËGÎPC�ÛUËGÎKCrÑ�ADÌPOQADT7ÌPÎKT7ÛUËGÌPADØZT£C\O Ú ×PÓQT cη Ô ÌPO¥OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<TlÑ<A\?BÎKCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ

α1 TUÎ ÌKÎ¼ËGÌ ÍKTUÌJæ¼×¥ËHOQÎHÑ<C�TNÑ�Ñ<TUÓQÓQT Ô ÌPT i(cη, λ − α1) < η Ý�Þ ËGO�Ñ η > 0 Ý Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC S1 TNÑ S2 ÓQTbCÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<TUC�ÍPT S − (δ ∪ α1)
ØZËGADÍPLUTbC!×Â?BA

α1 óÎKËGÌPC=?UMaËGÎKC�ÍPTUÌJæ�CDO�Ñ<ÌK?�Ñ�OQËGÎPC�×¥ËGC\C\OQØKÓQTUC!C\ÌPO�MH?BÎHÑ
Ô ÌKT S1 TNÑ S2 C\ËGÎHÑ7ÛUËGÎPRSËHÎPÍPÌKTUClËGÌ�ÎKËGÎ Ý
Þ O S1 = S2 óÂÛUË Ú�Ú T ∂S1 ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T�×K?BC λ Ñ<A\?GÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ�IKOQÓ�T_æ�OQCpÑ<T�ÌKÎPT�ÛUËGÌKADØ¥T�C\O Ú ×PÓQT

c′ ⊂ S1 Ñ�TUÓQÓQT Ô ÌKT i(c′, λ) ≤ η
TNÑ�ÌPÎü?BA\Û

k
Ñ<TUÓQC Ô ÌKT k ∩ c′ = ∂k

I
i(k, λ − α1) ≤ η

2

TNÑ Ô ÌPT kOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T
α1 TUÎ ÌKÎ C\TUÌKÓ+×¥ËGOQÎaÑ Ý �ê?BA:Û�ÕPOQADÌKADìGOQT
ÍPT c′ ÓQT
ÓQËGÎPìÄÍPT k I�ËGÎ�ËGØJÑ�OQTUÎHÑ~I�?B×PADÜbC:ÕPË Ú Ë�Ñ<Ë�Ù×POQTHIZÍKTUÌJæ@ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC�C\O Ú ×KÓQTUC�RõTUA Ú LbTUC cη TNÑ c′′ Ô ÌPOêOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<TbÎHÑ α1 TUÎ�ÌPÎ�×¥ËGOãÎHÑ�TNÑ�Ñ<TUÓQÓQTUC Ô ÌPT

i(cη, λ− α1) ≤ η Ý
Þ O S1 6= S2 ó�OQÓ�T_æ�OQCpÑ<T�ÍPTUÌ�æ ÛUËGÌPA\Ø¥TUC�RSTUA Ú LUTUC�C\O Ú ×PÓQTUC c1 ⊂ S1 TNÑ c2 ⊂ S2 Ñ<TUÓQÓQTbC Ô ÌPT

i(c1, λ) ≤ η
4

TNÑ
i(c2, λ) ≤ η

4

TNÑ�ÌPÎ@?BADÛ
k
érËGOQìGÎÂ?BÎHÑ

c1
à
c2
Ñ<TUÓQC Ô ÌKT i(k, λ− α1) ≤ η

4 Ý¥î
?�ÛUËGÌKADØ¥T

EBß



α1

k

c′

S1

c2

S2

S1 = S2 S1 6= S2

c1

� 1n�i� ß 

c2k
−1c1k

TUCpÑ!ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥T�?
ÌKÎPT�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT�RSTUA Ú LUT�C\O Ú ×PÓQT cη Ô ÌKO�OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T α1 TbÎ@ÍKTUÌJæÄ×ZËGOQÎHÑ�CTNÑlÑ<TUÓQÓQT Ô ÌPT i(cη, λ) ≤ η ù4ÛbR Ý íKìHÌPADT�ßHú Ý
å ?BÎKCgÓQTUC/ÍPTUÌ�æ
Û~?BCUI�ËGÎ�?�ËGØJÑ�TUÎâÌ�ÌPÎKT�ìGLbËâÍPLbCDO Ô ÌPT�C\O Ú ×PÓQT�RSTbA Ú LUT cη Ô ÌKOZOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T α1 T_Ñ�Ñ�TUÓQÓQT

Ô ÌKT i(cη, λ − α1) ≤ η Ý¸þ Ë Ú�Ú T α1 ÎÏÐTUCpÑ:×Â?BC=ÌPÎPT�RSTUÌPOQÓãÓQT�ÍKT�×¥ËGOQÍKC π ÍPT λ I�OQÓ+TNæ�OQCpÑ<T ε > 0
Ñ<TUÓ

Ô ÌKT=×ZËGÌPA n ?BC\C\T3�:ìGA<?BÎPÍI¥ÓÈÏj?BÎKìGÓQT:ÍKT=×KÓQOQC\C\?GìGT:ÍPT N(ρn)
TUÎ

α1 TbCrÑ�OQÎKRSLUADOQTUÌKA�à π − ε Ý Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC k1TNÑ
k2 ÓQTUC£ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TbC/ÍKT cη − α1 ùÈ?UMaTbÛ!L_MaTUÎHÑ<ÌKTUÓQÓQT Ú TUÎHÑ k1 = k2 ú2ó�í�æ�ËGÎKC n TNÑ7ÎPË�Ñ<ËHÎPC k̃1 TNÑ k̃2

ÍPTbC�ADTUÓQT_MaLUC�ÍKT
k1 TNÑ k2 à ∂H(ρn)

Ñ�TUÓQC Ô ÌKT k̃1 6= k̃2
TNÑ Ô ÌPT ¯̃

k1 ∩ ¯̃
k2 6= ∅ Ý¸Þ ËGOQTUÎaÑ κ̃j I j = 1, 2

I
ÓQTUC�CDTbì Ú TUÎaÑ<C7ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC7ÍPT H3 Ô ÌKOKérËGOQìGÎKTUÎHÑ�ÓQTUC7T_æâÑ<ADL Ú O�Ñ<LUC7ÍKT k̃j ùSMaËGOQA£íKìHÌPADT=Vaú Ý ��ËGÌPA j = 1

k̃1
k̃2

κ̃1

κ̃2

gκ̃1x̃1

> ε
2

> ε
2 x̃2

gx̃1

gk̃1

� 1n�i� V 
ËGÌ

2
I
∂kj
TUCpÑ�ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌ�ÍK?BÎKC

α1 T_Ñ α1 TUCpÑ�ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKT�ÍK?BÎKC=Óã?'ÓQO Ú O�Ñ�T�ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT�ÍKT αn Ý¸å ËGÎPÛ×ZËGÌPA
n
?BC\CDT`�$ìGA\?BÎKÍI

kj
OQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T

αn
TUÎ¼?BÌ Ú ËGOQÎKC�ÍPTUÌJæ�×ZËGOQÎHÑ<C Ý�þ Ë Ú�Ú T αn TUCpÑ�ÓÈÏÕ¨ Ú T$Í�ÏÐÌPÎÑ<ÌKØ¥T�ÍPT
>@?BADìHËGÌPÓQOQC�Ñ<A\ÜUC:Óã?BADìGTHI�ÛUTUÛUO�TUÎHÑ�A\?	�ûÎPT Ô ÌPT lsn(kj) −→ ∞ Ý�þ Ë Ú�Ú T i(kj , λ) ≤ η

I¸?GÓQËGADCbI
×ZËGÌPA

n
?GCDC\T3�:ìGA\?BÎKÍI

i(kj , λn) < 2η Ý¥å Ïj?B×KADÜUC7ÓQT=ÓQT Ú�Ú T:ö Ý EJI¥×¥ËGÌKA η CDÌE��C<? Ú�Ú TUÎaÑ�×¥TNÑ�O�Ñ~IÂÓQTUC kjC\ËGÎHÑ�ÍPTUC�CDTbì Ú TUÎaÑ<C Cη Ù Ô ÌK?BC\O�Ù|ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTUC�×ZËGÌPA σn I�ÍPËHÎPÛ lσn(κj) −→ ∞ Ý Ê£Ë�Ñ<ËGÎKC g ÓÈÏÐLUÓãL Ú TUÎaÑÍPT
ρn(π1(M)) Ô ÌPO�TUÎaMaËGOQT k̃1 C\ÌPA�ÌKÎ ?BA\Û Ô ÌKO�OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T k̃2 ó�C\O k1 6= k2 I�?BÓQËGA\C g ADTU×KADLUC\TUÎHÑ�T cη?BÓQËGA\C Ô ÌPT:CDO k1 = k2 I¥ÛGÏÐTUCpÑ�ÓQT:Û~?BADADL:ÍPT:ÓÈÏÐLUÓQL Ú TUÎHÑ!ADTU×KADLUC\TUÎHÑ�?GÎHÑ cη Ý è£ÎKT=ÍKTUC7ÛUËGÎKC\L Ô ÌKTUÎPÛUTUC�ÍPT:Óã?×PA\TUÌJMaT�ÍPÌ�ÓQT Ú�Ú T!ö Ý E�TUCpÑ Ô ÌKTGIP×¥ËHÌPA η C\Ìx��C\? Ú�Ú TbÎHÑ£×ZTNÑ<O�Ñ~IPÓQTUClC\TUì Ú TUÎHÑ�C κ̃1 T_Ñ κ̃2 RSËGÎaÑ~IPTUÎ�ÓQTUÌPATNæâÑ�ADL Ú O�Ñ<L�ÛbË Ú�Ú ÌKÎPTGIÌPÎ(?BÎPìGÓQT�C\ÌP×ZLUADOQTbÌPA!à ε

2

T_Ñ Ô Ì�ÏÐOQÓ�TUÎ�TUCpÑ=ÍPT Ú } Ú T�ÍKT κ̃2 TNÑ g(κ̃1) Ý�Þ ËHOQTUÎHÑ
x̃1
TNÑ
x̃2
ÓQTbC Ú OQÓQOQTbÌJæ
ÍPT κ̃1 TNÑ κ̃2 óâÛUË Ú�Ú T�ÓÈÏj?BÎPìGÓQT Ô ÌKT7RSËGÎaÑ κ̃1 T_Ñ κ̃2 TbÎ
ÓQTUÌKA�TNæJÑ<ADL Ú O�Ñ<L7ÛbË Ú�Ú ÌKÎPTTUCpÑ Ú OQÎPËGADL�×Â?BA ε

2

TNÑ Ô ÌPT lσn(κj) −→∞ óP?BÓQËGADC/ÓQTUC/ÓQËGÎKìGÌPTUÌKADCgÍKTUCgC\TUì Ú TUÎHÑ�CgìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUC [x̃1, x̃2]TNÑ
[x̃2, g(x̃1)]

C\ËGÎaÑ�ìGA\?BÎKÍPTUC!TNÑ�ÓÈÏj?BÎKìGÓQT ̂x̃1x̃2g(x̃1)
TUCpÑ�×PA\ËâÛ�ÕPT�ÍKT

π Ýî ?�ADLUÌPÎKOQËGÎ k̃ ÍPTbC�C\TUì Ú TUÎHÑ�CìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC [gi(x̃1), gi(x̃2)]
T_Ñ

[gi(x̃2), gi+1(x̃1)]
×ZËGÌPA

i ∈ Z TbCrÑ�ÍKËGÎPÛ:ÌPÎKT Ô ÌK?BC\O�Ù�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT:TNÑÓã?$ÓQËHÎPìGÌPTbÌPA
lσn(k̃/g)

ÍKT�C\?$×KADËBérTUÛ_Ñ<OQËGÎ�ÍÂ?BÎPC
H3/ρn(π1(M))

TUCpÑ�ìGA<?BÎPÍKT Ý ��OQÎK?BÓQT Ú TUÎHÑ~ICDO c∗η TUCpÑÓã?�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT=×¥ËHÌPA σn ÍK?BÎKC£Óã?�ÛUÓã?BC\C\T�Í�ÏÐÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×POãT�ÍKT cη I¥?BÓQËGADC lσn(c∗η)→∞
IÂÛUT Ô ÌPO�ÛUËHÎHÑ<ADTbÍPO�ÑÓã?�ÛUËGÎHMaTUA\ìGTUÎPÛbT�?BÓãìGLUØPADO Ô ÌPT�ÍPT ρn ÝOQO��rú Þ OZÓQT�C\ÌP×K×¥ËGArÑ/ÍKT α ÎPT�ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑl×K?BC/ÍPT�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUCgRSTUA Ú LUTUCbIP?BÓQËGADC/OQÓZÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑlÌPÎ Ú O�ÙÎPO Ú ?BÓ¥TNæ�ÛbTU×JÑ<OQËHÎPÎPTbÓ Ý�þ Ë Ú�Ú T α ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T7×K?BC λ Ñ<A<?BÎPCpMaTUA\C\?BÓQT Ú TUÎaÑ~IâOQÓ¥TNæ�OQCpÑ�TGIâ×¥ËGÌKA�Ñ�ËGÌJÑ η > 0

I
ÌPÎKT+ìGLbËâÍPLbCDO Ô ÌPT�RSTUA Ú LUT cη Ô ÌPOâOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T α Ñ<A\?BÎKCrMâTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑêTNÑ¸Ñ<TUÓQÓQT Ô ÌPT i(cη, λ) ≤ η Ý ÿ�Î�?7?BÓQËGADC×ZËGÌPA

n
?BCDC\T3�7ìGA\?BÎKÍ

i(cη, λn) ≤ 2η Ý �¸ËGÌKA η C\Ìx��C<? Ú�Ú TUÎHÑ�×ZTNÑ<O�Ñ~IaÍ�Ïj?B×PADÜbC+ÓQT7ÓQT Ú�Ú T£Í�Ïj?B×P×KADËbæ�O Ú ?�Ù
E�V



Ñ<OQËGÎ(ÍPTbC!ÛbËGÌPADØZTUC�ÓQLUìGÜUA\T Ú TUÎaÑ=×KÓQOQCDC\LUTbC�ù4ÓQT Ú�Ú T�ö Ý ð�úNI cη TUCpÑ=ÌKÎPT Cη Ù Ô ÌK?BC\O�Ù|ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT�×ZËGÌPA σn Ý
þ Ë Ú�Ú T lsn(αn) −→ 0

I�ËGÎ�?�TbÎPÛUËGA\T
lsn(cη) −→ ∞

I�ÍPËHÎPÛ
lσn(c∗η) −→ ∞

ÛUT Ô ÌPO+ÛUËGÎHÑ<A\TUÍPO�Ñ�Óã?ÛUËGÎaMaTUADìGTbÎPÛUT=?BÓQìGLUØPA\O Ô ÌPT�ÍKT ρn Ý��OQÎÂ?BÓQT Ú TbÎHÑ~IZOQÓêÎÏÐTNæPOQCrÑ�T�×K?BC�ÍPT�CDÌKO�Ñ<T (αn)
ÍKT�ÛUËGÌKADØ¥T�RSTbA Ú LUTbC£Ñ�TUÓQÓQT Ô ÌPT lsn(αn) −→ 0

TNÑ�ÓQT
ÓQT Ú�Ú T�ÍPT�>ÄÌ Ú RõËGADÍ�×ZTUA Ú T_Ñ£ÍPT!ÛbËGÎPÛUÓQÌKADT Ý

þ Ë Ú�Ú T (sn)
TUCpÑ�ØZËGADÎPLUT�ÍÂ?BÎPC!ÓÈÏÐTUC\×K?BÛbT Ú ËâÍPÌKÓã?BOQADTGI2ËGÎ�×ZTUÌJÑ�TUÎ�TNæâÑ<A<?BOQADT�ÌKÎPT�C\ËGÌPCpÙ�C\ÌKO�Ñ<T Ô ÌPOÛUËGÎaMaTUADìGT�ÍK?BÎKC�ÓÈÏÐTbCD×Â?BÛUT Ú ËâÍPÌKÓã?BOQADTGIJÛHÏÐTUCpÑDÙ|à�Ù|ÍPOQADT Ô ÌÏÐOQÓZTNæPOQCpÑ<T�ÌPÎKT�CDÌKO�Ñ<T�ÍKT�ÍPO�ÒZLUË Ú ËGAD×KÕPOQC Ú TbC ψn :

S → S
Ñ<TUÓQC Ô ÌKT ψn∗sn ÛUËGÎHMâTUADìGT=?BÓQìGLUØKADO Ô ÌKT Ú TbÎHÑ/MaTbADClÌPÎKT Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT s∞ ÝÂþ Ë Ú ×PÓQLNÑ�ËGÎPClÓã? Ú ÌKÓ�Ñ<O�ÙÛUËGÌKADØ¥T
δ∩S TUÎ�ÌKÎPT/ÍKLUÛUË Ú ×¥ËGC\O�Ñ<OãËGÎ�TbÎ�×Â?BÎHÑ�?BÓQËHÎPC�ÍKT S−⋃j S(λj)

TNÑ�ÎPË�Ñ<ËHÎPC
δS
Óã? Ú ÌPÓ�Ñ�O�Ù�ÛUËGÌKADØ¥T?BOQÎKCDO�ËGØJÑ<TbÎâÌPT Ý

Þ ËGO�Ñ δiS ÌPÎKT'ÛUË Ú ×¥ËHC\?GÎHÑ<T'ÍKT δS ó�ÛUË Ú�Ú T δiS Î�ÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<TÄ×K?BC λn Ñ�A\?BÎPCpMaTbADC<?BÓQT Ú TbÎHÑ~I�ËGÎ ?
lψn∗sn(ψ−1

n (δiS)) = lsn(δiS) = lρn(δi∗S )
TNÑ
lρn(δi∗S ) −→ lρ∞(δi∗S ) ÝHå ËGÎPÛ lsn(δS)

TUCpÑ+Ø¥ËGA\ÎPLUT Ý Ê7Ë�Ñ<ËGÎKC
rn : π1(S)→ Isom(H2)

ÌPÎKT7ADTU×PA\LUC\TUÎHÑ�?�Ñ�OQËGÎ$?GCDC\ËâÛbOQLUT�à
ψn∗sn

IHÑ<TUÓQÓQT Ô ÌKT (rn)
ÛUËGÎHMâTUADìGT ÝPþ Ë Ú�Ú T

rn
ÛUËGÎHMaTbADìGT:TNÑ Ô ÌPT lψn∗sn(ψ−1

n (δS))
ÛbËGÎHMaTUA\ìGTGIZ?BÓQËGA\CUI Ô ÌPO�ÑDÑ�T�à�TNæâÑ�A\?BOQADTHI rn(ψ−1

n (δS))
ÛbËGÎHMaTUA\ìGT Ý

þ Ë Ú�Ú TGI�TUÎ$ÍPO Ú TUÎPC\OQËGÎ 2
IJÓã?:ÓQO Ú O�Ñ�T�?BÓQìGLUØKADO Ô ÌKT�TNÑ/Óã?:ÓQO Ú O�Ñ<T�ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT�C\ËGÎaÑ/ÛUËGÎPRõËGÎPÍPÌKTUCbI�?BÓQËGADCbI

Ô ÌKO�ÑDÑ<Tlà�TNæJÑ<A\?BOQA\TGI ψ−1
n (δS)

TUCpÑ�ÛUËHÎPCpÑ�?BÎHÑ�T/à�ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×POQT/×KADÜUC Ý ÿ�Î�TUÎ�ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌÏÐOQÓPTNæ�OQCpÑ<T n0
Ñ<TUÓ Ô ÌPT

ψn ◦ψ−1
n0

(δS) = δS Ý ÿ�Î
×ZTUÌJÑgÍPËGÎKÛ£LUÛUA\OQADT�ùÈà=OQC\Ë�Ñ<ËG×KOQT7×PADÜUC�ú�ÓQT7ÍPO�Ò2LUË Ú ËGA\×PÕPOQC Ú T ψn ◦ψ−1
n0

ÛUË Ú�Ú TÛUË Ú ×¥ËGC\LUCgÍPT�ÍPO�ÒZLbË Ú ËGAD×KÕPOQC Ú TbC Ô ÌKO¥Óã?GOQCDC\TUÎaÑ/OQÎHMG?BA\Oã?BÎHÑ/ÓQT�ÛUË Ú ×PÓQL Ú TUÎHÑ�?GOQADT�ÍÏÐÌKÎPT7ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÍPT
S−δS

TNÑ¸ÍPTêÑ|ø7OQCrÑ�C�ÍKT å TbÕPÎ�ÓQT�ÓQËGÎKìlÍPTUC�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�TUC�ÍKT δS Ý Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC Ô ÌPT�ÍKT�Ñ�TUÓQC�ÍPO�ÒZLUË Ú ËGAD×KÕPOQC Ú TbCÛUË Ú�Ú ÌJÑ\Ñ<TUÎHÑ Ý
Þ ËGO�Ñ R ÌPÎKT�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÍKT S − δS óC\O R TUCpÑ=ÌKÎ�×K?GÎHÑ�?BÓQËGÎ ?BÓQËGADC�Óã?�C\ÌKO�Ñ<T (ψn ◦ ψ−1

n0 |R)
TUCpÑ

ÛUËGÎKCpÑ�?BÎHÑ<T�à@OQC\Ë�Ñ<ËG×POãT$×KADÜUC Ý�Þ O R Î�ÏÐTUCpÑ�×Â?BC�ÌPÎ¼×K?BÎaÑ�?BÓQËGÎ�I�ÛHÏÐTUCpÑ�ÌKÎPT�CDÌKADRõ?BÛUT�T Ú ØKA\?BC\C\LUT�×K?BA�ÌPÎÚ OãÎPO Ú ?GÓ�T_æ�ÛUTU×�Ñ<OQËGÎPÎKTUÓ λj ÍPT λ Ý�Þ ÌP×P×ZËGC\ËGÎPC Ô ÌPT�Óã?�C\ÌPO�Ñ<T�ÍKTUC=ADTbCrÑ�ADOQÛNÑ<OQËHÎPC=ÍKT sn à R ÎÏÐTUCpÑ�×K?GCØZËGADÎPLUT ÝPþ Ë Ú�Ú T�ÓQTUCgÓãËGÎPìGÌKTUÌPADC/ÍPTUC/ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ�TUCgÍKT ∂R ÛUËGÎHMaTbADìGTUÎHÑ�IP?BÓQËGADCbI Ô ÌPO�ÑDÑ�T�à�T_æâÑ<A\?BOãADTGI snÑ<TUÎKÍ
MaTUA\C/ÌPÎPT�ÛbÓã?BC\CDT!×PA\ËBérTUÛNÑ�O�MaT�ÍPT!Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌKT Ú TUC\ÌKADLUT γ ÍK?BÎKCgÓû?�ÛUË Ú ×K?BÛNÑ�O�íKÛb?�Ñ�OQËGÎÍPT�á/ÕâÌPA\CrÑ�ËGÎüÍPT$ÓÈÏÐTbCD×Â?BÛUT�ÍPT$á¸TUOQÛ�Õ Ú�ý ÓQÓQTUA�ÍKT R ù4ÛbR Ý ñ á/Õ¥E�ògËGÌ ñ � î ��òSú Ý�Þ O�ËGÎü×KADLURSÜUA\T$ÌPÎ¼?BÌ�Ñ<ADT×ZËGOQÎHÑ�ÍPT�M�ÌKTGI¥ÓQT�Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T:ÍPT Þ�� ËHA\?�×¥TUA Ú TNÑ�ÍPT:A\TUÓQOQTUA7ÛUTbÛUO�à�Óã?�Ñ<ÕKLUËGADOQT:ÍKT�>'ËGA\ìH?BÎÄTNÑ Þ ÕÂ?BÓQTUÎ©�ÎÏÐL_Ñ�?BÎHÑ�×K?BC�ØZËGADÎPLbTGIGÓã?�C\ÌKO�Ñ<T
(sn)

Ñ<TUÎPÍ�MaTUADC+ÌPÎPTl?BÛ_Ñ<OQËGÎ Ú OQÎKO Ú ?BÓQT£à�×ZTNÑ<O�Ñ<C�CpÑ�?BØKOQÓQOQC<?�Ñ<TUÌKADC�ÍÏv?BAY}NÑ<TbCÍPT
π1(R)

C\ÌPA�ÌKÎ¼?BA\ØPADT�ADLUTUÓ T Ý ï�Î¼?B×K×PÓQO Ô ÌÂ?BÎHÑ�ÓQT�Ñ�ÕPLUËGA\Ü Ú T�ÍPT Þx� ËGA\? ñ Þ�� ò²IêËGÎ¼ÛUËGÎPCpÑ<A\ÌPO�Ñ�ÌKÎPTÓã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎ ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌKADLUT'ÍKÌK?BÓQTÄÍPTÄÛUTNÑDÑ�TÄ?BÛ_Ñ<OQËGÎ Ý�å Ïj?B×PA\ÜUC
Óã? ÍPL_íÂÎPO�Ñ<OQËHÎ ÍPTÄÓÈÏj?BÛNÑ�OQËGÎ ÍPT
π1(R)

C\ÌPA T IÛUT_ÑDÑ<T�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ�TbCrÑ:ÍK?BÎPC�Óã?�ÛbÓã?BC\CDT�×PADËBépTUÛNÑ<O�MaT�ÍPT γ Ý¸þ Ë Ú�Ú T�Óã?�ÓQËGÎPìGÌKTUÌPA!ÍKT�Óã?Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZT+×¥ËGÎKÍPLUA\LUT λn∩R TbCrÑêØ¥ËGA\ÎPLUT7ùÈ?$��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ:V Ý ð~úNI�?BÓQËGADC i(λj , γ) = 0
ù4ÛbR Ý ñ á/Õ¥E�ò²IJñ � î �êòõú ÝÊ£ËHÌPC�?BÓQÓQËGÎKC�?GÍK?B×JÑ�TUA7ÓãT:A\?BOãCDËGÎKÎPT Ú TUÎHÑ!ÍPÌ@OQO��rú£ÍPT�ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ@V Ý « Ýþ Ë Ú�Ú T λj TUCpÑ�?BA\?�Ñ�OQËGÎPÎKTUÓQÓQTÍK?GÎPC

S(λj) = R
ùÈ?/��A Ú ?�Ñ�OQËGÎ E Ý ¦HúNI�?GÓQËGADC γ TNÑ λj ËGÎHÑ�ÓQT Ú } Ú T�C\ÌP×K×¥ËGApÑ Ý�ë ÓlTNæ�OQCpÑ<T�ÍKËGÎPÛ�ÌPÎPTÛUËGÌKADØ¥T�C\O Ú ×PÓQT cη Ñ�TUÓQÓQT Ô ÌPT i(cη, λ) ≤ η

T_Ñ
i(cη, γ) > 0 Ý ÿ�Î(TbÎ(ÍPLbÍPÌPO�Ñ Ô ÌPT lsn(cη) −→ ∞

TNÑ
ÓQT:ÓQT Ú�Ú T=ÍÏv?B×P×PA\Ëbæ�O Ú ?�Ñ<OQËGÎÄÍPTUC7ÛUËHÌPADØZTUC7ÓQLUìGÜUADT Ú TUÎaÑ�×PÓQOãCDC\LUTUC�TUÎHÑ<A\?/�ûÎPT Ô ÌPT lσn(c∗η) −→ ∞ ÝZþ TbÛUOÛUËGÎaÑ<ADTUÍKO�Ñ7Óã?�ÛUËHÎHMaTUADìHTUÎPÛUT=?GÓQìGLUØPA\O Ô ÌPT�ÍPT ρn(π1(M))

TNÑ7ÛUTNÑDÑ�T!ÛbËGÎHÑ<A\?GÍPOQÛNÑ<OQËHÎ Ú ËGÎHÑ�ADT Ô ÌPT�Óã?�C\ÌKO�Ñ<TÍPTbCgADTUCpÑ<A\OQÛNÑ<OQËGÎKCgÍKT
sn
à
R
TUCpÑlØZËGADÎPLbT ÝPþ Ë Ú�Ú T�ÓQT�ìGADËGÌK×¥T Ú ËJÍPÌPÓã?GOQADT�ÍPT R ?GìGO�Ñl×PADËH×PADT Ú TUÎHÑlC\ÌPAÓÈÏÐTUC\×Â?BÛUT�ÍKT�á¸TUOQÛ�Õ Ú�ý ÓQÓQTbA!ÍKT R I�?BÓQËGADCbI Ô ÌPO�ÑDÑ�T�à�TNæâÑ�A\?BOQADTHIÓã?�C\ÌPO�Ñ�T (ψn ◦ ψ−1

n0 |R)
TUCpÑ=ÛbËGÎPCpÑ�?BÎaÑ<T�à

OQC\Ë�Ñ<ËG×KOQT!×KADÜUC Ýÿ�Î�ÍKLUÍPÌPO�Ñ+ÍPTgÑ<ËGÌJÑ�ÛUT Ô ÌPOP×KADLUÛUÜUÍKT Ô ÌPTGI Ô ÌKO�ÑDÑ<T£à�T_æâÑ<A\?BOQA\TGI ψn ◦ψ−1
n0

TbCrÑ�ÌPÎ�ÛUË Ú ×ZËGC\L/ÍKT�Ñ|ø£OQCpÑ<CÍPT å TUÕPÎ$ÓQT�ÓQËGÎPì�ÍKTUC�ÛUË Ú ×¥ËHC\?GÎHÑ<TUC�ÍKT δS Ý�Þ ÌP×K×¥ËGC\ËGÎPC Ô Ì�ÏÐOQÓZTNæ�OQCpÑ<T�ÌPÎKT7ÛUË Ú ×¥ËHC\?GÎHÑ<T δiS ⊂ δS Ñ�TUÓQÓQTÔ ÌKT!ÓQT=ÎPË Ú ØKADT�ÍPT�Ñ|ø£OQCpÑ<C£ÍPT å TUÕPÎ�ÓQT�ÓQËGÎKì�ÍPT δiS ÍK?BÎKClÓã?�ÍKLUÛUË Ú ×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ�ÍKT ψn ◦ ψ−1
n0

Ñ�TUÎPÍ�MaTUA\C
ÓÈÏÐOQÎPíKÎPO�?UMaTUÛ

n Ý ÿ�Î�TUCpÑ£?BÓQËGADC/ÍÂ?BÎPC/ÓÈÏÐÌPÎKT�ÍPTUC/C\O�Ñ<ÌK?�Ñ�OQËGÎPC/LNÑ�ÌPÍPOQLbTUC/ÍK?BÎPC/ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ�V Ý « Ý�ë ÓTNæ�OQCpÑ<TTUÎ�T_ÒZTNÑ£ÌKÎPT!ÛbËGÌPADØZT
cη Ô ÌKOOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T δiS TUÎ�ÌPÎ�ËGÌ�ÍPTUÌ�æ�×¥ËHOQÎHÑ<ClTNÑ Ô ÌPOZMaLUA\O�íKT i(cη, λ− δiS) ≤ η ÝÊ£ËBÑ<ËGÎPC

k1 TNÑ k2 ÓQTUC$ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ�TUC
ÍKT cη − δiS Ý Ê£ËGÌKC$?BÓQÓQËGÎKC�MaËGOQA Ô ÌKTÄÎPËGÌKC
C\Ë Ú�Ú TUC$ÍK?BÎKC
Óã?C\O�Ñ<ÌÂ?�Ñ<OQËGÎ'ÍPÌ�Ûb?GClOãOÈÏvúgÍPT=ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËHÎ�V Ý « Ý¥î ?�ÛUËGÎaÑ<A\?BÍKOQÛNÑ<OQËGÎ'ËGØJÑ�TUÎâÌKT�ÍK?BÎPC£ÛUT=Ûb?BC£×PADËHÌJMaT Ô ÌKT�ÓQT
E £



ÎPË Ú ØPADT$ÍPT�Ñ|ø£OQCpÑ�C�ÍPT å TUÕPÎüÓQT
ÓQËGÎKìÄÍKT δiS TbCrÑ�ØZËGADÎKL Ý �¸ËHÌPA:ÎKËGÌPC�A\? Ú TUÎPTbA�?BÌ�Ûb?GC�OQOÈÏvúNI�OQÓ�ÎPËGÌKCC\Ìx��Ñ�ÍPT Ú ËGÎHÑ<A\TUA Ô ÌPT:×ZËGÌPA j = 1, 2
I
lsn(kj) −→ ∞ Ýþ Ë Ú�Ú T:ÓQT�ÎPË Ú ØKADT:ÍKT�Ñ|ø£OQCpÑ<C�ÍKT å TUÕPÎ@ÓQTÓQËGÎKì�ÍPT

δiS
Ñ<TUÎPÍ�MaTUA\C�ÓÈÏÐOQÎPíKÎPOÈI�TbÎ�Û�ÕÂ? Ô ÌKT�×ZËGOQÎHÑ:ÍPT cη ∩ δiS IÓ²Ïj?BÎPìGÓQT�TUÎHÑ<ADT δiS TNÑ cη Ñ�TUÎPÍ�MaTUADC 0ù4ÛUR Ý ñ � î ��òSú ÝZþ Ë Ú�Ú T lsn(δiS)

TbCrÑ�Ø¥ËGADÎKLUTGIÂOQÓ�TNæ�OãCrÑ�T
ε > 0

Ñ<TUÓ Ô ÌKT�×ZËGÌPA/Ñ�ËGÌJÑ n IÂÌPÎ ε ÙÈMaËGOQC\OQÎK?BìHT VÍPT
δiS
TbCrÑ�ÌKÎ�?BÎPÎKTb?BÌ�×KÓQËGÎPìGL�ÍÂ?BÎPC

∂M Ý ��ËGÌPA j = 1
ËHÌ

2
I2TUÎ�Û�ÕÂ? Ô ÌKT�TNæâÑ<A\L Ú O�Ñ<L�ÍKT kj I2ÓÈÏj?BÎKìGÓQTTUÎHÑ�ADT

kj
T_Ñ
δiS
Ñ<TUÎPÍ�MaTUA\C

0
IPÛbTUÛUO�TUÎHÑ�A\?	�ûÎPT Ô ÌKT�×¥ËGÌKA n ?BC\C\T3��ìGA\?GÎPÍI V ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ7ÌPÎ�C\TUì Ú TUÎHÑlÑ<ADÜUCÓQËGÎKì�ÍKT

kj ÝKë Ó�CUÏjTUÎPC\ÌPO�Ñ Ô ÌKT lsn(kj) −→ ∞ Ý ÿ�Î�TbÎ�ÍPLbÍPÌPO�Ñ Ô ÌPT=ÓQT�ÎKË Ú ØPA\T�ÍPT!Ñ|ø£OQCpÑ<C£ÍKT å TUÕPÎ'ÍPT
ψn
ÓQT�ÓQËGÎKì�ÍKT�Û�ÕK? Ô ÌKT�ÛUË Ú ×¥ËHC\?GÎHÑ<T�ÍKT δS TUCpÑ7Ø¥ËHADÎPLGIKTNÑ�ÍPËGÎKÛ Ô ÌKTGI Ô ÌKO�ÑDÑ<T=à�TNæâÑ�A\?BOQADTGIÂÓã?�C\ÌPO�Ñ�T snÛUËGÎaMaTUADìGT=?BÓQìGLbØPADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑ/MaTbADClÌPÎKT Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT Ô ÌPT�ÎPËGÌPC£ÎPË�Ñ<TbADËGÎPClTUÎKÛUËGADT s∞ Ý
ö
n
í�æ�LGIKÛ�ÕPËGOQC\OQC\C\ËGÎPC£ÌPÎKT!OQÍPTUÎaÑ<O�íKÛb?�Ñ<OQËGÎ�ÍPÌ�A\TNMF}NÑ<T Ú TUÎHÑ7ÌPÎKO�MaTUADC\TUÓ�ÍPT S ?UMaTUÛ H2 Ô ÌPOOãÎPÍPÌKOQCDTÌPÎKT Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT:ÍK?BÎKC�Óã?�ÛUÓû?BCDC\T�ÍÏÐOQC\Ë�Ñ�ËG×POQT�ÍPT sn Ý2þ TNÑ\Ñ<T:OãÍPTUÎHÑ�O�íKÛb?�Ñ�OQËGÎÄRSËHÌPADÎKO�Ñ�ÌPÎKT:ADTU×KADLUC\TUÎHÑ�?�Ñ<OQËGÎ

rn : π1(S) → Isom(H2) Ýå Ïj?G×PADÜUC!ÓQT�ÓQT Ú�Ú T�V Ý £ I2ËGÎ�×¥TUÌ�Ñ!Û�ÕKËGOQC\OQA�ÛbTNÑDÑ<T�OQÍPTbÎHÑ<O�íÂÛb?�Ñ<OQËGÎ�ÍKT�Rõ?= UËGÎ
Ô ÌKTÄÓã? C\ÌPO�Ñ<T (rn)

ÛUËGÎHMaTbADìGT�MaTUA\C$ÌPÎPTÄADTU×KADLUC\TUÎHÑN?�Ñ<OQËGÎ
r∞ : π1(S) → Isom(H2) Ý�þ ÕPËGOQC\OQC\C\ËGÎPCÌPÎÄA\TUÓQTNMaL

f̆n : H2 → H3 Ý2þ TUÛbO¸TUCpÑ�L Ô ÌKO�MG?BÓQTUÎaÑ!?BÌÄÛ�ÕKËGO�æ'ÍKÌÄ×¥ËGOQÎaÑ�ØK?BC\T O ÍKT H2 TNÑ�ÍKT:Óã?�ÛUÓã?BC\C\TÍÏÐÕKË Ú ËBÑ<ËG×POQTgÍÏÐÌKÎ�?BA\Û k ?BÓQÓã?BÎHÑ�ÍÂ?BÎPC M ÍKÌ�×ZËGOQÎHÑ�ØÂ?BC\T�Ì�Ñ<OQÓQOQC\Lg×¥ËGÌKA�ÍPL_íÂÎPOQA π1(M)
à7Óã?�×KADËBérTUÛNÑ�OQËGÎ

ÍPT
O
C\ÌPA

S ⊂ ∂M Ýî T�ÓQT Ú�Ú T Ô ÌPOêC\ÌPO�Ñ�ù\ñ ÷�Ëaÿ�I2ÓQT Ú�Ú T�ð ® òSú�?BCDC\ÌKADT Ô Ì�ÏÐËGÎ�×¥TbÌJÑ!ÛNÕPËGOQC\OQA (f̆n)
ÍPT

Rõ?$ bËGÎ Ô ÌPT!ÓQTUClO Ú ?BìGTUC£ÍPTUC£?B×K×PÓQOQÛb?�Ñ�OQËGÎPC f̆n OQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<TUÎHÑ7ÌPÎ Ú } Ú T�ÛUË Ú ×Â?BÛNÑ£ÍKT H3 ÝÊ7Ë�Ñ<ËGÎKC
xn
ÓÈÏÐO Ú ?BìGT�ÍÂ?BÎPC H3/ρn(π1(M))

ÍKÌ�×¥ËHOQÎHÑ£ØK?GCDT
O ∈ H3 Ý ÿ�Î'?-�

· ���¸�ª��Ò��ÄÞQó3þ�ÿ����������L�������ª�xÞ�ö/�X[(<�%U\=#]N()4% * 'w.=0YA kn JF%a<R!='FT * % * 0 * '�# f:!=0HCb1(Cb%:'�)p;U!=0H'+19%k? * #|3!$#n'�)
fn(S)

. * 8x!=#L'�)i;U./N3% xn Z
þ ËGÎPC\OQÍPLUA\ËGÎPC+ÓQTlADTUÓQTNMâL f̆n ÍKT fn ÍPL_íÂÎPOP×Â?BA�ÓÈÏj?BADÛ kn ÍKÌ�ÓQT Ú�Ú T/V Ý ® Ýaå Ïj?B×PADÜbC�ÓQTgÑ<ÕKLUËGADÜ Ú TlÍÏÐö�CrÙÛUËGÓQOÈIGËGÎ�×¥TbÌJÑ�TNæâÑ<A<?BOQADTgÌKÎPTgCDËGÌKCpÙ�C\ÌPO�Ñ<T�Ñ<TbÓQÓQT Ô ÌPTgÓã?�CDÌKO�Ñ<T f̆n ÛUËGÎHMaTbADìGTgÌPÎKOQRSËGA Ú L Ú TbÎHÑ�CDÌKA¸Ñ<ËGÌJÑ�ÛbË Ú Ù×K?GÛNÑêMaTUADC�ÌPÎKTg?G×P×PÓQOQÛ~?�Ñ<OQËGÎ

f̆∞ : H2 → H3 Ý �¸ËGÌKA¸Ñ<ËGÌ�Ñ g ∈ π1(S)
I�ËGÎ�?

f̆n◦rn(g) = ρn(i∗(g))◦ f̆n Ýÿ�A
rn
ÛbËGÎHMaTUA\ìGT�?BÓQìGLUØKADO Ô ÌKT Ú TUÎaÑ+MâTUADC r∞ ÍPËGÎKÛ f̆∞ ◦ r∞(g) = ρ∞(i∗(g)) ◦ f̆∞ Ý ÿ�Î
TUÎ
ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌPTÓÈÏj?B×K×PÓQOQÛb?�Ñ�OQËGÎ

f̆∞
×K?BC\C\T�?BÌ Ô ÌPË�Ñ<OQTUÎaÑ£TUÎ�ÌKÎPT�?B×P×KÓQOQÛb?�Ñ<OãËGÎ f∞ : S → H3/ρ∞(π1(M)) Ô ÌKOÈIPÍÏj?G×PADÜUCñ þ ïl~�ò²IKTUCpÑ£ÌKÎPT!C\ÌPA\Rõ?BÛUT!×KÓQOQC\CDLbT Ý

î ?�C\ÌPO�Ñ<T�TNÑ=Óã?
íÂÎ�ÍKT�Óã?�×PA\TUÌJMaT�ÍPÌ�ÓQT Ú�Ú T�ÍKT�RSTUA Ú TNÑ<ÌKADT�CDËHÎHÑ�C\O Ú OQÓã?BOQADTUC=à$ÛbTUÓQÓQTUC�ÍPT'ñ ÷�Ëâÿ7ò²IÎPËHÌPC£?BÓQÓQËGÎPC£TUÎ�ÍKADTUC\C\TUA/OQÛbOÓQTUClìGA<?BÎPÍPTbClÓQOQìGÎPTbC Ý>ÄËGÎHÑ<A\ËGÎPC Ô ÌKT�Óã?
C\ÌPA\Rõ?BÛUT�×PÓQOQC\C\LUT f∞ TbCrÑ�ÛUËGÎHMâTNæ�T Ý�Þ ËHO�Ñ (xi) ⊂ (H2)N
ÌKÎ@TUÎKC\T Ú ØPÓQT�ÍPLUÎKË Ú ÙØPA<?BØPÓQTÄÑ<TbÓ Ô ÌPT�Û�ÕÂ? Ô ÌPT�Rõ?BÛUTÄÑ�Ë�Ñ�?BÓQT Ú TUÎHÑ�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT�ÍPT f̆∞(H2)

ÛbËGÎHÑ<OQTbÎHÑ�ÍK?GÎPC�C\ËGÎ OãÎHÑ<LUADOãTUÌPA
ÌPÎüÌPÎKO Ô ÌPT$LUÓQL Ú TbÎHÑ�ÍKT {f̆∞(xi), i ∈ N} Ý Ê7Ë�Ñ<ËGÎKC Pi ÓQT$×PÓã?BÎüìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT�Ñ�?BÎKìGTUÎHÑ�TUÎ f̆∞(xi)

à
f̆∞(H2)

TNÑ
Tk
Óã?�ADLUÌKÎPOQËGÎ�ÍKTUC�?BÍKÕPLUA\TUÎPÛUTbC+ÍPTUC�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<TUC�ÛUËGÎPÎKTNæ�TUC�ÍPT ⋃k

i=1(Pi−
⋃k
j=1,j 6=i Pj)

Ô ÌKO�ÛUËGÎaÑ<OQTUÎKÎPTUÎHÑ�ÓÈÏÐÌKÎ(ÍKTUC f̆∞(xi)
×¥ËGÌKA

i ≤ k Ý ��?BA:ÛUËGÎHMaTbADìGTUÎPÛbT�ÍPT f̆n I Tk TUCpÑ�Óã?�ÓQO Ú O�Ñ<T�Í�ÏÐÌPÎPTC\ÌPO�Ñ�TlÍKTgÑ<ËGO�Ñ�C+×ZËGÓ�Ö�ÕPLbÍPA\?BÌ�æ�ÍPTUC
f̆n(H2) Ý �ê?BA+ÛUËGÎHÑ�OQÎâÌPO�Ñ�LGI f̆∞(H2)

TUCpÑ�TUÎHÑ<OQÜbADT Ú TbÎHÑ�ÛUËGÎHÑ<TbÎâÌPT£ÍK?BÎKCÓÈÏj?BÍKÕPLUADTbÎPÛUT!ÍÏÐÌPÎKT�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T!ÍPT H3 − Tk
T_Ñ~I�TUÎ�Rõ?BOQC<?BÎaÑgÑ<TbÎPÍPA\T

k
MâTUADC

+∞ I�ËGÎ�TUÎ�ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌPT
f̆∞(H2)

TUCpÑ£ÌKÎPT!C\ÌKADRõ?BÛUT�ÛUËGÎHMâTNæ�T�ùÈÛUR Ý ñ ÷�Ëaÿ�òSú Ýï�Î�ËG×ZLUA\?BÎHÑ�?BOQÎKCDOK×ZËGÌPA�Û�ÕÂ? Ô ÌKT/ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TlÍPT ∂χ<0M−λ(p) IGËGÎ�ËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ�ÌKÎPT/C\ÌPA\Rõ?BÛUTl×PÓQOQC\C\LUT
f∞ : ∂χ<0M − λ(p) → H3/ρ∞(π1(M)) Ý¥Þ O�ÛUTNÑDÑ�T=?B×P×KÓQOQÛb?�Ñ<OQËHÎ'ÎÏÐTUCpÑ7×Â?BC£OQÎGérTUÛNÑ<O�MâTGIKOQÓ�TNæPOQCrÑ�T�ÍKTUÌJæ×ZËGOQÎHÑ<C

x, x′ ⊂ ∂M Ô ÌKO�ËGÎHÑ�Óã? Ú } Ú T�O Ú ?BìGT�×Â?BA f∞ Ý �ê?BAlÛbËGÎHMaTUA\ìGTUÎPÛUT=ÍPTbC fn ÛUTUÛUO�TUÎHÑ<A<?	�ûÎPT Ô ÌPTÓQTUC£ÛbËGÎHMaTNæPTUC
N(ρn)

�rCbÏj?B×K×PÓã?�Ñ�OQC\CDTbÎHÑY�<IÂ?GÌ�C\TUÎPC£ËHç�Óã?�ÓQO Ú O�Ñ<T=ÍPT h′n(∂χ<0M − λ(p)) = ∂N(ρn)
TUCpÑ

ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKT£ÍÂ?BÎPC�ÌKÎ�×KÓã?BÎ
H2/ρ∞(π1(M)) ⊂ H3/ρ∞(π1(M)) Ý ÿ�AUIaÍÂ?BÎPC�ÛUT7Ûb?GCUI ρ∞ TUCpÑgRSÌPÛ�ÕKCDOãTUÎPÎPTTNÑ

λ
ÎKT7×ZTUÌJÑ/×Â?BC�C<?�Ñ<OQC\Rõ?BOQA\T�Óã?:ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ

b1)
ù4ËGÌ$Óã?:ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËHÎ

c)
CDO
M
TUCrÑ/ÌKÎ
íKØPA\L7TUÎ$OQÎaÑ<TUArMH?BÓQÓQTUC

C\ÌPA�ÌPÎ(×K?BÎHÑN?BÓQËGÎÂú Ý ÿ�Î�TUÎ(ÍPLbÍPÌPO�Ñ Ô ÌPT f∞ TbCrÑ:ÌPÎ(ÕPË Ú LUË Ú ËGAD×PÕKOQC Ú T�C\ÌKA!C\ËGÎ(O Ú ?BìGT�TNÑ Ô ÌKT�C\ËGÎO Ú ?BìGT�ØZËGADÍKT�ÌPÎ ÛUËHÎHMaTNæ�T C ⊂ H3/ρ∞(π1(M))
ù4ÛUR Ý ñ ÷�Ëaÿ�ò£×¥ËGÌKA�×PÓQÌPC�ÍKT�ÍPLNÑN?BOQÓQC�ú Ý ö Û�ÕK? Ô ÌPTÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T λi ÍKT λ(p) IPÛUËGADA\TUC\×¥ËGÎKÍPTUÎHÑ£ÍPTUÌ�æ$ØZËGÌJÑ<C/ÍKT ∂M − λ(p) ÍPËHÎHÑlÓQTUClO Ú ?GìGTUC/×Â?BA f∞ C\ËGÎHÑÍPTbÌJæ ?BÎPÎKTb?BÌJæ ÎKËGÎ ÛUË Ú ×K?BÛNÑ�CUIêÑ�Ë�Ñ�?BÓQT Ú TUÎHÑ
ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUC Ô ÌPOlÛUËHÎHMaTUADìHTUÎHÑ
ÍÂ?BÎPC H3/ρ∞(π1(M))

E «



MaTUA\C�Óã?�×¥ËGOQÎaÑ<T�ÛUËHADADTUC\×ZËGÎPÍK?GÎHÑ:à
λi Ý ï�Î(TUÎPÓQT_MG?BÎHÑ�à f∞(∂M − λ(p))

I×ZËGÌPA�Û�ÕK? Ô ÌKT�ÛUË Ú ×ZËGC\?GÎHÑ<TÍPT
λ(p) IêÛUTUC�ÍKTUÌJæü?BÎKÎPTb?GÌJæ�T_Ñ�TUÎ¼ADTUÛbËGÎPÎKTUÛNÑ�?BÎaÑ�ÓQT�Ø¥ËGA\Íü×Â?BA�ÌKÎ¼?BÎKÎPTb?BÌ¼ÛUË Ú ×K?BÛNÑ�I�ËGÎ¼ËGØJÑ�OQTUÎHÑÌPÎKT=C\ÌPA\Rõ?BÛUT:ÛUË Ú ×K?BÛNÑ�T S∞ Ý2Þ ËGOQTUÎaÑ M ′ Óã?�MG?BADOãLNÑ<L:ËGØJÑ<TbÎâÌPT:TUÎÄTUÎPÓQT_MG?BÎHÑ!à M ÌKÎ'×ZTNÑ<O�Ñ7MaËGOQC\OQÎK?BìHT

Ñ<ÌKØPÌPÓã?GOQADT�ÍKT
λ(p) TNÑ ∂χ<0M

′ Óã?�ADLbÌPÎPOQËHÎ�ÍKTUC!ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TUC�ÍPT ∂M ′ ÍPT�Ûb?GA\?BÛNÑ<LbADOQCpÑ<O Ô ÌKT�Í�Ïjï�ÌPÓQTUACpÑ<ADOQÛ_Ñ<T Ú TbÎHÑ�ÎPLUìH?�Ñ�O�MaT�ó�ËGÎ�×ZTUÌJÑ Ú ËâÍPO�íÂTUA f∞ ×ZËGÌPA�ËGØJÑ<TbÎPOQA�ÌPÎ�ÕPË Ú LUË Ú ËGAD×PÕKOQC Ú T�ÍPT ∂χ<0M
′ ÍK?BÎKC

S∞ Ý ��ÌKOQC Ô ÌPT�ÛUTNÑ!ÕKË Ú LUË Ú ËGAD×KÕPOQC Ú T�C\T�×PA\ËGÓQËGÎPìGT�TUÎ�ÌPÎPT�L Ô ÌKO�MG?BÓQTUÎKÛUT�Í�ÏÐÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×POQT�ÍKT M ′ ÍK?BÎKC
H3/ρ∞(π1(M))

I
S∞
TUCpÑ�ÕPË Ú ËGÓQËGìGÌPT£à!ÌPÎKT/ADLUÌKÎPOQËGÎ�ÍPT�Ñ�ËGADTUC�ÛbËGADADTUC\×ZËGÎPÍÂ?BÎHÑ�?BÌ�æ�×ZËGOQÎHÑ�TUC�ÍPT/A<?BÎPìE$ÍPT

ρ∞ Ý�î ?�ADLUÌKÎPOQËGÎ�ÍKT S∞ TNÑ=ÍPT�ÛUTUC�Ñ<ËGA\TUC!Ø¥ËHADÍPT�ÍPËGÎKÛ�ÌKÎ�ÛUË Ú ×K?BÛ_Ñ Ý�þ Ë Ú�Ú T�ÓQTUC!×ZËGOQÎHÑ<TbC!ÍPTA\?BÎKì$ð�ØZËGADÍKLUTUCg×K?BA
f∞(∂χ<0M − λ(p))− S∞

T_Ñ/ÓQTUCg×ZËGOQÎHÑ<TUCgÍKT�A\?BÎKì�E:ËGÎHÑ/ÌKÎ�MaËGÓQÌ Ú T�íKÎPOÈIJËHÎ�??BOQÎKCDO×KADËGÌJMaL Ô ÌKT f∞(∂χ<0M − λ(p))
ØZËGADÍKT�ÌKÎ�ß�Ù|ÛNÖ�ÛUÓQT!ÍKT7MaËGÓQÌ Ú T�íKÎKO ÝKþ ÕK? Ô ÌKT�ÛUË Ú ×ZËGC\?GÎHÑ<T!ÍPT

H3/ρ∞(π1(M))−C LNÑ�?BÎaÑ¸ÌPÎ�Ø¥ËGÌ�Ñ�ÍKTêMaËGÓQÌ Ú T�OQÎ�íÂÎPOKùÈÛUR Ý ñ >@?�òSúNIbÛUT+ß�Ù�Û_Ö�ÛUÓQT�TUCpÑ¸LUìH?BÓaà C Ý�þ Ë Ú�Ú T CTUCpÑ�ÛUËGÎaMaTNæ�TGIaOãÓÂÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ�ÓQT£ÛbËâTUÌPA+ÍKT£Ê7OQTUÓQC\TUÎ
N(ρ∞)

ÍPT
ρ∞(π1(M))

T_Ñ
ρ∞
TUCpÑ�ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑíKÎKOQT Ý�î T�Ø¥ËGA\Í�ÍKT C LNÑN?BÎHÑ:ÌPÎPT�CDÌKADRõ?BÛbT�×KÓQOQC\CDLUTHIOQÓ�TUCpÑ=ÛbËGÎHÑ<TUÎJÌ�ÍÂ?BÎPC N(ρ∞) Ý�î TUC�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TbCÍPT

C −N(ρ∞)
IJC\O2TUÓQÓQTUC/TNæ�OQCpÑ<TbÎHÑ~I�C\ËGÎHÑlÍPËGÎKÛ�ÍPTbCgØ¥ËGÌ�Ñ<CgÍKT

H3/ρ∞(π1(M))−N(ρ∞) Ý ÿ�A ρ∞ TUCpÑìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ!íKÎKOQT�ÍPËGÎKÛ�ÍKT=Ñ<TUÓQC�ØZËGÌJÑ<C�ËGÎaÑ!ÌPÎÄMaËGÓQÌ Ú T�OQÎPíKÎKOgù4ÛUR Ý ñ >Ä?�òõú£TNÑ�ÎPT�×ZTUÌJMaTbÎHÑ!×K?GC}NÑ<A\T!ÛUËGÎHÑ�TUÎâÌKClÍK?BÎKC
C Ý ÿ�Î�TUÎ�ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌKT C = N(ρ∞) Ý��ADËGÓQËHÎPìGTUËGÎKC

f∞ : ∂χ<0M − λ(p) → N(ρ∞(π1(M)))
TUÎ�ÌPÎKT�L Ô ÌKO�MG?BÓQTUÎKÛUT
ÍÏÐÕKË Ú Ë�Ñ<ËH×POQT�ÍKT

(int(M) ∪ ∂χ<0M − λ(p), ∂χ<0M − λ(p))
ÍÂ?BÎPC

(N(ρ∞), ∂N(ρ∞)) Ý�þ Ë Ú�Ú T�Óã?@ADTUCpÑ<ADOQÛ_Ñ<OQËGÎ¼ÍPTÛUTNÑ\Ñ<T�L Ô ÌKO�MG?BÓQTUÎKÛUT�ÍÏÐÕKË Ú ËBÑ<ËG×POQT�à ∂χ<0M − λ(p) TUCpÑ!ÌPÎ@ÕKË Ú LbË Ú ËGA\×PÕPOQC Ú TGI¥Í�Ïj?B×PA\ÜUC�ñ ô�?GßBò²IZTUÓQÓQTTUCpÑ�ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥T7à=ÌPÎ�ÕKË Ú LUË Ú ËGAD×KÕPOQC Ú T£ÍKT int(M)∪∂χ<0M −λ(p) ÍÂ?BÎPC N(ρ∞) ÝJþ Ë Ú�Ú T ρ∞ TUCpÑìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ:íKÎKOQTGI�ËGÎ ×¥TbÌJÑ Ú ËJÍPO�íÂTUA�ÛUTNÑ�ÕPË Ú LUË Ú ËGAD×KÕPOQC Ú T�×ZËGÌPA�ËHØJÑ<TUÎKOQA�ÌKÎ(ÕPË Ú LUË Ú ËGArÙ×PÕKOQC Ú T=ÍPT=ÓÈÏÐOQÎHÑ�LUADOQTUÌKA£ÍPT M ÍÂ?BÎPC
H3/ρ∞(π1(M))

IÂÛUT Ô ÌKO�RõËGÌPADÎKO�Ñ�ÌPÎPT Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT σ∞ ?BC\CDËJÛUOQLUT:à
ρ∞ Ý¥þ Ë Ú�Ú T σ∞ ÎÏÐTUCpÑ7×K?GClÎKLUÛUTUC\C<?BOQADT Ú TUÎHÑ7ÛbËGÎHMaTNæPT�ÛUËâÛUË Ú ×K?GÛNÑ<TGIKËHÎ�ÎÏÐTUCpÑ7×Â?BCgÑ�ËGÌJÑ�à�Rõ?GO�Ñ7ÍK?BÎKCÓQT�Ûb?BÍPA\T�ÍPTbC�ADLUC\ÌPÓ�ÑN?�Ñ<C�ÍKT ñ ý�T Þ òlTNÑ�ñ ÷�ËGVBò Ý Ê7Lb?BÎ Ú ËGOQÎPCbI�ÛUË Ú�Ú T�ÓQTUC�×¥ËGOQÎaÑ<TUC�ÍPT�A\?BÎPì ð�ÍPT σ∞TNÑ:ÍPTbC

σn
C\ËGÎaÑ=ÓQTbC Ú } Ú TUC=×¥ËGÌKA�Ñ�ËGÌJÑ n I σ∞ TNÑ σn C\ËGÎHÑ:ÛbËGÎBérÌKìGÌPLUTbC�×K?BA�ÌPÎ(ÕKË Ú LbË Ú ËGAD×KÕPOQC Ú T

Ô ÌÂ?BC\O�Ù�ÛUËGÎKRSËGA Ú T�ù4ÛUR Ý ñ��GËH>'òSúNIJÛUT Ô ÌPOZ×¥TbA Ú TNÑ/Í�ÏÐLNÑ<TUÎKÍPADT�ÓQTUCgADLbCDÌKÓ�Ñ�?�Ñ<CgÍKT�ñÐý�T Þ ò2T_Ñ=ñ ÷�ËGVBò?BÌ�Ûb?BC Ô ÌPOÎPËHÌPC£ËâÛUÛbÌP×¥T Ý ÿ�Î'ÍPLUÍKÌPO�Ñ7ÍKËGÎPÛ=ÍPT
ñ ý!T Þ ò¸ËGÌüñ ÷�ËHVBò Ô ÌPT λ TbCrÑ�Óã?�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ Ú TUC\ÌPADLbT�ÍPT=×PÓQOQC\C<?BìGTÍPT
σ∞ Ý

� 	 ¦l¡�©�å<¨��¥ªD¦£¡

ë Ó¸ÎPT:ÎKËGÌPC�ADTUCpÑ<T:×KÓQÌPC Ô ÌÏjà Ú ËGÎHÑ<A\TUA Ô ÌPT:×ZËGÌPAlÑ<ËGÌ�Ñ<T:Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎÄìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT λ ∈ P(M)
I

ËGÎÄ×ZTUÌJÑ7Ñ<ADËGÌ�MaTUA7ÌPÎPT:C\ÌPO�Ñ<T:ÍPT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZTUC7×ZËGÎPÍPLbADLUTUC Ô ÌPO¸C\?�Ñ�OQC\RSËGÎHÑ�ÓQTUC�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËGÎKC7ÍPÌÄÓQT Ú�Ú TÍPT�RSTUA Ú TNÑ<ÌPA\T�ù4×PA\ËG×¥ËGC\O�Ñ�OQËGÎ £ ú ÝÂþ TUÛUO�?BÛ�ÕKÜNMaTUA\?�Óã?�×PADTUÌ�MaT!ÍPÌ�Ñ<ÕPLbËGADÜ Ú T�ð Ô ÌPT!ADT_MaËGOQÓãà��
���������	�����w���X�"!$#2%:'�)

M * '+%W,/.$0(#213)41D5�798�%:03;U!g<j#2? * %aAU!$CW8x.�A:)4%aJF%oJ$#nCM%:'ENH#@!='�Ob%3) λ ∈ML(∂M)
* '+%�<R.$CS#L'�.=)@#@!='-T�1U!VJF1(NH#@? * %kCb%(N * 0U19%kN * 0oN3!$'ª;9!$0YJFZ�[(<�%U\=#]N()4%aN * 0k<_^ #L'�)41:0H#&% * 0�JF% M * '�%�CM13)@0(#@? * %5F7H8E%:0`;U!=<>#@? * %BT�1U!$CM13)@0(#@? * %:CM%:'�)icd'�#2%Å'�!$'�e>f * A(5gN(#2%:'�'+% σ JF!$'�)

λ
%(N()M<�.§<R.$C #L'�.g)@#@!$'÷T�1U!VJF1(NH#@? * %CM%(N * 0U19% JF%i8"<j#LN9N:.`T�%kNH#l%3)dN3% * <I%(Cb%:'�)mNH#d<I%(N�A9!$'�J$#n)@#@!='ENoN * #L,/.$'�)4%(NoN:!$'�)p0U1U.g<j#LN319%(N�qr .(sb)&! * )4%df`% * #n<L<I%df3%:0(CM19% JF% λ . * 'b8E!$#@J/Nk#L'`f31:0H#&% * 0�! * 1&TF.=<ut π vr b1)

<R.y<R.$CS#L'�.=)@#@!='-T�1U!VJF1(NH#@? * % λ %(N()h.$'�'�.$' * <�.=#L0U% vr A�s i(λ, ∂D) > 2π
8E! * 0�)&! * )hJ$#]N:? * %S%(N9N3%:'�)@#2%3< D Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z ÿ�Îü?�MPÌ ÍÂ?BÎPC:Óã?'CDTbÛNÑ<OQËGÎüß Ý ð Ô ÌKT�ÛUTUC�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎKC:CDËHÎHÑ�ÎKLUÛUTUC\C<?BOQADTUCbI Ú ËGÎaÑ<ADËGÎKC
Ô Ì�ÏÐTUÓQÓQTUCgC\ËGÎaÑgC\ÌE��C<?BÎHÑ�TUC ÝPÞ ËGO�Ñ (λn)

ÌKÎPT�C\ÌPO�Ñ<T�ÍKT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛUËHÌPADØZTUC�×ZËGÎPÍKLUADLUTbC Ô ÌPO¥Ñ<TUÎPÍ�MâTUADC λ ×ZËGÌPAÓã?£Ñ�ËG×¥ËGÓQËHìGOQTgÍKT ML(∂M)
TNÑ�ÍKËGÎHÑ�ÓQTUC�C\ÌK×P×¥ËHArÑ<CêÛUËGÎaMaTUADìGTbÎHÑ�ìGLbË Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT Ú TUÎaÑêMaTUADC�ÓQTgC\ÌK×P×ZËGArÑ�ÍPT

λ ÝâÞ O c TUCpÑ�ÌPÎKTlRSTUÌPOQÓQÓQT£RSTUA Ú LUTlÍKTl×¥ËGOQÍKC π ÍPT λ IHÍ�Ïj?B×PADÜbC�ÓÈÏÐÕaÖ�×¥ËBÑ<ÕPÜUC\TlÍPTlÛbËGÎHMaTUA\ìGTUÎPÛUT£ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPTÍPTbC�CDÌK×P×ZËGArÑ<C�ÍPT
λn
IâÛHÏÐTUCpÑ~Iâ×ZËGÌPA

n
?BC\C\T3��ìGA\?BÎKÍIJÌPÎ$RSTUÌPOQÓQÓQT�RSTUA Ú LUT�ÍPT λn Ý ÿ�Î
×ZTUÌJÑ/ÍPËGÎKÛ7Û�ÕK?BÎKìGTUA

λn
×¥ËGÌKA Ô ÌPT c C\ËGO�Ñ:ÌKÎPT�RSTUÌKOQÓQÓQT�ÍPT�×ZËGOQÍPC π ÍPT λn Ý ö7íKÎ(ÍPT Ú ËGÎHÑ<A\TUA Ô ÌPT λn TUCpÑ:Óã?�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ

E ®



ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TUC\ÌPADLbT�ÍKT�×KÓQOQC\C\?BìHT�ÍÏÐÌPÎKT Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT�ìGLUË Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT Ú TbÎHÑ�íKÎKOQT�C\ÌKA M I�ÎKËGÌPC
?BÓQÓQËGÎPC×PA\ËGÌJMaTbA Ô ÌÏÐTbÓQÓQT�MâLUADO�íKT�ÓQTUClÕaÖ�×¥Ë�Ñ�ÕPÜUC\TUClÍPÌ$Ñ�ÕPLUËGA\Ü Ú T=E�ÍPT�ñ ÷�Ëaÿ�ò Ýé LUADO�íKËHÎPC�Ñ�ËGÌJÑ�ÍÏj?BØZËGADÍ Ô ÌPT
×ZËGÌPA n ?BC\CDT`�
ìGA\?BÎPÍ�I λn ÎPT
ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ�×Â?BC:ÍPT
RSTUÌKOQÓQÓQTUC�ÍPT
×¥ËGOQÍKCC\ÌP×ZLUADOQTUÌKA!à
π Ý�Þ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô Ì�ÏÐOQÓêTNæ�OQCpÑ�T�ÍPTUC n ?BADØPO�Ñ�A\?BOQADT Ú TUÎHÑ�ìHA\?BÎPÍKC7Ñ�TUÓQC Ô ÌPT λn ?BO�Ñ�ÌPÎKT�ÛbË Ú Ù×ZËGC\?GÎHÑ<T

cn
ÍPT�×¥ËHOQÍPC�CrÑ�ADOQÛNÑ<T Ú TUÎHÑ�CDÌK×¥LUA\OQTUÌPA�à π Ýþ Ë Ú�Ú T λn ÛbËGÎHMaTUADìHT=MaTUA\C λ ÍK?BÎKC ML(∂M)

I
ÓQTUCgÛbËGÌPADØZTUC

cn
ÍKËGO�MaTUÎHÑX}NÑ<A\T�LUìH?BÓQTbC/à:ÌPÎKT�ÛUËGÌKADØZT

c
ÍPT
λ
×ZËGÌPA

n
?BC\C\T3��ìGA\?BÎKÍ$TNÑlÓQT�×ZËGOQÍPCgÍPT

c
TUCpÑ

C\ÌP×ZLUADOQTUÌKA�ËGÌ�LUìH?BÓ�à
π Ýå Ïj?B×PA\ÜUC�Óû?$ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ a)

I2ÓQT�×ZËGOQÍPC!ÍPT
c
TUCpÑ�TNæP?GÛNÑ<T Ú TUÎHÑ π TNÑ�ÍÏj?B×KADÜUC!ÓQTÛ�ÕK?GÎPìGT Ú TUÎHÑ�Rõ?BO�Ñ7C\ÌPA£ÓQTUC λn IK×¥ËGÌKA n ?BC\C\T3�=ìGA\?BÎPÍ cn = c

ÍPËGO�Ñ�}NÑ<ADT�ÌKÎPT�RSTUÌKOQÓQÓQT�ÍKT�×¥ËHOQÍPC
π
ÍPT

λnÛUT Ô ÌPOTbCrÑ7ÛUËGÎHÑ�A\?BÍPOãÛNÑ<ËGOQADT Ý>ÄËGÎHÑ<A\ËGÎPC�TUÎKCDÌKO�Ñ<T Ô ÌPT�×ZËGÌPAZÑ<ËGÌ�Ñ�ÍKOQC Ô ÌPT�TUC\C\TUÎaÑ<OQTUÓ D IUTNÑ�×ZËGÌPA n ?BC\C\T3��ìHA\?BÎPÍ�I i(λn, ∂D) > 2π Ý
Þ OQÎKËGÎI Ô ÌPO�ÑDÑ<Tlà�TNæâÑ<A<?BOQADTGIBOQÓ�T_æ�OQCpÑ<TgÌKÎPTgC\ÌPO�Ñ<T Dn

ÍPTgÍKOQC Ô ÌPTUC�TUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓQC�Ñ<TUÓQC Ô ÌKT i(∂Dn, λn) ≤ 2π Ý
Þ O Ô ÌPO�ÑDÑ�T$à'TNæJÑ<A\?BOQA\TGI¸Óã?ÄCDÌKO�Ñ<T Dn

TUCpÑ�ÛUËHÎPCpÑ�?BÎHÑ�T$?BÓQËGA\C�OQÓ�TNæPOQCrÑ�T
ÌPÎ�ÍKOQC Ô ÌPT$TUC\CDTbÎHÑ<OQTUÓ D Ñ<TUÓ Ô ÌPT
i(∂D, λ) ≤ 2π

IGÛUT Ô ÌKOPÛUËGÎHÑ<A\TUÍPO�Ñ+Óã?�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËGÎ c) ÝHÞ OQÎPËGÎ�I Ô ÌPO�ÑDÑ<Tlà�TNæJÑ<A\?BOQADTHIBÓã?�C\ÌKO�Ñ<T ∂Dn
ÛUËGÎHMaTbADìGT

ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑlMaTUA\ClÌKÎ�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT µ TNÑ7ËGÎ'?�M�Ì�ÍK?BÎKClÓã?�ÍKL Ú ËGÎKCrÑ�A\?�Ñ<OQËHÎ�ÍKT!ÓÈÏj?GRãÙíKA Ú ?�Ñ<OãËGÎ$V Ý ð Ô ÌKT µ ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ/ÌKÎPT�RSTUÌPOãÓQÓQT�ÕPË Ú ËâÛUÓQOQÎKO Ô ÌPT l Ñ<TUÓQÓQT Ô ÌPT i(l, λ) ≤ 2π
IJÛUT Ô ÌPOZÛUËGÎHÑ�ADTUÍPO�ÑÓã?�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ

c1) Ý
ë Ó�ÎPT�ADTUCpÑ<T�×KÓQÌPC Ô Ì�Ïjà�×PA\ËGÌJMaTUAlÓû?�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ@E�ÍPT
ñ ÷�Ëaÿ�ò Ý¥Þ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô ÌPT Ô ÌKO�ÑDÑ<T=à�TNæJÑ<A\?BOQA\TGIKOQÓTNæ�OãCrÑ�T�ÌKÎPT�C\ÌPO�Ñ<T�Í�Ïj?BÎPÎKTb?BÌJæ$ËGÌ�ADÌPØÂ?BÎPCgÍPT!>B�HØPOQÌPCgTbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓQC

an
Ñ<TUÓQC Ô ÌPT i(∂an, λn) = 0 Ý�× ÌKO�ÑDÑ<Tà�TNæâÑ�A\?BOQADTGI

∂an
ÛUËGÎHMaTbADìGT!ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ/MaTUA\C/ÌPÎKT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT α Ô ÌPO2Î�ÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T×K?GC

λ
IPÍ�Ïj?B×PA\ÜUClÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËHÎ þ�Ý EJI α TUCpÑ7?BÎKÎâÌPÓû?BOQADTGIPÛbT Ô ÌKOÛUËGÎHÑ�ADTUÍPO�Ñ7Óã?�ÛbËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ b1) Ýÿ�Î'? Ú ?BOQÎHÑ�TUÎK?BÎHÑ�ÌPÎPT�C\ÌPO�Ñ<T�ÍPT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZTUC (λn)

C\?�Ñ<OQC\Rõ?BOQC<?BÎHÑ7ÓQTUC£ÕHÖP×¥Ë�Ñ�ÕPÜUC\TUC
ii)
I
iii)
I
iv)TNÑlMaLUADO�í¥?BÎHÑ��

 ð Ý Ñ<ËGÌ�Ñ<T!RSTUÌKOQÓQÓQT!ÍKT λn ?�ÌPÎ�×ZËGOQÍPClOQÎKRSLUADOQTUÌKAlà π ó E Ý i(λn, ∂a) > 0
×ZËGÌPA�Ñ�ËGÌJÑ7?BÎKÎPTb?GÌ�ËGÌ�A\ÌPØK?GÎ�ÍPT=>B�GØKOQÌPClTUC\C\TUÎHÑ<OQTUÓ

a
ÍPT
M
ó

 ß Ý i(λn, ∂D) > 2π
×¥ËGÌKA�Ñ<ËGÌ�Ñ£ÍPOQC Ô ÌPT!TUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓ D Ý

þ Ë Ú�Ú T�Óã? Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZT λn MaLUADO�íÂT�ÓQTUC�ÛbËGÎPÍPO�Ñ<OQËGÎPC�ÍKÌ�Ñ<ÕPLbËGADÜ Ú TgElÍKT�ñ ÷�Ëaÿ7ò²I�TUÓQÓQT�TUCpÑêÓã?£Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TUC\ÌPADLUT�ÍKT�×PÓQOQC\C<?BìGT
ÍÏÐÌKÎPT Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT�ÕHÖ�×ZTUADØZËGÓQO Ô ÌKT�ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑ:íÂÎPOQT σn C\ÌPAÓÈÏÐOQÎHÑ�LUADOQTUÌKA!ÍPT
M Ý á¸ËGÌ�Ñ<TUC!ÓQTUC�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËGÎ�ÍKÌ�ÓQT Ú�Ú T�ÍPT�RSTUA Ú TNÑ<ÌKADT�C\ËGÎaÑ Ú ?BOQÎHÑ<TUÎÂ?BÎHÑ=ADLbÌPÎPOQTbC Ý ÿ�ÎTUÎ�ÍPLUÍPÌKO�Ñ Ô ÌPT λ TUCpÑ�Óã?�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT Ú TUC\ÌPA\LUTlÍPTl×KÓQOQC\C\?GìGTlÍÏÐÌKÎ Ú LNÑ�ADO Ô ÌKTlÕHÖ�×ZTUADØZËGÓQO Ô ÌPTìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ£íKÎKOQT!C\ÌPA/ÓÈÏÐOQÎaÑ<LUADOQTbÌPA/ÍKT M ÛUT Ô ÌPO�?BÛ�ÕPÜNMaT�Óã?�×KADTUÌ�MaT!ÍPÌ�Ñ<ÕPLUËHADÜ Ú T�ð Ý

E$¦




 � äm�¥¨=¤+ä�§�äëç å<ªU������Xä ä�¢�å\¦l¡��£¨�ä�¨:¤"� §�äm���X��¦!§��m�¥ªUæ!¨�äd�
· ���¸�ª� ¾ �@�Qó��-Â����=�������m���]�������	���ª��Â+ÀbÌ��@ÁLÍ`Í3���¼��Í:Ày������ÍVÁ��������uô���ÍVÁn�����Eö	�o�"!=#2%:'�)

M * '+%,/.$0(#213)41 5�798�%:03;U!g<j#2? * %MJ�%MJ=#LCM%:'ENH#@!='¸OwJF!$'�)X<I%b;U!$0YJ¼%(N() * '+% N * 0nf:.�A9%W8"<>#]N9N319%yAU!='E,$%U\�%HG λ <R.K<R.$C #ne'�.=)@#@!='yT�1U!VJF1(NH#@? * %oCb%(N * 0U19%kJ�%l8+<>#]N9N3.`T�%kJF% ∂M G γ * '+%XT�1U!VJF1(NH#2? * %l8E1:0(#@!VJ$#@? * %kJ * ;U!=0YJ ∂M %3)
γ∗<R.�T�1U!VJF1(NH#@? * %�JF% M Jg.='xNk<�.-A3<�.$N9N3%�Ju^ 5x!$C�!g)&!H8�#2% JF%

γ
Z��"!=#n)

ε < π
2 v #n<�%U\=#]N()4%�JF%(N�A9!$'EN()&.$'�)4%(N Cε G

Aε
)4%3<n<R%(N�? * %kNH# i(γ, λ) ≤ ε .g<�!=09N lM (γ) ≤ Cε(lM (γ∗) + Aε)

Z ½ %X8+< * NUGh!='ª. limε−→0Cε = 1
%3)

limε−→0Aε = 0
Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z ��ËGÌPA$×KADËGÌJMaTbA
ÛbTÄÓQT Ú�Ú T¼ùSMaËGOQA�?BÌKC\CDO�ñ Þ TUòSúNI�ÎPËGÌKC�?BÓQÓQËGÎKC�ÛUËGÎPCpÑ<A\ÌPOQADTGI�TUÎ ÍKTUÌJæLNÑ�?G×¥TUCbIêÌPÎ ?BÎKÎPTb?BÌ CDO Ú ×PÓQOQÛUOû?BÓgÍPT�ØZËGADÍ γ ∪ γ∗ TNÑ�ÍPLbÍPÌPOQA\TGI�à@Û�ÕK? Ô ÌPT�LNÑ�?G×¥TGIêÍPT�Óã?�RSËGA Ú ÌKÓQT�ÍPT~!?BÌKCDCpÙ|÷�ËGÎKÎPTNÑ�IPÍPTUClÛUË Ú ×K?BA<?BOQC\ËGÎPClÍKT!ÓQËGÎKìGÌPTUÌKADC ÝKî ?�×PA\T Ú OQÜUA\T!LNÑ�?B×ZT!TbCrÑ7ÓQT!ÓQT Ú�Ú T�CDÌKO�MG?BÎaÑ��
· ���¸�ª� ¾ �Ä¹��W�"!$#2%:'�)

c̃1 * 'KN`%&T=CM%:'�)�T�1U!VJF1(NH#2? * %�JF% ∂M̃ |3!=#RT='�.$'�)pJF% * \a8x!=#L'�)nN x̃1
%3)
x̃2
%3)
c̃2
<I%

N3%&T=Cb%:'�)mT�1U!VJF1(NH#2? * %�J�% M̃ ? * #h<I%(Np|3!=#L'�)D1&TF.=<I%:CM%:'�)4Z��i^ #n<m%U\=#]N()4% ε < π
2

)4%3<z? * % i(c̃1, p
−1(λ)) ≤ ε.=<R!$0HN ∃Cε )4%3<�? * % lM (c̃1) ≤ CεlM (c̃2) É .$,$%9A Cε ≤ (1 + tan ε)3 sgZ

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z � T Ú ×PÓã?$ UËGÎKC c̃1
×K?BA�ÌKÎPT�?G×P×PA\Ëbæ�O Ú ?�Ñ�OQËGÎ�×¥ËHÓ�Ö�ÕPLbÍPA\?BÓQT�×¥ËHÌPA¸Óã? Ô ÌPTUÓãÓQT�ÓÈÏj?BÎPìGÓQT+Ñ�Ë�Ñ�?BÓÍPTg×KÓQOQC\C\?BìHTgTUCpÑ�OQÎPRSLUA\OQTUÌPA�à

(1+x)ε < π
2

ù4ÓÈÏÐT_æ�OQCpÑ<TUÎPÛbTgÍÏÐÌKÎPT+Ñ�TUÓQÓQT/?B×K×PADËbæPO Ú ?�Ñ<OQËHÎ�TUCpÑ�×PADËGÌ�MaLUTgÍK?BÎKCñ ï�×K>'òSú Ý�þ Ë Ú�Ú T c̃1
TUCpÑ=Óã?�ÓQO Ú O�Ñ<T�ÍKT�Ñ<TUÓQÓQTUC:?B×P×KADËbæ�O Ú ?�Ñ<OQËGÎKCUI�ÛUTUÛbO�ÎPËGÌKC!×ZTUA Ú TNÑDÑ<A<?�ÍPT�ÛUËGÎPÛUÓãÌPADT Ý

å LUC\ËGA Ú ?BOQC c̃1
ÍPLbCDOQìHÎPTUA\?�ÓÈÏj?B×K×PADËbæPO Ú ?�Ñ�OQËGÎ�C\ÌKCrÙ|ÛUO�Ñ<LUT ÝPî T!Û3�GÎKT!ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT!ÍKT x̃1

à
c̃1
ùÈO Ý T Ý ÓÈÏj?BÍKÕPLNÙADTUÎKÛUT�ÍPT�ÓÈÏÐÌPÎPOãËGÎ�ÍPTUC£CDTbì Ú TUÎaÑ<ClìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKTUC�épËGOQìGÎK?BÎaÑ x̃1

?BÌJæ�×ZËGOQÎHÑ<ClÍKT
c̃1
úgTUCpÑ£ÌKÎ�ÍPOQC Ô ÌPT�×KÓQOQCDC\L

∆
RSËHA Ú L�ÍÏÐÌPÎ�ÎPË Ú ØPADT�íKÎPOêÍPT:Ñ<ADOã?BÎKìGÓQTUC7Ñ�Ë�Ñ�?BÓQT Ú TUÎHÑ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC�TNÑ�Ø¥ËGADÍKL�×K?BA c̃1 ∪ c̃2 Ý Ê7Ë�Ñ<ËGÎKC

ε1
Óã?:C\Ë Ú�Ú T�ÍPTUC/?GÎPìGÓQTUC/OQÎHÑ<TUA\ÎPTUCgÍKT�ÛUTbC�Ñ<ADOã?GÎPìGÓQTUC/TUÎ x̃1

TNÑ
ε2
ÓÈÏj?BÎKìGÓQT�OQÎHÑ<TbADÎPT�ÍPÌ
Ñ<ADOã?BÎKìGÓQT�TUÎ

x̃2 Ý
þ Ë Ú�Ú T c̃1

TbCrÑ�ÌPÎPT�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT�×ZËGÌPA�Óû? Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT�ÍPT ∂M̃ IZTbÎ@Û�ÕK? Ô ÌPT�C\Ë Ú�Ú TNÑ�ÍPT c̃1
Óã?
C\Ë Ú�Ú TÍPTbC£?BÎPìGÓQTbClOQÎaÑ<TUADÎKTUClÍPTUC/Ñ<ADOã?BÎKìGÓQTUC£TUCpÑ£C\ÌP×ZLUADOQTUÌKADT!ËGÌ�LbìH?BÓQT=à�ÓÈÏj?BÎPìGÓQT�OQÎaÑ<TUADÎKT!ÍKT!×KÓQOQC\C\?GìGT�ÍPT

∂M̃ Ýï�Î�?B×K×PÓQO Ô ÌÂ?BÎHÑlÓã?�RõËGA Ú ÌKÓQT�ÍPTk~!?BÌKC\CrÙr÷�ËHÎPÎPT_Ñlà�Û�ÕÂ?BÛUÌKÎ�ÍPT�ÛUTbC�Ñ�ADOã?BÎPìGÓãTUCUIPËGÎ�TUÎ�ÍPLUÍPÌKO�Ñ Ô ÌPT�ÓÈÏj?GOQADTÍPT:ÓQTbÌPA7A\LUÌPÎKOQËGÎÄTUCpÑ�×KÓQÌPC�×¥TNÑ�O�Ñ<T Ô ÌKT (1 + x)ε − ε1 − ε2 Ý ÿ�Î@?$?BÓQËGADC ε1 ≤ (1 + x)ε ≤ 2π
IZÍPËGÎPÛ

ÓQT�ÍPOQC Ô ÌKT ∆
×ZTUÌJÑ�}NÑ<ADT�×KÓQËGÎPìGL�OQC\Ë Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑ=ÍK?BÎKC H2 Ý ÿ�Î�ÎKË�Ñ<TUA<?$ÍKLUC\ËGA Ú ?BOQC ∆

ÓÈÏÐO Ú ?GìGT�ÍPTÛUT�×KÓQËGÎPìGT Ú TUÎHÑ Ú ÌPÎPOQT�ÍKT�Óã? Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT!? Ú ØPOã?BÎHÑ�T ÝPî ?�ÛUËGÌKADØ¥T ∂∆
TUCpÑ/ÌKÎPT�ÛUËGÌKADØ¥T�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKT�×K?BAÚ ËHADÛUTb?BÌ�æ@×¥ËGÌKA�ÛUTNÑDÑ<T Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT�TNÑ�TUÎ�Û�ÕK? Ô ÌKT�ÛUËGOQÎ�ÍKT ∆ − c̃2
ÓÈÏj?BÎPìGÓãT�TNæâÑ�TUADÎPT�ù Ô ÌPOêTUCpÑ�ÛUË Ú ×JÑ<LÎPLbìH?�Ñ<O�MaT Ú TUÎHÑ�C\OÂÓÈÏj?BÎPìGÓQT7OQÎHÑ<TUA\ÎPTlTbCrÑ�C\ÌP×ZLUADOQTUÌKA+à π ú�TUCpÑ�OQÎPRSLUA\OQTUÌPA�à!Ó²Ïj?BÎPìGÓQT£ÍKTl×KÓQOQC\C\?BìHT£ÛUËGADADTbCD×ZËGÎJÙÍK?GÎHÑ Ý

Þ ËGO�Ñ b = maxx̃∈∂∆−c̃2 d∆(x̃, c̃2)
óKÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËHÎ�CDÌKO�MG?BÎHÑ�T!RSËGÌKADÎPO�Ñ7ÌPÎKT Ú ?�érËGA<?�Ñ<OQËGÎ�ÍPT b Ý

¾y¿ �/���xÀ/Á]�+Â ¾ �IÈu���h'ª.-A(5
b ≤ 1 + tan((1 + x)ε)

Z
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z �ê?BA�ÛUËGÎaMaTNæ�O�Ñ<L�ÍPT�Óã?�RõËGÎPÛNÑ<OãËGÎ(ÍPOQCpÑ�?BÎKÛUT�TUÎHÑ�ADT�ÍPTbÌJæ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTUCbI b TUCpÑ�?�ÑDÑ�TUOQÎHÑTUÎüÌPÎüC\Ë Ú�Ú TNÑ�ÍPT ∂∆ − c̃2 Ýêî ËGADC Ô ÌKT ∆

Î�ÏÐTUCpÑ�×K?BC�ÛbËGÎHMaTNæPTGI�ÎPËGÌKC�?BÓQÓQËGÎKC�ÓQT$ADT Ú ×PÓã?GÛUTUA�×K?BA�ÌPÎÛUËGÎaMaTNæ�T�ÍPËGÎHÑ7ÓQT�Ø¥ËGADÍ�ÛbËGÎHÑ<OQTbÎHÑ£ÛbT!C\Ë Ú�Ú TNÑ Ý
Þ ËGOQTUÎHÑ ỹ ÌKÎ�C\Ë Ú�Ú TNÑ�ÍPT ∆

TUÎ�ÓQT Ô ÌPTUÓÂÓÈÏj?BÎPìGÓQT£TNæJÑ<TUADÎKTlTUCpÑ�ÎKLUìH?�Ñ<OQRrI ỹ+ TNÑ ỹ− ÓQTUC+ÍKTUÌJæ�C\Ë Ú�Ú TNÑ�CMaËGOQC\OQÎKC=ÍKT
ỹ
ó¸?�érËGÌ�Ñ<ËGÎPC�à

∆
ÓQT�Ñ�ADOã?BÎPìHÓQT�ÍKT�C\Ë Ú�Ú TNÑ<C ỹ I ỹ+ TNÑ ỹ− Ý¸î T�ÍPOQC Ô ÌPT ∆′

?BOQÎPC\O+ËGØ�Ñ<TUÎâÌ
ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ

∆
I�TbCrÑlØZËGADÍPL�×Â?BAgÌPÎ�×¥ËHÓ�Ö�ìGËGÎPT Ô ÌPO2×¥ËGC\C\ÜUÍKT�ÌPÎ�C\Ë Ú�Ú TNÑlÍKT Ú ËGOQÎKC Ô ÌKT ∂∆

TNÑlC\O2ÓÈÏj?BÎKìGÓQT
TNæâÑ�TUADÎKT�ÍPT

∆
TUÎ

ỹ+ ù4ADTUC\×ZTUÛNÑ<O�MaT Ú TUÎHÑ ỹ− ú$LNÑ�?GO�Ñ'×¥ËHCDO�Ñ�OQR�?BÓQËGADC'ÓÈÏj?BÎPìGÓQT(TNæâÑ�TUADÎPT�ÍKT ∆′
TUÎ

ỹ+ù4A\TUC\×¥TUÛNÑ�O�MaT Ú TbÎHÑ ỹ− ú/TUCpÑ�×PÓQÌKC7×¥T_Ñ<O�Ñ Ô ÌPT:ÛUTUÓQÌKO�ÍKT ∆ Ý2Þ O¸ÛUT:ÎPËGÌJMâTb?BÌÄÍPOQC Ô ÌKT:?�ÌPÎÄÛUËGOQÎÄTUÎÄÓQT Ô ÌPTUÓÓÈÏj?BÎKìGÓQT�TNæâÑ<TUA\ÎPT!TUCpÑ7ÎPLUìH?�Ñ<OQR�?GÓQËGADClËGÎ�ADLUO�Ñ�ÜUADT!ÛUT_ÑDÑ<T!ËH×¥LUA<?�Ñ<OQËGÎ Ý
þ Ë Ú�Ú Tlà�Û�ÕÂ? Ô ÌKTgLNÑN?B×¥T/ËGÎ�TUÎKÓQÜNMaT/ÌPÎ�ÛUËGOQÎ�IG?G×PADÜUC�ÌPÎ�ÎPË Ú ØPADTgíKÎPOPÍÏÐO�Ñ�LUA\?�Ñ<OãËGÎPCbIGËGÎ�ËGØJÑ�OQTUÎHÑ+ÌPÎÍPOQC Ô ÌPTGI Ô ÌPT=ÎPËHÌPC£ÎKË�Ñ<TUADËHÎPC ∆′

IPÑ<TUÓ Ô Ì�ÏÐTUÎ'Û�ÕK? Ô ÌPT=ÛUËGOQÎ'ÍKT ∆′
ÓÈÏj?BÎPìHÓQT=TNæJÑ<TUADÎKT�TUCpÑ�×¥ËGC\O�Ñ�OQR Ý è£Î�Ñ<TUÓÍPOQC Ô ÌPT�TUCpÑlÛUËGÎaMaTNæ�T ÝÂþ ÕK? Ô ÌPT�ÛUËGOQÎ�ÍPT ∆′

TUCpÑlÌKÎ$ÛbËGOQÎ�ÍPT
∆
T_Ñ~I�ÛUË Ú�Ú T�ËGÎ�ÓÈÏj?=M�Ì�I�ÓÈÏj?BÎPìGÓQT!TNæâÑ�TUADÎPTÍPT

∆′
TbÎ�ÌPÎ�ÛUËGOãÎ�TUCpÑ£×PÓãÌPCl×¥TNÑ�O�Ñ Ô ÌPT!ÓÈÏj?BÎKìGÓQT�TNæâÑ<TbADÎPT!ÍKT ∆

TbÎ�ÛUT Ú } Ú T!ÛUËHOQÎ Ý ÿ�Î�TUÎ�ÍKLUÍPÌKO�Ñ Ô ÌPT
E Ê



y−

y

y+

∆

� 1n�i� £  ÿ�Î�?�érËGÌ�Ñ<T!ÍKTUCgÑ<ADOã?BÎKìGÓQT=à ∆
×¥ËHÌPA/ËGØ�Ñ<TUÎKOQA/ÌPÎ�ÛUËGÎHMaTNæPT

∆′ Ý
Óã?�C\Ë Ú�Ú T=ÍKTUC�?BÎPìGÓãTUC7TNæâÑ<TbADÎPTUC7ÍKT ∆′

IÂC<?BÎPC7ÛUË Ú ×JÑ<TbA£ÓQTUC�?BÎKìGÓQTUC7TUÎ x̃1
TNÑ
x̃2
TUCpÑ�×PÓQÌKC£×ZTNÑ<O�Ñ�T Ô ÌPTÓã? Ú TUC\ÌKADT
ÍKT
×PÓãOQCDC<?BìGT (1 + x)ε

ÍKT
c̃1 Ý�Þ O�ËHÎ�ÎKË�Ñ<T ε′i ÓÈÏj?GÎPìGÓQT$OQÎHÑ�TUADÎPT$ÍPT ∆′

TUÎ
x̃i
I¸ËHÎü?@?BÓQËGADC

?BOQADT
(∆′) ≤ (1 + x)ε− (ε′1 + ε′2) Ý
þ Ë Ú�Ú T�ÓQTUC!ÛbËGOQÎPC!ÍKT ∆′

C\ËGÎHÑ=ÍPTbC!ÛUËGOQÎPC�ÍPT
∆
TNÑ Ô ÌPT�Óã?�RSËGÎPÛNÑ�OQËGÎ�ÍKOQCpÑ�?BÎPÛbT�TUÎaÑ<ADT�ÍKTUÌJæ�ìGLUË�ÙÍPLbCDO Ô ÌPTUC=TbCrÑ�ÛUËGÎaMaTNæ�TGI�ËGÎ�? b = maxx̃∈∂∆′−c̃2 d∆′(x̃, c̃2) Ý Ê7ËGÌPC:?GÓQÓQËGÎPC Ú ?BOQÎHÑ�TUÎK?BÎaÑ�ÌJÑ<OQÓQOQC\TUA=ÍPTbCRSËGA Ú ÌPÓQTbClÍPT�Ñ<A\OQìGËGÎPË Ú LNÑ<A\OQT!ÕHÖP×¥TUA\Ø¥ËGÓQO Ô ÌPT!×ZËGÌPA/ËGØ�Ñ<TUÎPOQAlÓã? Ú ?�érËGA\?�Ñ<OQËGÎ'?�ÑDÑ�TUÎPÍKÌPT Ý

þ Ë Ú�Ú T (ε′1 + ε′2) ≤ (1 + x)ε < π
2

IgÓã?ü×PADËBérTbÛNÑ<OQËGÎ ËGArÑ�ÕPËGìGËGÎÂ?BÓQT�ÍPT'Ñ�ËGÌJÑ�×ZËGOQÎHÑ�ÍPT
∂∆′

α

β

α′

β′
x̃1 x̃2ε′1 ε′2

τ τ ′
b

∂∆′

c̃2

� 1n�i� «  î T!ÛUËHÎHMaTNæ�T ∆′ Ý
C\ÌPAÄÓã? ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT�×Â?BC\C\?GÎHÑ�×Â?BA x̃1

TNÑ�×K?BA
x̃2
?B×P×Â?BArÑ<OQTUÎaÑ�?BÌ CDTbì Ú TUÎaÑ [x̃1, x̃2] Ý ��ADTUÎKËGÎPC@ÓQTbCÎPËBÑ�?�Ñ<OQËGÎKC@ÍPTüÓã? íKìGÌKADT « TNÑ�ÎPË�Ñ�ËGÎPC

A
ÓÈÏj?BOQADTüÍPÌ Ñ<ADOã?GÎPìGÓQT

τ Ý ÿ�Î ? A = π
2 − α − β

ÍPËHÎPÛ
cosβ = cos(π2 − α−A) = sin(α+A) Ý
å Ïj?B×PA\ÜUC=ù\ñ ÷�T_òSúNIKÛ�Õ b sinα = cosβ

ÍKËGÎPÛ!ÛNÕ
b = cosβ

sinα = sin(α+A)
sinα = cosA+

ÛUË�ÑN?BÎ
α sinA

IPÍÏÐËGç

Û�Õ
b ≤ 1 +

ÛUË�Ñ�?BÎ
α.

ùDð~ú

þ TNÑ\Ñ<T!OQÎKLUìH?BÓQO�Ñ�L!TbCrÑ7TUÎPÛUËHADT�M�A<?BOQT!C\O�ÓÈÏÐËGÎ�A\T Ú ×KÓã?BÛUT α ×K?BA α′ Ý
þ Ë Ú�Ú T=?BOQADT (∆′) ≤ (1 + x)ε− (ε′1 + ε′2)

IK?BÓQËGA\C
(1 + x)ε ≥ ε′1 + ε′2 ≥ β + β′ Ý
å Tg×KÓQÌPC π−(α+α′)−(β+β′) =

?BOQADT
(τ ∪τ ′) ≤ ?BOQADT (∆′) ≤ (1+x)ε

ÍPËGÎKÛ
α+α′ ≥ π−(β+β′)−

(1 + x)ε ≥ π − 2(1 + x)ε.
ÿ�Î'TUÎ'ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌPT max{α, α′} ≥ π

2 − (1 + x)ε
ù Ô ÌKO�TUCpÑ�CpÑ<ADOQÛNÑ�T Ú TUÎaÑ×ZËGCDO�Ñ<OQRZ×K?BA�ÕHÖ�×ZË�Ñ<ÕKÜUC\T~ú Ý ï�Î�ADT Ú ×KÓã?$ b?BÎaÑ�ÍK?BÎKC£ùpð~úNIHËGÎ�ËHØJÑ<OQTUÎaÑ�Û�Õ b ≤ 1+

ÛUË�Ñ�?GÎ
(π2 − (1+x)ε)

ÍÏÐËGç
Û�Õ
b ≤ 1 + tan((1 + x)ε)

ù²EGú

ßGF



� ?B×K×¥TUÓQËHÎPC Ô ÌKT�ÓQTUC/ÛUËâËGADÍKËGÎPÎKLUTUCgÍKTo�KTUA Ú OZC\ËGÎHÑlÓQTUCgÛbËâËGADÍKËGÎPÎPLbTUCgÎPËGA Ú ?BÓQTUClà:ÌKÎPT�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT
d̃
ùÈOQÛUO

d̃
TUCpÑ�Óã?'ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT
ÛUËGÎaÑ<TUÎK?GÎHÑ c̃2

ú Ý¸å ?BÎKC:ÛUTUC�ÛUËâËHADÍPËGÎKÎPLUTUCbI¸ÌPÎ�×¥ËGOQÎaÑ�TbCrÑ�ADTb×¥LUADL
×Â?BA=C<?ÍPOQCpÑN?BÎPÛUT
ρ
à
d̃
TNÑ�×K?BA�Óã?$ÍPOãCrÑN?BÎPÛUT

t
TUÎaÑ<ADT�C<?$×PADËBérTbÛNÑ<OQËGÎ�C\ÌKA

d̃
TNÑ�ÌPÎ�×ZËGOQÎHÑ�ØK?BC\T�íPæ�L�CDÌKA

d̃ Ý2î ?Ú L_Ñ<ADO Ô ÌKT!ÕHÖP×¥TUADØZËGÓQO Ô ÌKT!CbÏÐLUÛUADO�Ñ£ÍK?GÎPClÛUTUClÛUËJËGADÍPËHÎPÎPLUTbCa�
ds2 = dρ2 + (

Û�Õ
ρ)2dt2.

� TNMâTUÎPËGÎKC£à�ÎKË�Ñ<ADT!ÍKOQC Ô ÌPT!OQÎKO�Ñ<Oã?BÓ ∆ TNÑ Ú ËGÎHÑ�ADËGÎPClÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ�C\ÌPO�MH?BÎHÑ<T��¾y¿ �/���xÀ/Á]�+Â ¾ ��Ò���Ó�.k8�0Y!{|`%9A3)@#2!$'ª!$0:)n5�!UTF!='�.g<I%�JF%
c̃1
N * 0 d̃ %(N()p#L'3|`%HA3)@#L,$%`Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z þ Ë Ú�Ú T ε1 ≤ (1+x)ε < π
2

I�OQÓâTNæPOQCpÑ<T�ÌPÎ:×ZTNÑ<O�Ñ¸MaËGOãCDOQÎÂ?BìGT�ÍKT
x̃1
ÍÂ?BÎPC

c̃1
C\ÌPA¸ÓQT Ô ÌPTUÓÓã?!×PADËGérTUÛNÑ<OQËHÎ�ËGApÑ<ÕPËGìHËGÎK?BÓQT

q : c̃1 → d̃
TUCpÑ+OQÎGérTUÛNÑ�O�MaT ÝâÞ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô ÌPTlÓã?!×PADËBérTbÛNÑ<OQËGÎ�ËGArÑ�ÕPËGìGËGÎÂ?BÓQTlÍPT

c̃1
C\ÌPA

d̃
ÎÏÐTUCpÑ�×K?GC7OQÎBérTUÛ_Ñ<O�MaT�ó¥OQÓ¸TNæ�OQCpÑ<T�?BÓQËGA\C7ÌKÎ'×ZËGOQÎHÑ

ỹ ⊂ c̃1
Ñ�TUÓ Ô ÌKT:Óã?�×KADËBérTUÛ_Ñ<OQËGÎÄËGArÑ�ÕPËGìGËGÎÂ?BÓQTC\ÌPA

d̃
TUCpÑ=OQÎBépTUÛNÑ<O�MaT�C\ÌPA!ÓãT�C\TUì Ú TUÎHÑ [x̃1, ỹ] Ú ?GOQC�ÎÏÐTUCpÑ:OQÎBérTUÛ_Ñ<O�MaT�CDÌKA�?BÌKÛUÌPÎ�MaËGOQC\OQÎK?BìHT�ÍKT ỹ ÍK?BÎKC

c̃1 Ý�Þ ËGO�Ñ k̃ ⊂ c̃1
ÌPÎ¼?BA\Û$ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT�ó�?BÓQËGADC�ËHÌüØKOQTUÎ q TUCpÑ�OQÎBépTUÛNÑ<O�MaT�C\ÌPA k̃ I�ËGÌ¼ØPOQTbÎüÓÈÏÐO Ú ?BìGT�ÍPT

k̃
TUCpÑ�ÌKÎ ×¥ËGOãÎHÑ Ý ÿ�Î TUÎ ÍKLUÍPÌKO�Ñ Ô ÌPT ỹ TUCpÑ�ÌKÎ CDË Ú�Ú T_Ñ�ÍPT ∆ Ý Ê7Ë�Ñ<ËGÎKC k̃1

I
k̃2
ÓQTUC:ÍKTUÌJæ(Û`��Ñ<LUC:ÍPT

∂∆
ÍPËGÎHÑ£ÓQT!Ø¥ËHADÍ�ÛUËHÎHÑ<OQTUÎaÑ

ỹ
T_Ñ

(ỹ, q(ỹ))
Óã?�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT!ËGApÑ<ÕPËGìHËGÎK?BÓQT�à d̃ ×Â?BC\C\?BÎaÑl×Â?BA ỹ ÝÂþ Ë Ú�Ú TÓã?@×PADËBépTUÛNÑ<OQËGÎ¼Î�ÏÐTUCpÑ�OQÎGérTUÛNÑ�O�MaT$C\ÌKA�?BÌKÛUÌPÎ�MaËGOQC\OQÎK?BìHT�ÍPT

ỹ
ÍÂ?BÎPC

c̃1
I�ÓãTUC�ÍPTbÌJæü?BA\ÛUC

k̃1
TNÑ
k̃2
C\ËGÎHÑ

ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKC/ÍK?BÎKC/Óã? Ú } Ú T!ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�T�ÍKT H2 − (ỹ, q(ỹ)) Ý Ê7Ë�Ñ<ËGÎKC T̃i ÓQT7Ñ<A\Oã?BÎPìGÓQT!ÍPËHÎHÑlÌKÎ�C\Ë Ú�Ú TNÑTUCpÑ
x̃1
TNÑgÍPËGÎHÑgÌKÎ�Û3��Ñ�L£TbCrÑ

k̃i
óa×Â?BA+ÛbËGÎPCpÑ<ADÌKÛNÑ<OQËGÎ
ÍKT

∆
IâÓQTUC�OQÎaÑ<LUADOQTbÌPADC�ÍPT£ÛbTUC�ÍKTUÌJæ�Ñ�ADOã?BÎPìHÓQTUC

T̃1
TNÑ

T̃2
CDËHÎHÑ/ÍPOQCÈérËGOQÎaÑ<C Ý ÿ�Î$TUÎ$ÍPLbÍPÌPO�Ñ Ô ÌPT k̃2

TUCpÑ/ÛUËGÎHÑ�TUÎâÌ$ÍÂ?BÎPC�ÓQT�ÍKOQC Ô ÌPT D Ø¥ËGA\ÍPL�×K?BA�Óã?:ADLUÌKÎPOQËGÎ$ÍPTUC?BADÛbC
[x̃1, q(ỹ)] ⊂ c̃1

I
[x̃1, q(ỹ)] ⊂ d̃ TNÑ�ÍPT£ÓÈÏj?BA\Û£ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT�érËGOãìGÎK?BÎHÑ ỹ T_Ñ q(ỹ)

ù4ÛbR Ý íÂìGÌPADT ® ú ÝHë ÓKCbÏÐTUÎ

x̃1

c̃1

ỹ

d̃

q(ỹ)

� 1n�i� ®  Þ OÓã?�×KADËBérTUÛ_Ñ<OQËGÎ�ËGArÑ<ÕKËGìGËGÎK?GÓQT!Î�ÏÐLNÑ�?BO�Ñ7×K?BClOQÎGérTUÛNÑ<O�MâT
C\ÌPO�Ñ Ô ÌKT�ÓÈÏj?BÎKìGÓQT�TNæâÑ<TbADÎPT�ÍPT D TbÎ ỹ TUCpÑ�×KÓQÌPC!×ZTNÑ<O�Ñ Ô ÌPT�ÓÈÏj?BÎKìGÓQT�TNæâÑ<TUA\ÎPT�ÍPT ∆

TUÎ
ỹ Ý�î ?�C\Ë Ú�Ú TÍPTbC:?BÎKìGÓQTUC:TNæâÑ�TUADÎPTbC=ÍKT

∂D
I�C<?BÎPC:ÛUË Ú ×JÑ<TUA:ÓQTUC�?BÎPìGÓQTUC�TUÎ x̃1

T_Ñ�TUÎ
q(ỹ)
I�TUCpÑ�ÍPËGÎKÛ�OQÎPRSLbADOQTUÌKADT
à

(1 + x)ε ÝKå T!Óã?�RSËGA Ú ÌPÓQT!ÍKTk~!?BÌKC\Cl÷�ËGÎPÎKTNÑ~IPËGÎ�ÍPLbÍPÌPO�Ñ7?BÓQËGA\C Ô ÌKT!ÓÈÏj?BOQADT!ÍKT D TUCpÑ£×KÓQÌPC/×ZTNÑ<O�Ñ<T Ô ÌKT
(1 + x)ε− ε1 − π

2 ÝÂþ
TUÛbOÛUËGÎHÑ�ADTUÍPO�Ñ£ÓÈÏÐÕHÖP×¥Ë�Ñ�ÕPÜUC\T!ÍPT!ÍPLU×Â?BArÑ

(1 + x)ε < π
2

TNÑ£ÛUËGÎPÛbÓQÌJÑ£Óã?�×PADTbÌJMaT!ÍPT
ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ Ý
î ?�×PA\ËBérTUÛNÑ�OQËGÎ ËGArÑ�ÕPËGìGËGÎÂ?BÓQT@ÍPT c̃1

C\ÌKA
d̃
LNÑ�?BÎaÑ�ÛUËGÎHÑ<OQÎJÌPTGI�C\ËGÎ O Ú ?BìGT@TUCpÑ�ÌPÎ ?BADÛ�ÛUËGÎPÎKTNæ�T Ý

å Ïj?B×PA\ÜUC�ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ�ö Ý VKIZÓQTUC�TNæâÑ<A\L Ú O�Ñ<LbC�ÍKT:ÛbTNÑ�?BADÛ�CDËGÎaÑ x̃1
T_Ñ
x̃2 Ý2î ÏÐO Ú ?GìGT�ÍKT c̃1

×K?BA�Óã?$×PADË�Ù
érTUÛ_Ñ<OQËGÎ�ËGArÑ<ÕKËGìGËGÎK?GÓQT!C\ÌPA

d̃
TbCrÑ7ÍPËGÎKÛ!TNæP?GÛNÑ<T Ú TUÎHÑ c̃2 Ý

ï�Î�OQÎHÑ<LUìHA\?BÎHÑ7ÓQTUClÛUËâËHADÍPËGÎKÎPLUTUClÍKTk�KTUA Ú O�C\ÌPA c̃1
IPËGÎ�ËGØJÑ�OQTUÎHÑ7?BÓQËHADC

lM (c̃1) =

∫ dM (x̃1,x̃2)

0

√
(ρ′(t))2 +

Û�Õ 2(ρ(t)) dt.

ß�ð



��ËGÌPAlTUÎ�ÍPLUÍKÌPOQADT�ÌPÎPT Ú ?�érËGA\?�Ñ�OQËGÎ�ÍPT lM (c̃1)
IPOQÓ�ÎPËGÌKClRõ?BÌJÑ Ú ?�érËGA\TUA ρ′(t) Ý

¾y¿ �/���xÀ/Á]�+Â ¾ �ÄÔ��p¥a!=)&!='EN
x̃(t)

<I%�8E!$#L'�)uJF%
c̃1
Jg!='�)"<R.p8�0Y!_|`%9A3)@#@!$'�N * 0 d̃ %(N()"<I%�8x!=#L'�)�J�%�8x.=0Y.$CM¯3)@0U%

t É !$'©A(5�!=#]NH#n) x̃(0) = x̃1
JF!$'+A

t
%HN:)h<R.KJ$#]N:)&.$'+A9%M%:'�)@0U%

x̃1
%3)i<R.�8�0Y!{|`%9A3)@#@!='¸JF%

x̃(t)
N * 0 d̃ s v .=<R!$0HNNH#

ρ
%(N:)lJ$# ßW1:0U%:'�)@#@.F;3<I% %:'

t
Gh!$'ª.

|ρ′| ≤ (

√
tan2((1 + x)ε) + 1− A(5 −2ρ)

A(5 2ρ.
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ËGO�Ñ t Ñ�TUÓ Ô ÌPT ρ TUCpÑ�ÍPOQÒZLUADTUÎaÑ<Oã?BØPÓQT7TUÎ t óâC\ÌP×P×ZËGC\ËGÎPC�Ñ<ËGÌ�Ñ�ÍÏj?BØZËGADÍ Ô ÌPT ρ′(t) ≥ 0 ÝÊ£ËBÑ<ËGÎPC

d̃
Óã?�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPT�Ñ�?GÎPìGTUÎHÑ�T�TUÎ x̃(t)

à
c̃1 Ý Ê£ËGÌKC£?GÓQÓQËGÎPC£ÍPOQCpÑ<OQÎKìGÌPTUA£ÍPTUÌJæ�Ûb?GClC\ÌPO�MG?BÎHÑ Ô ÌKT d̃OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T

c̃2
ËGÌ�ÎPËHÎ Ý

Ù Þ O d̃ ÎÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T�×Â?BClÓQT�C\TUì Ú TUÎHÑ c̃2
IPÎKË�Ñ<ËGÎKC

d̃′
Óã?�ÍKT Ú O�Ù|ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT�ÍÏÐT_æâÑ<ADL Ú O�Ñ<L x̃(0) = x̃1

Ô ÌKO¸ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ x̃(t)
TNÑ!ÎPËBÑ<ËGÎPC

δ
ÓÈÏj?BÎPìGÓQT�TUÎHÑ<ADT

c̃
TNÑ
d̃′
ù4ÛbR Ý íKìGÌPA\T ¦Hú Ý2Þ O¸ËGÎ@ÛUËGÎKC\OQÍPÜUADT Ô ÌPT�ÓQT:×ZËGOQÎHÑ

x̃(t)

ρ(t)

t
δ

x̃(0)

d̃′

d̃

c̃2

� 1n�i� ¦  >@?�érËGA\?�Ñ<OQËGÎ�ÍPT ρ′ ×PA\T Ú OQTUAlÛb?BC Ý
x̃(t)

×K?GADÛUËGÌKArÑ
d̃′
×KÓQÌJÑH��Ñ Ô ÌPT c̃1

I¥ËHÎ'ËHØJÑ<OQTUÎaÑ�ÌPÎKT Ô ÌK?BÎHÑ�O�Ñ<L ρ′(t) ×PÓQÌKC7ìGA\?GÎPÍPT Ô ÌPT:ÛUTUÓQÓQT:Û�ÕKTUADÛ�ÕPLbT Ý
þ ÏÐTbCrÑ7ÛUT ρ′ Ô ÌKT!ÎPËGÌKCl?GÓQÓQËGÎPC Ú ?�érËGA\TUA Ý
å Ïj?B×PA\ÜUC:ñ ÷�T_ò²IKËGÎ�?�Ñ<Õ ρ =

C\Õ
t tan δ

IPÍÏÐËGç

ρ′(1− Ñ<Õ 2ρ) =
Û�Õ
t tan δ = (

√
1 +
C\Õ 2t) tan δ

= tan δ

√
1 +  "! 2ρ

tan2 δ
=

√
tan2 δ +

Ñ<Õ 2ρ.

ÿ�Î ËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ$?BOQÎPC\O
ρ′ =

√
tan2 δ+  "! 2ρ

1−  "! 2ρ = (
√

tan2 δ +
Ñ<Õ 2ρ)

Û�Õ 2ρ
TNÑ�OQÓlÎPT�ÎPËHÌPC�ADTUCpÑ<T�×PÓQÌKC Ô ÌÏjàÚ ?BérËGADTUA δ Ý

Þ OÌPÎ$MaËGOQC\OQÎÂ?BìGT�ÍPT x̃(0)
ÍÂ?BÎPC

d̃′
TUCpÑ£ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌ�ÍK?BÎKC

∆
?BÓQËGADC

δ ≤ ε1 ≤ (1 + x)ε
ùÈÛUR Ý íKìHÌPADTk¦Hú Ý

Þ OQÎKËGÎIÂOQÓ�T_æ�OQCpÑ<T=ÌPÎ'×¥ËGOQÎaÑ ỹ ∈ d̃′ ∩ c̃1
Ñ�TUÓ Ô ÌPT�ÓÈÏv?BADÛ=ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT ]x̃(0), ỹ[⊂ d̃′

ÎÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T=×K?BC
c̃1 ÝÊ£ËBÑ<ËGÎPC

D
ÓQT�ÍPOQC Ô ÌKT�×PÓQËGÎKìGL�Ø¥ËHADÍPL�×K?GA�ÓQTUC!?BADÛUC [x̃(0), ỹ] ⊂ d̃′

I
[ỹ, x̃2] ⊂ c̃1

TNÑ
c̃2
ù4ÛUR Ý íKìGÌPA\T Ê úZóÓÈÏj?BÎKìGÓQT7TNæâÑ�TUADÎPT7ÍKT

D
TUÎ
ỹ
TUCpÑg×PÓQÌKC�×ZTNÑ<O�Ñ Ô ÌPT7ÓÈÏj?BÎKìGÓQT7TNæâÑ�TUADÎPT7ÍKT ∆

ù4TUÎ
×K?GArÑ<OQÛUÌKÓQOQTUA�OQÓ¥TUCpÑgÎPLUìH?�Ñ�OQR|I
O Ý T Ý ÓÈÏj?BÎPìGÓQT�OQÎHÑ�TUADÎPT�TbCrÑ:CDÌK×¥LUA\OQTUÌPA�à π IC\O ỹ Î�ÏÐTUCpÑ=×K?GC!ÌPÎ(C\Ë Ú�Ú TNÑ=ÍPT ∆

úNIÓQTbC�?GÌJÑ<ADTbC!ÛUËHOQÎPC�C\ËGÎHÑ
ÍPTbC£ÛUËGOQÎKC7ÍPT

∆
TNÑ�ÓÈÏj?BÎPìGÓãT=TNæâÑ�TUADÎPT=ÍKT

D
TUÎ'Û�ÕK?GÛUÌPÎ'ÍKT=ÛUTUC£ÛbËGOQÎPCbIÂTNæ�ÛbTU×JÑ<L

x̃(0)
IÂTUCpÑ�ÛUTUÓQÌKO�ÍPT

∆ Ýÿ�Î�TUÎ�ÍKLUÍPÌKO�Ñ Ô ÌKT!ÓÈÏj?BOQADT�ÍKT D TUCpÑ£×KÓQÌPCl×ZTNÑ<O�Ñ<T Ô ÌPT (1 + x)ε− δ − ε2
IPÍKËGÎPÛ

δ ≤ (1 + x)ε Ýÿ�Î�?�?BÓQËGADC
|ρ′| ≤

(√
tan2((1 + x)ε) + 1− ÛNÕ −2ρ

) Û�Õ 2ρ.

ßHE



x̃(0)

ỹ

d̃′

c̃1

c̃2

� 1n�i� Ê  >Ä?�épËGA\?�Ñ<OQËHÎ�ÍKT δ Ý
Ù Þ O d̃ OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T c̃2

I2ÎKË�Ñ<ËGÎKC
δ
ÓÈÏj?BÎKìGÓQT�?GÎHÑ<ADT

c̃2
TNÑ
d̃
ù4ÛUR Ý íÂìGÌPADT�ðbFHú Ý�î TUC�Ûb?BÓQÛUÌKÓQC�×PADLUÛbLUÍPTUÎaÑ<CÎPËHÌPClÍPËGÎKÎPTUÎHÑ

ρ′ =
(√

tan2 δ +
Ñ<Õ 2ρ

) Û�Õ 2ρ ÝÊ7Ë�Ñ<ËGÎKC
It
ÓÈÏÐOQÎaÑ<TUArMH?BÓQÓQT

[t, dM (x̃1, x̃2)] ⊂ R TNÑgÛUËHÎPC\OQÍPLUA\ËGÎPC�ÓQT7ÍPOãC Ô ÌPT ∆d̃

ØZËGADÍPL7×K?BA�Óã?=ADLUÌKÎPOQËGÎ
ÍPT {c̃1(s), s ∈ It}

IÂÍPT {x̃(s), s ∈ It}
T_Ñ7ÍPÌ�C\TUì Ú TUÎHÑ�ÍPT d̃ érËHOQìGÎK?BÎaÑ c̃2

à
x̃(t)

ùÈÛUR Ý íÂìGÌPADT�ðbFaú ÝÂî TUC

x̃1

d̃

δ
x̃2

c̃2

∆d̃

x̃(t)

ε2

� 1@�h� ðbF  >Ä?�érËHA\?�Ñ<OQËGÎ�ÍPT ρ′ IPÍKTUÌJæPOQÜ Ú T!Û~?BC Ý
ÛUËGOQÎKCgÍPT

∂∆d̃ − c̃2
IJT_æ�ÛUTU×�Ñ<L

d̃∩ c̃2
IJC\ËGÎHÑlÍPTUCgÛUËHOQÎPCgÍPT

c̃1 ÝPî ?�C\Ë Ú�Ú T�ÍKTUC/?BÎPìGÓQTUC/TNæâÑ<TUA\ÎPTUCgÍPT ∆d̃

I
C<?BÎPClÛUË Ú ×JÑ�TUA/ÛUTbÌJæ�TUÎ d̃ ∩ c̃2

TNÑ£TUÎ
x̃2
IKTUCpÑ£ÍPËHÎPÛ!×KÓQÌPCl×ZTNÑ<O�Ñ<T Ô ÌPT (1 + x)ε Ý ÿ�Î�TUÎ�ÍKLUÍPÌKO�Ñ Ô ÌKT��

?BOQADT
(∆d̃) ≤ (1 + x)ε− δ − ε2.

ë ÓCbÏÐTbÎPC\ÌPO�Ñ Ô ÌPT δ ≤ (1 + x)ε
TNÑ7ËGÎ�?�ÎKËGÌJMâTb?BÌ

|ρ′| ≤
(√

tan2((1 + x)ε) + 1− ÛNÕ −2ρ

) Û�Õ 2ρ.

þ T7A\?BOQC\ËGÎKÎPT Ú TUÎHÑgTUCpÑ�MG?BÓã?BØKÓQTlÑ�?BÎaÑ Ô ÌPT ρ(t)
TUCpÑgÛUA\ËGOQC\C\?BÎaÑ<T Ý�Þ ÌPA�Óã?:×K?BArÑ�OQT7ËGç ρ(t)

TUCpÑgÍPLUÛUA\ËGOQCpÙ
C<?BÎHÑ<THI~ËGÎ:ADT Ú ×PÓã?BÛUT t ×Â?BA dM (x̃1, x̃2)−t TNÑ�ÓãT Ú } Ú T+A<?BOQC\ËGÎPÎKT Ú TUÎaÑ�RSËGÌKADÎPO�ÑêÓã? Ú } Ú T+OQÎKLUìH?BÓQO�Ñ�L Ý
å T�ÛUTNÑDÑ<T=?/��A Ú ?�Ñ<OQËHÎIPËGÎ�ÍKLUÍPÌPO�Ñ Ô ÌPT

lM (c̃1) ≤
∫ dM (x̃1,x̃2)

0

√
(1 + tan2((1 + x)ε)− Û�Õ −2ρ(t))

Û�Õ 4(ρ(t)) +
Û�Õ 2(ρ(t)) dt

≤ Û�Õ 2b
√

1 + tan2((1 + x)ε) dM (x̃1, x̃2)

ßGß



ï�Î�ÛbË Ú ØPOQÎÂ?BÎHÑ7?bMaTUÛ�ù²EGúNIKËGÎ�?�?BÓQËGADC

lM (c̃1) ≤ (1 + tan((1 + x)ε))2(1 + tan((1 + x)ε))dM (x̃1, x̃2)

ïêÑ£TUÎ�Rõ?BOQC<?BÎHÑlÑ<TUÎKÍPADT
x
MaTUA\C

0
ËGÎ�TUÎ�ÍKLUÍPÌKO�Ñ

lM (c̃1) ≤ (1 + tan ε)3lM (c̃2)
ùÈßHú

��OQÎ�ÍPT!Óã?�×PADTbÌJMaT!ÍKÌ�ÓQT Ú�Ú T�ö Ý ðM�
� TU×KADTUÎPËGÎKC@ÓQTUC@ÎKË�Ñ�?�Ñ<OQËHÎPC@ÍPTüÓÈÏÐLUÎPËHÎPÛULüÍPÌ ÓQT Ú�Ú T�ö Ý ðüTNÑ�ÎKË�Ñ<ËGÎKC g ∈ π1(M)

ÓÈÏÐO Ú ?BìHTüÍPT
c ∈ π1(∂M)

×Â?BA�ÓÈÏj?B×K×PÓQOQÛb?�Ñ�OQËGÎ OQÎPÍKÌPO�Ñ<T'×K?BA�ÓÈÏÐOãÎPÛUÓQÌPC\OQËGÎ
∂M → M Ý�Þ ËGOQTUÎHÑ c̃∗ ∈ H3 ÓÈÏj?�æ�T'ÍPT

g
I
x
ÌPÎ�×¥ËGOãÎHÑlÍKT

c− λ TNÑ x̃1 ∈ c̃
TNÑ
x̃2 ∈ c̃

ÍPTbÌJæ$A\TUÓQTNMaLUClÛUËGÎKC\LUÛUÌJÑ�OQRSC�ù4O Ý T Ý Ñ<TUÓQC Ô ÌPT x̃2 = gx̃1
ú�ÍPT

x Ý Ê£Ë�Ñ<ËGÎKC c̃1
ÓQT£C\TUì Ú TbÎHÑ�ÍKT c̃ ⊂ ∂M̃ épËGOQìGÎK?BÎaÑ x̃1

à
x̃2
TNÑ
c̃2
ÓQT£C\TUì Ú TbÎHÑ�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKTlÍPT M̃ Ô ÌPOKÓQTbCérËGOQÎaÑ7?GÌPC\C\O�ùÈËGÎ�TUCpÑ£ÍÂ?BÎPC£Óã?�ÛUËGÎ�íÂìGÌPA\?�Ñ<OQËGÎ�ÍPT�Óã?�íKìGÌKADT « ú Ý Ê£Ë�Ñ<ËHÎPClTbÎ�íKÎ ỹ1

T_Ñ
ỹ2
ÓQTUC£×PADËBérTbÛNÑ<OQËGÎKC

ËGArÑ�ÕPËGìGËGÎÂ?BÓQTUC�ÍPT
x̃1
TNÑ
x̃2
C\ÌKA

c̃∗
ó¥ËGÎÄTUCpÑ!?BÓQËGADC�ÍK?BÎKC7Óã?�C\O�Ñ<ÌÂ?�Ñ<OQËGÎÄÍPT:Óã?�íÂìGÌPADT
ðGð Ý2þ Ë Ú�Ú T c̃ TUCpÑ

ε2

α2
α1

ε1

x̃1

ỹ2ỹ1

x̃2

c̃

� 1@�h� ðGð  þ ËGÎ�íÂìGÌPA<?�Ñ<OQËGÎ�ÍPT R ÍK?GÎPC H3 Ý
ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT£TbÎ x̃1

TNÑ
x̃2
I
α1 +α2 + ε1 + ε2 ≥ π Ý�Þ ÌP×P×ZËGC\ËGÎPC Ô ÌPT α2 ≥ α1

TNÑgÎKË�Ñ<ËGÎKC R Óã?=C\ÌPA\Rõ?BÛUTADLUÌKÎPOQËGÎ�ÍKTUC�Ñ<A\Oã?BÎPìGÓQTbC�ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUC ỹ1x̃1x̃2
TNÑ
x̃2ỹ1ỹ2 ÝHî ? Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT/C\ÌPA R ÍPLUíKÎPOQT/×K?GA�Óã?�ÓãËGÎPìGÌKTUÌPAÍPTbC�Û�ÕPT Ú OQÎPC�TUCpÑ!ÕHÖ�×ZTUADØZËGÓQO Ô ÌKT:TNÑ ∂R TUCpÑ!ÌPÎ Ô ÌÂ?BÍPA\OQÓã?�Ñ<ÜUADT�ÍKËGÎHÑ!ÓQTUC!?BÎPìGÓQTbC�TUÎ x̃1

TNÑ
ỹ2
C\ËGÎHÑ

α1TNÑ π
2

IÂÓÈÏj?BÎPìHÓQT
β
TUÎ

ỹ1
TUCpÑ7C\ÌP×ZLUADOQTUÌKA£à π

2

T_Ñ7ÓÈÏj?GÎPìGÓQT
α
TUÎ

x̃2
MaLUADO�íÂT

α ≥ α2 Ý ÿ�Î'×¥TUÌ�Ñ7×PÓQËHÎPìGTUA RÍK?GÎPC
H2 óHÍK?BÎKC�Óã?�C\ÌPO�Ñ<TGIHÎKËGÌPC+OQÍPTUÎaÑ<O�íKTUA\ËGÎPC R T_Ñ�C\ËGÎ�O Ú ?GìGTl×Â?BA�ÛUTl×PÓQËHÎPìGT Ú TUÎHÑ�T_Ñ�ÛGÏÐTUCpÑ�C\ÌPA�ÛbTNÑDÑ<TO Ú ?BìGT Ô ÌPT:ÎKËGÌPC�?BÓQÓQËHÎPC£Ñ<A<?UMG?BOQÓQÓQTUA Ý ��A\ËGÓQËGÎPìGTbËGÎPC�ÓQT�C\TUì Ú TUÎHÑ [ỹ1, ỹ2]

TbÎÄÌPÎKT:ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌKT:OQÎPíKÎPOQT ẽTNÑ7ÎPË�Ñ�ËGÎPC
l
Óã?�ÍPOQCpÑN?BÎPÛUT!ÍKT

ỹ1
à�Óã?�×KADËBérTUÛNÑ�OQËGÎ�ËGArÑ<ÕKËGìGËGÎK?BÓãT!ÍKT

x̃1
CDÌKA

ẽ
ùSMaËGOQA/íKìGÌKADT�ð~EGú ÝÊ7Ë�Ñ<ËGÎKC

D
Óã?�ÍPOãCrÑN?BÎPÛUT!ÍKT

x̃1
à
ỹ1
ù Ô ÌPOTUCpÑ7?BÌKCDC\OÛUTUÓQÓQT�ÍPT x̃2

à
ỹ2
ú ÝÂþ Ë Ú�Ú T 2α ≥ α1 + α2 ≥

π − (ε1 + ε2) ≥ π − (1 + x)ε
IÂ?GÓQËGADC

α ≥ π
2 −

(1+x)
2 ε > 0 ÝZþ TUÛUO�TUÎHÑ�A\?BOQÎPT:ÓÈÏÐTNæ�OQCpÑ<TUÎKÛUT=ÍPT Bε ∈ RÑ<TUÓ Ô ÌPT limε−→0Bε = 0

TNÑ Ô ÌPT!C\O D ≥ Bε IÂ?BÓQËGADC c̃2
Î�ÏÐOQÎHÑ<TUA\C\TUÛNÑ<T!×Â?BC

ẽ Ý
Þ O D ≤ Bε

IêËGÎ ?
lM (c̃2) ≤ lM (c∗) + 2Bε Ý ï�Î¼ÛUË Ú ØPOQÎÂ?BÎHÑ�?UMaTUÛ(ùÈßHúNIêËGÎ¼ËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ lM (c) ≤

(1 + tan ε)3(lM (c∗) + 2Bε)
TNÑ7ÓQT!ÓQT Ú�Ú T�TUCpÑ£×KADËGÌJMaL Ý

å ?BÎKC+ÓQT7Ûb?BC�ËGç D ≥ Bε IâÎPËGÌPC�?BÓQÓQËGÎKC�ÛUË Ú ×Â?BADTUA+Óã?=ÓQËGÎPìGÌKTUÌPA+ÍKT c̃2
?UMaTUÛ7Óã?�ÓQËGÎKìGÌPTUÌKA

lM (c∗) =
d(ỹ1, ỹ2)

ÍÏÐÌKÎ�ÍPË Ú ?BOQÎPT�RSËGÎKÍK? Ú TbÎHÑ�?BÓ�×¥ËGÌKA g C\ÌPA c̃∗ Ý
¾y¿ �/���xÀ/Á]�+Â ¾ �IÜu� ½ .$'ENk<I% AU.$N�!$#

D ≥ Bε
Gh!='Å.

lM (c̃2) ≤ d(ỹ1, ỹ2) + l + 2
.$02T�A(5

(
1

cos(1+x
2 ε)

).

ßBV



x̃1

x̃1

l′1

l′1

l′2

l′2

x̃2

x̃2

D

D

ỹ2

ỹ2

ỹ1

ỹ1

l2

l2

l1

l1

l

l

β

α1

α1
δ

α

α

ẽ

ẽ

c̃2

c̃2

d

β

ð er Ûb?BC

E eme Ûb?BC
� 1n�i� ð~E  ö7×PA\ÜUC Ô ÌÏÐËGÎ'?BO�Ñ7ÍPLU×KÓQOQL!ÓQT Ô ÌK?BÍKADOQÓã?�Ñ<ÜbADT R Ý

ß £



½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z þ Ë Ú�Ú T d(x̃1, ẽ) ≤ d(x̃2, ỹ2)
I
α < π

2 Ý
ÿ�Î�TbCrÑ=ÍKËGÎPÛ�ÍK?GÎPC!ÓÈÏjÌPÎPT�ÍKTUC!C\O�Ñ<ÌÂ?�Ñ<OQËGÎKC

ÍPT�Óã?�íÂìGÌPADT�ð~EJIKÍPO�Ò2LUADTUÎPÛbOQLUTUClC\TUÓQËGÎ Ô ÌKT!ÓQT�CDTbì Ú TUÎaÑ£ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKT Ô ÌPOA\Lb?BÓQOQC\T!Óû?�ÍKOQCrÑN?BÎPÛUT�ÍPT ẽ à�Óã?ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT!ÛUËGÎaÑ<TUÎÂ?BÎHÑ c̃2
TUCpÑ£ÛbËGÎHÑ<TUÎJÌ�ËGÌ�ÎPËGÎ�ÍK?BÎKC R Ý

å ?BÎKClÛ�ÕK?BÛUÌKÎ�ÍKTUClÍPTUÌ�æ�Ûb?BClÍKT!Óã?�íÂìGÌPA\T�ð~EJIKËGÎ�?Û�Õ
l2 =

Û�Õ
l′2 sinα ≥ Û�Õ l′2 sin(π2 − 1+x

2 ε) =
Û�Õ
l′2 cos(1+x

2 ε)
IPÍ�ÏÐËGç

Û�Õ
l′2 ≤ % ! l2

cos( 1+x
2
ε)
≤ Û�Õ (l2 +

?BADìGÛ�Õ
( 1

cos( 1+x
2
ε)

)) Ý ÿ�Î�ËHØJÑ<OQTUÎaÑ7?BOQÎPC\O

l′2 ≤ l2 +
?GADìGÛ�Õ

(
1

cos(1+x
2 ε)

).

å ?BÎPC£ÓQT=×PA\T Ú OQTUA£Ûb?BC£ÍKT�Óã?�íKìGÌKADT�ð~EJIÂÛUË Ú�Ú T=Óã?�ÍKOQCrÑN?BÎPÛUT=ÍPT x̃1
à
ẽ
TUCpÑ7OQÎPRõLUADOQTUÌKADT=à

d(x̃1, ỹ1) =
d(x̃2, ỹ2)

IPÓÈÏj?BÎPìHÓQT
δ + α1

TUCpÑ£×PÓQÌKClìGA\?BÎKÍ Ô ÌKT α ÝKî TUClÛ~?BÓQÛUÌPÓQC£ÛUO�Ù�ÍKTUC\CDÌKC/RSËHÌPADÎKOQCDC\TUÎaÑ£ÍPËGÎKÛ

l′1 ≤ l1 +
?GADìGÛ�Õ

(
1

cos(1+x
2 ε)

).

ï�Î�?GÍPÍPO�Ñ�OQËGÎPÎÂ?BÎHÑ£ÛUTbC/ÍKTUÌJæ�OQÎPLUìH?BÓQO�Ñ<LUCbIKËGÎ�ËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ

lM (c̃2) ≤ d(ỹ1, ỹ2) + l + 2
?BADìGÛ�Õ

(
1

cos(1+x
2 ε)

).

å ?BÎPClÓQT�ÍPTbÌJæ�OQÜ Ú T!Ûb?BCbIPÛbË Ú�Ú T l1 ≤ l′1 IKËGÎ�?��

lM (c̃2) ≤ l′2 − l′1 ≤ l2 +
?BADìHÛ�Õ

(
1

cos(1+x
2 ε)

)− l1 ≤ d(ỹ1, ỹ2) + l +
?BADìHÛ�Õ

(
1

cos(1+x
2 ε)

).

ë ÓgÎKT�ÎPËGÌPC�ADTUCpÑ<T�×KÓQÌPC Ô ÌÏjà Ú ?�épËGADTUA l Ý Ê£Ë�Ñ<ËHÎPC R′ ÓQT Ô ÌK?BÍKADOQÓã?�Ñ<ÜbADT�ÍPËGÎaÑ�ÓQTbC�C\Ë Ú�Ú TNÑ<C�C\ËGÎHÑ
x̃1
I
x̃2
I
ỹ2
TNÑ:ÓQT�×POQTbÍ(ÍPT�Óã?�×ZTUAD×ZTUÎPÍKOQÛUÌPÓã?BOãADT�à

ẽ
×Â?BC\C\?GÎHÑ:×K?BA

x̃1 Ý ï�Î(Ûb?BÓQÛUÌKÓã?BÎHÑ:ÓÈÏj?BOãADT�ÍPT R′ TUÎOQÎHÑ�LUìGA\?BÎaÑ�ÓQTUC�ÛUËJËGADÍPËHÎPÎPLbTUC�ÍKT-�KTUA Ú O�TNÑ�TUÎ¼ÛUË Ú ×Â?BA\?BÎaÑ�?UMaTUÛ�Óã?ÄRSËGA Ú ÌPÓQT�ÍPT�~!?BÌKC\CrÙr÷�ËGÎPÎPT_Ñ~I�ËGÎËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ��

(lM (c∗) + l)
C\Õ
d ≤

∫∫

R′
Û�Õ
ρ dρ dt = π − δ − α1 − α ≤ (1 + x)ε.

ù4Vaú

å Ïj?B×KADÜUC:ñ ÷�T_ò�IPËGÎ'? Û�Õ
d =
Û�Õ
D sinα ≥ Û�Õ D cos

1 + x

2
ε

ÍPËHÎPÛ!Û�Õ
D ≤ (cos 1+x

2 ε)−1 Û�Õ d Ý¥þ Ë Ú�Ú T π − (α1 + α+ δ) ≥ 0
I
δ ≤ π − (α+ α1) ≤ (1 + x)ε Ýÿ�Î�TUÎ�ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌPT!C\Õ l =

C\Õ
D sin δ ≤ C\Õ D sin(1 + x)ε

ÍPËGÎKÛ
CDÕ 2l ≤ (

Û�Õ 2D − 1) sin2((1 + x)ε) ≤ ( % ! 2d
cos2( 1+x

2
ε)
− 1) sin2((1 + x)ε)

≤ 4(
C\Õ 2d+ sin2 1+x

2 ε) sin2 1+x
2 ε.

þ Ë Ú�Ú T (
C\Õ 2d+ sin2 1+x

2 ε) ≤ 2 max{ C\Õ 2d, sin2 1+x
2 ε} IKËGÎ�?�IÙ�ËGÌ�ØKOQTUÎ�C\Õ 2l ≤ 8 sin4 1+x

2

TNÑ
l ≤ CDÕ l ≤ 4 sin2 1+x

2 ε ≤ (1 + x)2ε2 óÙ7ËGÌ(ØPOãTUÎ(CDÕ 2l ≤ 8
CDÕ 2d

TNÑ
l2 ≤ l

C\Õ
l ≤ 4l

C\Õ
d sin( 1+x

2 ε) Ý ï�Î(ÌJÑ<OQÓQOQC<?BÎaÑ$ù4VaúNI�ËGÎ(TUÎ(ÍPLbÍPÌPO�Ñ
l2 ≤ 4( (1+x)lε

lM (c∗)+l ) sin(1+x
2 ε) ≤ 2(1 + x)2ε2 Ý��OQÎK?BÓãT Ú TUÎaÑ~IPËGÎ'?

l ≤ >Ä?�æ {(1 + x)2ε2,
√

2(1 + x)ε} ≤ (1 + x)2(
√

2ε+ ε2).

ß «



ï�Î�R4?BOQC<?BÎHÑ/Ñ�TUÎPÍKADT
x
MâTUADC

0
TNÑ£TUÎ�ÛUË Ú ØPOQÎK?BÎaÑ7?UMaTbÛ�ùÈßHú_IPËGÎ�ËGØJÑ�OQTUÎHÑlíÂÎK?BÓQT Ú TUÎHÑ

lM (c) = lM (c̃1) ≤ (1 + tan ε)3(lM (c∗) + 2
?BADìGÛ�Õ

(
1

cos( ε2)
+
√

2ε+ ε2)).

& í �Xî ª<¡��g¢Zª\¦£¡��'�X�ê¦�§��d�Âª9æ�¨�äd� îðäd�Â¨:¤+�mäm� �Â¨:¤ëåYä)(�¦/¤2§ §�äd�+*,�/¤2ªU��¢��d�
§�ä�§�ªUîòä�¡ �Âª\¦£¡ â
Ê£ËGÌKC�?UMaËGÎPC�MPÌ Ô ÌPT�ÓQTUC¸ÓQO Ú O�Ñ�TUC¸ÍPT Ú LUADOQÍKOQTUÎPC�?UMG?GOQTUÎHÑêÌPÎ=AY�HÓQT+O Ú ×¥ËGApÑ�?BÎHÑ�ÓQËGA\C Ô ÌÏÐOQÓâCUÏj?GìGOQC\C\?GO�ÑÍPT7ÛUËGÎaÑ<AY�GÓQTUA�Óû?�ìGLbË Ú LNÑ�ADOQT7ÍÏÐÌKÎPTlMG?BADOQL_Ñ<L�à�ØZËGADÍ
ÛUË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQT�ù4ÛUTbÛUOÂL_Ñ�?BÎHÑgÌKÎ�TUÌK×PÕKL Ú OQC Ú T�?BÌ�M�ÌÎPËBÑ�? Ú�Ú TUÎHÑ�ÍKTUC�ADLUC\ÌPÓ�ÑN?�Ñ<C�ÍPT�ñÐÿ7Ñ~ð_ò�ËHÌÄÍPT�ñ ý�Ó Þ òSú£TNÑ Ô ÌÏÐÌPÎ@ÛUADO�Ñ<ÜbADT:ÍPT þ ?BC\C\ËGÎÄ×ZTUA Ú TNÑDÑ�?GO�Ñ�ÍPT:ÓQTbCÛb?BA<?BÛNÑ<LUA\OQCDTbA Ý Ê£ËGÌKC£?BÓQÓQËGÎKClÍKËGÎPÎKTUA/OQÛbO�Óã?:MaTbADC\OQËGÎ�×PÓãÌPClRõ?GOQØPÓQT�ÍPT�ÛUT�ÛUADO�Ñ�ÜUADT Ô ÌPO�?�LNÑ<L�Ì�Ñ<OQÓQOQC\LUT�ÍK?BÎKCÛUT�Ñ<TNæâÑ�T!TNÑ7ÍPËGÎHÑ7ËGÎ�×ZTUÌJÑ/Ñ�ADËGÌJMaTbA/ÌPÎKT!×PADTbÌJMaT!×ZËGÌPAlÓQT!Ûb?BC£ÍPTUClØPA\TNÑ9�UTUÓQClÍÂ?BÎPC:ñÐÿ7Ñ~ð_ò Ý

���������	�����¼ÿy�@���.-u'+%�<R.$CS#L'�.=)@#@!='-T�1U!VJF1(NH#2? * %�JF% Mgéom
AU!$'�)@#&%('�) * '+%df3% * #@<L<I%a5�!$CM!	A:<>#L'�#@? * %VZ

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Ê£ËGÌKC£?BÓQÓQËGÎPC£ADTU×KADTUÎPÍKADT!TNÑ£ÛUË Ú ×PÓQL_Ñ<TUAlÓã?�ÍPL Ú ËGÎKCrÑ�A\?�Ñ<OQËGÎ�ÍPT
ñÐÿ£Ñ~ðUò Ý
Þ ËGO�Ñ (mn)

ÌPÎPTlCDÌKO�Ñ<TlÍPT/ÍKOQC Ô ÌPTUC�TUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓQC�ÍKËGÎHÑ+ÓQTbC�ØZËGADÍPC ∂mn
ÛUËHÎHMaTUADìHTUÎHÑ�ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑMaTUA\C£ÌKÎPT=Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎÄìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT µ ∈ Mgéom ÝZÞ ËGO�Ñ m̃n

ÌKÎ'ADTUÓQT_MaL=ÍKT
mn
à
M̃
óÂÎPËHÌPC7ÍPOQCpÑ<OQÎKìGÌPTNÙ

ADËGÎKClÍPTUÌ�æ�Ûb?BClC\ÌPO�MH?BÎHÑ Ô ÌPT�Óã?�C\ÌPO�Ñ<T�ÍPTUClÍKOã? Ú ÜNÑ�ADTUClÍPTUC ∂m̃n
TUCpÑ£ØZËGADÎPLbT!ËGÌ�ÎKËGÎ Ý

Þ ÌP×P×ZËGC\ËGÎPC Ô ÌPT�ÓQT�ÍPOã? Ú ÜNÑ<A\T�ÍPTUC ∂m̃n
TUCpÑ Ú ?�érËGA\L Ý�þ Ë Ú�Ú T ρ(π1(M))

?BìGO�Ñ�×KADËG×KADT Ú TbÎHÑ�C\ÌPA
∂M̃

?UMaTbÛ�ÌPÎ(ÍPË Ú ?BOQÎPT�RSËGÎKÍK? Ú TUÎHÑ�?GÓ�ÛUË Ú ×K?BÛ_Ñ~I�?B×PADÜbC=?B×P×KÓQOQÛb?�Ñ<OãËGÎ(ÍÏÐLUÓãL Ú TUÎaÑ<C�ÍKT ρ(π1(M))
IÓQTUC

∂m̃n
C\ËGÎHÑ!ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKC�ÍK?BÎPC�ÌPÎ Ú } Ú T�ÛUË Ú ×K?GÛNÑ!ÍPT ∂M̃ Ý�× ÌPO�ÑDÑ<T�à
TNæâÑ�A\?BOQADTHI (∂mn)

ÛUËHÎHMaTUADìGT:MaTUA\C
ÌPÎ
ADTUÓQTNMaL

µ̃
ÍKT
µ
ÛUËHÎHÑ<TUÎâÌ
ÍK?BÎKC+ÛbT£ÛUË Ú ×Â?BÛNÑ Ý�þ Ë Ú�Ú T£ÌPÎKT£Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ
ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT£ÛUËGÎHÑ�TUÎâÌPT7ÍK?BÎKCÌPÎ�ÛUË Ú ×K?GÛNÑ�ÍKT ∂M̃ ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ�ÌKÎPT£RSTUÌPOQÓQÓQT7ÕPË Ú ËâÛUÓQOQÎKO Ô ÌPTGIaÛUTbÛUOÂ×PADËGÌ�MaT£ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ
ÍK?BÎKC+ÓQT£Ûb?BC�ËGçÓQT�ÍPOã? Ú ÜNÑ<ADT�ÍPTUC ∂m̃n
TbCrÑ Ú ?�érËGA\L Ý

Þ ÌP×P×ZËGC\ËGÎPC Ú ?BOQÎaÑ<TUÎK?GÎHÑ Ô ÌPT�ÓQT�ÍPOã? Ú ÜNÑ<ADT�ÍPT ∂m̃n
ÎÏjTUCpÑ�×K?BC Ú ?�érËHADL�ó Ô ÌPO�ÑDÑ<T�à$×Â?BC\C\TUA�à�ÌPÎPTC\ËGÌPCpÙ�C\ÌKO�Ñ<TGIBËGÎ�×ZTUÌJÑ�C\ÌP×K×¥ËGC\TUA Ô ÌPT diam(∂m̃n) −→∞ Ýaþ ËGÎKCDOãÍPLUADËGÎKC�ÌPÎKTgRõ? Ú OãÓQÓQT (Di)

ÍPT/ÍPOQC Ô ÌKTUCTUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓQC�ÍPTUÌ�æ@à
ÍPTUÌ�æÄÎPËGÎ�ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZTUC�TNÑ�ÍPT�Ûb?GADÍPOQÎÂ?BÓQO�Ñ<L Ú ?�æ�O Ú ?GÓQT�ó2OQÓQC�ÍKLUÛUËGÌK×¥TUÎaÑ M TUÎ�ÌPÎPT
ADLUÌKÎPOQËGÎ$ÍPT7×K?GÎHÑ�?BÓQËGÎKC

P l
×KÓQTUOQÎPC�TNÑgÍKTlMG?BADOQL_Ñ<LUCgà=ØZËGADÍ
OQÎKÛUË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQT Ý�î T�ÛUË Ú ×KÓQL Ú TUÎHÑ�?BOQA\T7ÍK?BÎKC

∂M
ÍPT�ÓQTUÌPA\C�Ø¥ËGADÍKC

(∂Di)
TUCpÑêÌKÎPT�A\LUÌPÎKOQËGÎ:ÍKT�×K?BÎaÑ�?BÓQËGÎKC�TNÑ�ÍPT�C\ÌPA\Rõ?BÛUTUC

Σl ?UMaTUÛ�ÌPÎKT�C\TUÌPÓQT�ÛUË Ú ×¥Ë�ÙC<?BÎHÑ<T ÍKT Ø¥ËGA\Í ù4Í�Ïj?B×PADÜbC Óã? Ú ?�æ�O Ú ?BÓQO�Ñ<L ÍKT
(Di)

ú Ý Ê7Ë�Ñ<ËGÎKC
d1 = maxi{max{dM̃ (x, y)/x, y ∈ p−1(D)i}} ÓQT Ú ?�æPO Ú Ì Ú ÍKTUC:ÍPOã? Ú ÜNÑ<A\TUC:ÍPTUC:ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TUC
p−1(D)i

ÍKT
p−1(

⋃
iD

i)
TNÑ
d2
ÓQT Ú ?�æ�O Ú Ì Ú ÍKTUC�ÍPOã? Ú ÜNÑ<A\TUC�ÍPTUC�×Â?BÎHÑ�?GÓQËGÎPC�×KÓQTUOQÎPC P l ÍPT M−⋃iD

i Ý
Þ ËHO�Ñ V ÌPÎ�MaËGOQC\OQÎK?BìHT=A\LUìGÌPÓQOQTbA£ÍPT ⋃iD

i óÂÓQTbC�?BÍPÕPLbADTUÎPÛbTUC7ÍPTUC7ÛUË Ú ×ZËGC\?GÎHÑ<TUC7ÛUËGÎKÎPTNæPTUC7ÍPT mn − V
Ô ÌKO�ÎKT�C\ËGÎHÑ�×Â?BC£ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKTUC£ÍK?GÎPC£ÍKTUC£×K?BÎaÑ�?BÓQËGÎKC£×KÓQTUOQÎPC P l C\ËGÎaÑ�ÍPTUC£ÍKOQC Ô ÌPTUC7ÍPËGÎHÑ�ÓQTUC7Ø¥ËGA\ÍPC£C\ËGÎHÑÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKC/ÍÂ?BÎPC ⋃

l Σ
l ∪ V Ý

Þ ËGOQTUÎHÑ ∆̃
ÌPÎ�A\TUÓQTNMaL�Í�ÏÐÌPÎ=Ñ<TUÓ�ÍPOQC Ô ÌPT�TNÑ C̃ Óã?7ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T�ÛUËGÎPÎKTNæ�T�ÍKT M̃−p−1(V) Ô ÌKOJÛUËGÎHÑ<OãTUÎHÑ

∆̃
ó
∂C = p(∂C̃)

TUCpÑ7ÌKÎPT�C\ÌPA\Rõ?BÛUT�OQÎPÛbË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQT�ÍKËGÎPÛ ∂∆
Ø¥ËGADÍKT�ÌPÎ�ÍKOQC Ô ÌPT ∆′ ⊂ ∂C ÝZþ Ë Ú�Ú T

M
TUCpÑ�OQADADLUÍKÌPÛNÑ�OQØPÓQTGI

∆ ∪∆′
Ø¥ËGA\ÍPT=ÌKÎPT=ØZËGÌPÓQT

B ⊂ C Ý2Þ ËGOQTUÎaÑ B̃ ÓQT=A\TUÓQTNMaL:ÍPT B Ô ÌPO�ÛbËGÎHÑ<OQTUÎaÑ ∆̃TNÑ
∆̃′
ÓQT�ADTUÓQTNMaL�ÍPT

∆′
ÛUËHÎHÑ<TUÎâÌ�ÍK?BÎKC

B̃
óZËHÎ�?

∂B̃ = ∆̃ ∪ ∆̃′ ÝÞ ËHO�Ñ F̃ ÌPÎKT�ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÛUËGÎPÎKTNæ�TÍPT
∆̃′ ∩ ∂M̃ ó¥ÎPË�Ñ<ËGÎKC Σl Óã?�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T=ÍKT ∂M − V Ô ÌPO�OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T p(F̃ ) Ý >'ËGÎaÑ<ADËGÎKC Ô ÌKT F̃ TUCpÑC\O Ú ×KÓQT Ú TbÎHÑ�ÛUËHÎPÎPT_æ�T ÝZÞ O�ÛUT:ÎÏÐTbCrÑ�×K?BC7ÓãT=Ûb?GCUI ∂F̃ ÛUËHÎHÑ<OQTUÎaÑ�ÌKÎPT:ÛUËGÌPA\Ø¥T c̃ ⊂ ∂Σ̃l ó¥ÛUË Ú�Ú T Σl ÎÏj?

Ô Ì�ÏÐÌPÎPT�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�T7ÍKT7ØZËGADÍI ∂Σl = p(c̃) Ý�þ Ë Ú�Ú T Dn
ÎÏÐTUCpÑ/×K?BC�ÛUËHÎHÑ<TUÎJÌ
ÍÂ?BÎPC�ÌKÎPT7ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TÍPT

M − V I c OQÎHÑ<TUA\C\TUÛNÑ<T ∆
TNÑ
c̃
OQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T!ÌPÎ$Ñ<A\?GÎPC\Óã?�Ñ<L!ÍKT

∆̃ ÝKî ?�ØZËGÌPÓQT B LNÑ�?BÎaÑ£×PÓQËGÎKìGLUTGI B̃ TUCpÑÍPOQCÈérËHOQÎHÑ<T�ÍKT�C\TUC/Ñ<A<?BÎPC\Óã?�Ñ<LUC£T_Ñ
c̃ ⊂ ∂B̃

Î�ÏÐOQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T�×Â?BC£ÍPT�Ñ�A\?BÎPC\Óã?�Ñ�L�ÍPT
∆̃ ⊂ ∂B̃ Ý ÿ�Î�TUÎ'ÍPLbÍPÌPO�Ñ

Ô ÌKT F̃ TUCpÑ/CDO Ú ×PÓQT Ú TUÎHÑ/ÛbËGÎPÎPT_æ�TGIJÛGÏÐTUCpÑ/ÍPËGÎKÛ7ÌKÎ
ÍKOQC Ô ÌPT�TNÑ F̃ TbCrÑ/ÕKË Ú Ë�Ñ�ËG×¥T�à ∆̃
C\ÌPA

∂B̃ ÝPþ Ë Ú�Ú T

ß ®



F̃ ⊂ ∆̃′
I�Óã?�ADTUCpÑ<ADOQÛNÑ�OQËGÎ�ÍKT

p
à
F̃
TUCpÑ=ÌKÎ�ÕPË Ú LUË Ú ËGAD×KÕPOQC Ú T Ý�î T�ÍKOQC Ô ÌPT F = p(F̃ )

TUCpÑ:ÛUËGÎHÑ<TbÎâÌ
ÍK?GÎPC+Óû?�C\ÌPADRõ?BÛbT

Σl ÍPËGÎPÛ7CDËHÎ
?BOQADT£TbCrÑgOQÎPRSLUA\OQTUÌPA\T£à=ÌPÎPT£ÛbËGÎPCpÑ�?BÎHÑ�T A Ô ÌPOÂÎPT£ÍKLU×¥TbÎPÍ Ô ÌPT£ÍKTUC�Ñ|Ö�×ZTUCÑ<ËG×ZËGÓQËGìGO Ô ÌPTUC�ÍPTUC Σk TNÑ�Ó²Ïj?BOQADT/ÍKT F̃ TUCpÑ�?BÌPC\C\O Ú ?�épËGADLUT/×Â?BA A ÝGë ÓPTNæPOQCrÑ�T/ÍPËGÎKÛgÌKÎPT/ÛUËGÎPCpÑ�?GÎHÑ<T d3 Ô ÌPOÎPT:ÍPLU×ZTUÎPÍ Ô ÌKT=ÍPT A TNÑ�ÍPT d1
T_Ñ�ÌPÎKT�ÛbËGÓQÓQTUÛNÑ�OQËGÎÄÍÏj?BADÛbC

k̃′jn
ÍKT

F̃ ′
ÍPËHÎHÑ�ÓQTUC7Ø¥ËGA\ÍPC7CDËGÎaÑ�ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKC

ÍK?GÎPC
(∂F̃ − V) ⊂ ∂m̃n

I Ô ÌPOgC\LU×K?GADTUÎHÑ F̃ TUÎ ÍPTUC�ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ�TUC�ÍKT�ÍPOã? Ú ÜNÑ<ADT�OQÎKRSLUADOQTUÌKA�à d3
TNÑ

MaLUA\O�íKTUÎHÑ
lM̃ (k̃′jn ) ≤ l∂M̃ (k̃′jn ) ≤ 3d1

ùõMaËGOQAlíÂìGÌPA\T�ðbßHú Ý ÿ�ÎÄ×PADËBépTNÑDÑ<T:TUÎPC\ÌPO�Ñ�T=ÛUTUC�?BA\ÛUC7C\ÌPA£ÍKTUC�?BADÛbC
k̃jn ⊂ ∆ Ô ÌPOËHÎHÑ£ÓQTbC Ú } Ú TUClTNæâÑ<A\L Ú O�Ñ<LbC Ô ÌPT�ÓQTUC k̃′jn Ý

m̃i

∂F̃

k̃jn

� 1n�i� ðbß  è7Î�ADTUÓQT_MaL!ÍKT F Ý
ÿ�Î�ADLb?GÓQOQCDT!ÛUTNÑ\Ñ<T�ÛUËGÎKCrÑ�ADÌPÛ_Ñ<OQËGÎ�×ZËGÌPAgÛ�ÕÂ?BÛUÌPÎKT�ÍPTUC/ÛUË Ú ×¥ËHC\?BÎaÑ<TUC/ÍPT m̃n −V

TNÑ£ËGÎ�?�érËHÌJÑ<T!?GÌJæ
k̃jn
ÓQTbC7ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<TUC7ÍPT p−1(

⋃
iD

i) ∩ m̃n
×¥ËHÌPA£ÛUËHÎPCpÑ<ADÌKOQADT=ÌKÎPT=ÎKËGÌJMaTUÓãÓQT=Rõ? Ú OQÓQÓQT k̃jn Í�Ïj?BADÛUC7ÍKËGÎHÑÓQTUC7ØZËGADÍKC£C\ËGÎaÑ�ÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKC7ÍK?BÎPC

∂m̃n
TNÑ Ô ÌKO�C\LU×Â?BADTUÎHÑ m̃n

TUÎÄÍPTUC7ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<TUC7ÛUËGÎKÎPTNæPTUC C Ñ<TUÓQÓQTUC
Ô ÌKT diam(∂C −⋃j k̃

j
n) ≤ d = max{d2, d3} Ý

Þ ËGOQTUÎHÑ N ÌPÎ�TUÎaÑ<OQTUA�TNÑ n ?BC\C\T3�/ìGA<?BÎPÍ�×¥ËGÌKA Ô ÌPT diam(∂m̃i) ≥ 2N+2d ÝâÞ ËGOQTbÎHÑ x̃n TNÑ ỹn ÍKTUÌJæ×ZËGOQÎHÑ<CgÍPT
∂m̃n Ô ÌPOZA\Lb?BÓQOQC\TUÎHÑlC\ËGÎ$ÍKOã? Ú ÜNÑ�ADT Ý�å Ïj?B×PA\ÜUCgÓã?:×KADËG×KADOQLNÑ<L�ÍKT�C\LU×K?BA\?�Ñ<OQËGÎ$ÍKTUC k̃jn IJOQÓ2TNæ�OQCpÑ<TÌPÎ'?BADÛ

k̃1
n

ÍKËGÎHÑ7ÓQTUClØ¥ËHADÍPClC\LU×K?GADTUÎHÑ
∂m̃n

TUÎ�ÍKTUÌJæ�?BA\ÛUC
c̃x̃n
T_Ñ
c̃ỹn
ÛUËHÎHÑ<TUÎÂ?BÎHÑ7ADTUC\×ZTUÛNÑ<O�MaT Ú TUÎHÑ x̃nTNÑ

ỹn
T_Ñ�ÍPËGÎHÑ�ÓÈÏÐÌPÎI

c̃x̃n
×Â?BA=TNæ�T Ú ×PÓQTHIMaLUADO�íÂT�ÓQTUC:×KADËG×PA\OQLNÑ<LUC:C\ÌPO�MG?BÎaÑ<TUC$ù4OQÓQÓQÌKCrÑ�ADLUTUC:×Â?BA=Óã?�íKìHÌPADTðUVaúo�

Ù+Óã?�ÍPOQCpÑ�?BÎKÛUT!ÍÂ?BÎPC
M̃
TUÎHÑ�ADT!ÓQTUClT_æâÑ<ADL Ú O�Ñ<LUC£ÍPT c̃x̃n TUCpÑ£OãÎPRSLUADOãTUÌPADT=à 3d1

ó
Ù
N ≤ dM̃ (x̃n, ∂c̃x̃n) ≤ N + d Ý
Þ O diam(c̃x̃n) ≥ 2N +2d

IHËGÎ�ADLUO�Ñ�ÜUADTlÓû? Ú } Ú TlËG×ZLUA\?�Ñ<OQËHÎ�×ZËGÌPA�ËGØ�Ñ<TUÎPOQA+ÌPÎ�ÎKËGÌJMaTUÓ¥?BADÛ c̃x̃′n ⊂ c̃x̃n ÝMaTUADC
ỹn

MaTUA\C
ỹn

x̃n

� 1n�i� ðUV  è7Î�TNæ�T Ú ×PÓQT�ÍÏj?BA\Û c̃x̃n ÍK?GÎPClÓQT!Ûb?GClÍÏÐÌPÎ�ØPADT_Ñ9�UTUÓ Ý
þ Ë Ú�Ú T ]{c̃x̃′n ∩

⋃
j k̃

j
n} < ]{c̃x̃n ∩

⋃
j k̃

j
n}
Iâ?B×KADÜUC�ÌPÎ
ÎPË Ú ØKADT£íKÎPO¥ÍÏÐO�Ñ�LUA\?�Ñ<OQËHÎPCbIaËHÎ
ËGØJÑ<OQTbÎHÑgÌPÎ$?BADÛ

c̃x̃n
Ñ<TUÓ Ô ÌPT diam(c̃x̃n) ≤ 2N+2d Ý ö�×PADÜUC�?B×P×KÓQOQÛb?�Ñ<OãËGÎ�Í�ÏÐÌPÎ�LUÓQL Ú TUÎHÑ�ÍPT π1(M)

I�ËGÎ�×ZTUÌJÑ�C\ÌP×K×¥ËGC\TUA
Ô ÌKT$ÓQTbC�?BADÛUC c̃x̃n C\ËGÎaÑ�ÛUËHÎHÑ<TUÎJÌPC�ÍÂ?BÎPC�ÌKÎ Ú } Ú T�ÛUË Ú ×K?BÛ_Ñ�ÍKT ∂M̃ Ý�þ Ë Ú�Ú T�×PADLbÛULUÍPT Ú�Ú TUÎaÑ~IêCDOÓã?¼C\ÌPO�Ñ�T�ÍPTbC�ÓQËGÎKìGÌPTUÌKADC�ÍPTbC

c̃x̃n
Î�ÏÐTUCpÑ'×K?BC�ØZËGADÎKLUT�×Â?BA�ÌKÎPT�ÛUËGÎPCpÑ�?GÎHÑ<T

c(N)
I
µ
ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ'ÌKÎPT

ß=¦



RSTUÌKOQÓQÓQT!ÕPË Ú ËJÛUÓQOQÎPO Ô ÌPT ÝPå ?BÎKC/ÓQT�Ûb?BC/ÛbËGÎHÑ<A\?GOQADTGIPÓã?�C\ÌPO�Ñ�T�ÍPTUC/ÓQËGÎKìGÌPTUÌKADC/ÍPTUC c̃x̃n TUCpÑlØZËGADÎKLUT�×K?BA/ÌPÎPTÛUËGÎKCpÑ�?BÎHÑ<T
c(N) Ý$× ÌPO�ÑDÑ�T�à7TNæJÑ<A\?BOQADT�ÌKÎPT�CDËHÌPCpÙ�C\ÌPO�Ñ<THI�ÓQTUC�?BADÛbC c̃x̃n ÛUËGÎHMâTUADìGTUÎaÑ�ÍPËGÎKÛ�MaTbADC�ÌPÎ�?BA\Û�ÍKËGÎHÑÓQTUC7TNæâÑ<A\L Ú O�Ñ�LUC£C\ËGÎHÑ�à�ÌPÎKT�ÍKOQCpÑ�?BÎPÛbT�OQÎKRSLUADOQTUÌKADT:à 3d1

TNÑ�ÍPËGÎaÑ7Óã?�ÓQËHÎPìGÌPTbÌPA£TUCpÑ Ú OQÎPËGA\LUT=×K?BA N TNÑÚ ?BérËGADLUT�×K?BA c(N)
IJÛUTNÑ£?BADÛ�TUCpÑ/ÛUËGÎHÑ�TUÎâÌ�ÍK?BÎPCgÌKÎPT�RSTbÌPOQÓQÓQT

l̃
ÍPT
p−1(µ) Ý �ê?BA�ÍKTUÎPC\O�Ñ<L�ÍPT�Óã?�ADLUÌPÎKOQËGÎÍPTbC�RSTUÌPOQÓQÓQTbC�OQC\ËGÓQLUTUC�ÍÏÐÌPÎ¼Û3��Ñ<LHI�ËGÎ¼×¥TUÌ�Ñ�C\ÌP×P×ZËGC\TUA�Óã?@×PADËBépTUÛNÑ<OQËGÎ

l
ÍPT

l̃
ÍKT$ÛUT
Ñ|Ö�×ZT Ý ï�ÎüRõ?GOQC\?GÎHÑMG?BA\OQTUA

n
ËGÎ�ËGØJÑ�OQTUÎHÑ�ÌPÎKT�C\ÌKO�Ñ<T
ÍÏj?BADÛbC:ÍPËGÎaÑ�Óã?'ÓQËHÎPìGÌPTbÌPA�Ñ<TUÎKÍ�MaTUA\C:ÓÈÏÐOQÎPíKÎKO Ý�þ Ë Ú�Ú T
ÓQTUC:RSTbÌPOQÓQÓQTUCOQC\ËGÓQLUTUC!ÍÏÐÌKÎ@Û3��Ñ�L�C\ËGÎHÑ�TUÎ@ÎKË Ú ØKADT:íKÎKOÈI Ô ÌKO�ÑDÑ<T�à
TNæJÑ<A\?BOQADTHIZËGÎ�×ZTUÌJÑ!C\ÌP×K×¥ËGC\TUA�ÓQTbC�×PADËBépTUÛNÑ<OQËGÎKC�ÍPTÛUTUC7?BADÛUClÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKTUClÍK?BÎKClÌPÎ Ú } Ú T!RõTUÌPOQÓQÓQT l Ý è£ÎKT�Ñ<TUÓQÓQT�RSTUÌKOQÓQÓQT l TUCpÑ£ÕKË Ú ËJÛUÓQOQÎPO Ô ÌPT Ý

/ ¬�« µ�Å�½�µ$��� »Â½�´�¹l� ±²½B½G±ÈÆ�°4»Â½'¹+»è� Á¥Àa±È¹�±4»¥·+½
Þ ËGO�Ñ S ⊂ ∂M

ÌKÎPT�C\ÌPA\Rõ?BÛUT�ÛbË Ú ×Â?BÛNÑ<T�ÛUË Ú ×PADTUC\C\OQØPÓQT�ÍPËGÎaÑ�ÓQT�Ø¥ËGA\Í�ÎPT�ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ=×K?BC!ÍKT Ú LbADO�ÙÍPOQTbÎPC�ó�ÍÂ?BÎPC=Óû?�C\TUÛNÑ�OQËGÎüEJI�ÎPËGÌPC�?UMaËGÎPC:ÍPL_íÂÎPO�ÌKÎ(CpÖ�CpÑ<Ü Ú T
?BÍ Ú OQCDC\OQØKÓQT�ÍKT Ú LUADOQÍPOQTbÎPC=ÍKT S I�ÎPËGÌKC?BÓQÓQËGÎKC Ú ?BOQÎHÑ<TUÎÂ?BÎHÑ£ÛbËGÎPCpÑ<ADÌKOQADT!ÌKÎ$Ñ<TUÓ�CpÖ�CpÑ<Ü Ú T Ý
Þ ËGOQTUÎHÑ µ1

ÌPÎPT7A\LUÌPÎKOQËGÎ
ÎKËGÎ
C\LU×Â?BA\?BÎHÑ�T7ÍKT Ú LUADOQÍPOQTbÎPC�ÍPT�Ûb?BADÍKOQÎK?BÓQO�Ñ�L Ú ?�æ�O Ú ?BÓQTGI M1
Óã?�MG?BA\OQLNÑ<L

ËGØ�Ñ<TUÎâÌKT�TUÎ�ÍKLUÛUËGÌK×K?BÎHÑ
M
ÓQT!ÓQËGÎPì�ÍÏÐÌPÎKT�Rõ? Ú OQÓQÓQT�ÍKT�ÍPOQC Ô ÌKTUC/Ø¥ËGA\ÍPLUT�×Â?BA µ1

TNÑ
S1 ⊂ ∂M1

Óã?�C\ÌPArÙ
Rõ?BÛbTgËGØJÑ�TUÎâÌKT�TbÎ�ÍPLUÛbËGÌP×K?GÎHÑ

S
ÓQTgÓQËGÎKì�ÍPT

µ1
TNÑ�TUÎ�ADTbÛUËGÓQÓã?BÎHÑ�à�Óã?�CDÌKADRõ?BÛUTl?BOQÎPC\O�ËGØJÑ�TUÎâÌPT/ÓQTUC�ÍPOQC Ô ÌKTUCØZËGADÍPLUC�×K?BA¸ÓQTUC¸ÎKËGÌJMaTbÓQÓQTUC¸ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TUC�ÍPT�Ø¥ËGA\Í:?BOQÎKC\OaRõËGA Ú LbTUC Ý�Þ O M1

TUCpÑêÌPÎPT�ØZËGÌPÓQTGI�?BÓQËGADCbI�ÛUË Ú�Ú T
∂S
ÎKT:ÛbËGÎHÑ<OQTUÎaÑ!×K?BC�ÍKT Ú LUADOQÍKOQTUÎI S1 = ∂M1

TNÑ
µ
TbCrÑ�ÌPÎ@CpÖ�CpÑ<Ü Ú T�?BÍ Ú OQCDC\OQØKÓQT ÝÞ OQÎKËGÎIZC\O S − µÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ/ÌPÎ Ú LUA\OQÍPOQTUÎ c1 Ô ÌPO¥ÎKT7Ø¥ËGADÍKT7×K?BC�ÍKT7ÍKOQC Ô ÌPT7ÍPT S1

ù4O Ý T Ý C\O S1
TUCpÑgÛUË Ú ×PADTbCDC\OQØKÓQT~úNIâÎKË�Ñ<ËGÎKC

µ2
Óã? Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛUËHÌPADØZTlËGØJÑ�TUÎâÌPT£TUÎ
?�érËGÌJÑN?BÎHÑ�ÌKÎ�Ñ<TUÓ Ú LbADOQÍPOQTUÎ
à µ1 ÝJÞ ËGO�Ñ M2

Óû?�MG?BA\OQLNÑ<L£TUÎ�ÍKLUÛUËGÌK×K?BÎHÑ
M1
ÓQTlÓQËHÎPì�ÍPT

c1
TNÑ
S2 ⊂ ∂M2

Óã?!C\ÌPA\Rõ?BÛUTlËGØ�Ñ<TUÎâÌKTlTUÎ�ÍPLbÛUËGÌP×Â?BÎHÑ
S1
ÓQTlÓãËGÎPì�ÍPT

c1
TNÑ�TUÎ�ADTUÛUËGÓQÓã?GÎHÑ

à:Óû?:C\ÌPADR4?BÛUT�?BOQÎKCDO2ËGØJÑ�TUÎâÌPT�ÓQTUCgÍPOQC Ô ÌKTUCgÍPT ∂M2 Ô ÌPT�ØZËGADÍKTUÎHÑ/ÓQTUCgÎKËGÌJMaTbÓQÓQTUCgÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<TUCgÍPT�ØZËGADÍ?BOQÎKCDO�RSËGA Ú LUTUC Ý�Þ O S2
Î�ÏÐTUCpÑ�×Â?BC!OQÎPÛbË Ú ×PA\TUC\CDOãØPÓQTGIËGÎ�A\LUO�Ñ<ÜUA\T�ÛUT_ÑDÑ<T�ËG×¥LUA<?�Ñ<OQËGÎ Ý�þ Ë Ú�Ú T�ÓQT�ÎPË Ú ØPADTÍPT�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�TUClÍ�ÏÐÌPÎPT�Rõ? Ú OQÓQÓQT�ÍPT�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTbClÍPT S IPC\O Ú ×PÓQTUCbIKRSTUA Ú LUTUC£TNÑ7ÍPOQCÈérËGOQÎHÑ�TUClTUCpÑ7Ø¥ËHADÎPLUTHI?B×KADÜUClÌPÎ�ÎPË Ú ØKADT�íÂÎPOÍ�ÏÐLNÑ�?B×ZTUCbIPËGÎ�ËGØJÑ<OQTbÎHÑ£ÌPÎ�CpÖ�CpÑ<Ü Ú T�?BÍ Ú OQC\CDOQØKÓQT!ÍKT Ú LUA\OQÍPOQTUÎKC Ý

î ?�×KADT Ú OQÜUADT�×KADËG×PADOãLNÑ<L�ÍPTUC�CpÖ�CpÑ<Ü Ú TUC
?BÍ Ú OQC\CDOQØKÓQT Ô ÌKT�ÎPËGÌKC�?BÓQÓQËGÎKC�ÍPLbÛUADOQADT'TUCrÑ
TbÎ Rõ?BO�Ñ$ÌPÎPT×PA\ËG×PADOQL_Ñ<LÄìGLUÎKLUA\?BÓQT@ÍPTUC$Rõ? Ú OQÓQÓQTUC�ÍPT Ú LUADOQÍKOQTUÎPC ÝgÞ ËHOQTUÎHÑ µ ⊂ S
TUCpÑ�ÌPÎPTÄRõ? Ú OQÓQÓQT@ÍPT Ú LUADOQÍKOQTUÎPCbI

µ1 ⊂ µ
ÌPÎ�LbÓQL Ú TbÎHÑ�ÍPT$ÛUTNÑDÑ<T$Rõ? Ú OQÓQÓQT$TNÑ k ÌKÎü?BA\Û
ÍKT
ÛbË Ú ×PA\TUC\C\OQËGÎ(MâTUADC µ1 ó¸ÎKË�Ñ<ËGÎKC (mi)

ÌPÎPT
Rõ? Ú OQÓQÓQT'ÍPT�ÍKOQC Ô ÌPTUC�ÍKOQC4épËGOQÎHÑ<C�ØZËGADÍKLUC�×Â?BA�ÓQTUC
ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TbC µi ÍKT µ Ý�þ Ë Ú�Ú T k TUCpÑ
ÌKÎ ?BADÛ'ÍPTÛUË Ú ×PADTbCDC\OQËGÎ�MaTUA\C µ1 IGOQÓKTNæ�OQCpÑ�T/ÌPÎ�?BADÛ k1 ⊂ m1 Ñ�TUÓ Ô ÌKT k∪k1 Ø¥ËHADÍPT/ÌKÎ�ÍKOQC Ô ÌPT/TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓ D ⊂M Ý
î TUC�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TUC�ÍKT D −⋃im

i C\ËGÎHÑ!ÍKTUC�ÍKOQC Ô ÌPTUC�ÍPËGÎaÑ�ÓÈÏÐÌKÎ�?BÌ Ú ËGOQÎPCbI2?B×P×ZTUÓQËGÎKCrÙ|ÓQT D′ IZTUCpÑ�Ñ<TUÓ
Ô ÌKT ∂D′ ∩ k TUCpÑ/ÛUËHÎPÎPT_æ�T Ý ÿ�Î$TbÎ$ÍKLUÍPÌKO�Ñ Ô ÌKT k ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑlÌPÎ�?BADÛ�ÍPT�ÛUË Ú ×KADTUC\C\OQËGÎ ∂D′ ∩ k MâTUADC µ Ýÿ�Î�?�?BOãÎPC\O Ú ËHÎHÑ<ADL�ÓQT!Rõ?BO�Ñ7C\ÌPO�MG?GÎHÑ��
0u��Á]À ÿy�]¹"�X�"!$#n)
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µi
Z

å ?BÎKC+ÓQT£Û~?BC�ÍÏÐÌPÎ�CpÖ�CpÑ<Ü Ú T7?BÍ Ú OQC\CDOQØKÓQT£ÍPT Ú LUADOQÍPOQTbÎPCbIaÛUË Ú�Ú T£Óã?�C\ÌPADR4?BÛUT S′ IaÍPL_íÂÎPOQT£×KÓQÌPC+ÕÂ?BÌJÑ~ITUCpÑ7OQÎPÛUË Ú ×PADTbCDC\OQØKÓQTGIPËGÎ�×¥TUÌ�Ñ£LNÑ<TUÎKÍPADT!ÛbT!Rõ?BO�Ñ7ÍPT�Óã? Ú ?GÎPOQÜUADT�C\ÌPO�MG?GÎHÑ<T��
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S * '+%MN * 0Lf3.FA9%�AU!$CW8�0U%(N9NH#&;:<I%-Jg!='�)�<I%�;U!$0YJ¼'+%-A9!$'�)@#2%:'�)m8E./N6JF%yCM1:0(#@J$#2%:'EN9G µ
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%3)
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½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô ÌPT λ ÛbËGÎHÑ<OQTbÎHÑ�ÌPÎ�?BADÛ k ÍPT�ÛUË Ú ×PA\TUC\CDOQËHÎ'MâTUADC µ Ý�Þ ËGO�Ñ µ1 Óã?$ÛbË Ú Ù×ZËGC\?GÎHÑ<T�ÍKT
µ
Ñ<TbÓQÓQT Ô ÌPT ∂k ⊂ µ1 ó�OQÓ�TNæ�OQCpÑ<T�ÌKÎ(?BADÛ k′ ⊂ µ1 Ñ�TUÓ Ô ÌPT k ∩ k′ = ∂k = ∂k′

T_Ñ Ô ÌPT

ß Ê



k ∪ k′ ⊂ S′ ØZËGADÍPT!ÌKÎ�ÍPOQC Ô ÌPT!ÍKT M ′ ÝÂþ Ë Ú�Ú T S′ TUCpÑ£OQÎKÛUË Ú ×KADTUC\C\OQØPÓQTGI k ∪ k′ Ø¥ËHADÍPT!ÌPÎ�ÍKOQC Ô ÌPT!ÍPT
S′
TNÑ/×¥ËGÌKA�Ñ<ËHÌJÑ<T Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛbËGÌPADØZT ν ÍPT S′ Ô ÌPOZOQÎHÑ<TUA\C\TUÛNÑ<T k I k ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ/ÌKÎ$?BADÛ�ÍKT7ÛbË Ú ×KADTUC\C\OQËGÎ�MaTUADC

ν Ý
è7ÎPT'?BÌ�Ñ<ADT�×KADËG×KADOQLNÑ<L�RSËHArÑ
ÌJÑ�OQÓQT�ÍPTbC�CpÖ�CpÑ�Ü Ú TUC
?BÍ Ú OQC\CDOãØPÓQTUC�TUCpÑ Ô Ì�ÏÐTUÎ ËG×¥LUA<?BÎHÑ
C\ÌPA�TbÌJæ ÍPTbCÛ�ÕPOãADÌPADìHOQTUC!ÓQT�ÓQËGÎKì�ÍÏj?BA\ÛUC!ÍPT�ÛUË Ú ×PADTbCDC\OQËGÎ�I2ËGÎ�ËGØ�Ñ<OQTUÎaÑ�ÍPTUC!CpÖ�CpÑ<Ü Ú TUC Ô ÌPOêC\ËGÎHÑ=TUÌJæ�?BÌKC\CDO�?BÍ Ú OQCpÙC\OQØPÓQTbC Ý ��ÓQÌKC!×KADLUÛUOQC\L Ú TUÎHÑ=C\ËGOQTUÎaÑ µ ÌPÎ�CpÖ�CpÑ<Ü Ú T�?BÍ Ú OãCDC\OQØKÓQT�×¥ËGÌKA!ÌPÎPT�C\ÌPA\Rõ?BÛUT S ⊂ ∂M

I
µ1 ÌPÎPTÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T�ÍPT µ TNÑ k ÌKÎ ?BADÛ�ÍKT�ÛUË Ú ×KADTUC\C\OQËGÎ�MaTUA\C µ1 Ý �ê?BA�Û�ÕKOQADÌPADìHOQT�ÍPT µ1 ÓQT�ÓãËGÎPì�ÍKT k I�ËGÎËGØ�Ñ<OQTUÎHÑgÍKTUÌJæ Ú LUADOQÍKOQTUÎPC µ1

1

TNÑ
µ1

2

Ñ�TUÓQC Ô ÌPT7Ó²ÏÐÌPÎ
ÍKTUC�ÍKTUÌJæIâÍPOQC\ËGÎPC µ1
2

IJ?=Óã?:×PADËG×KADOQLNÑ�L7CDÌKO�MG?BÎaÑ<T��âTUÎ
ADT Ú ×PÓã?$ ~?BÎHÑ~IKÍK?BÎKC µ I µ1 ×K?BA µ1

2

IPËGÎ'?�TUÎPÛbËGADT�ÌPÎ�CpÖ�CpÑ<Ü Ú T�?BÍ Ú OQC\C\OQØPÓQT�ù4ÛUR Ý ñ ô�?HE�òSú Ý

	 ���dî ¦£¡ ��¢¥¤1�g¢Zª\¦£¡ §�äd�àç�¤Z¦Xç:¤ªY��¢��d� §�ä P(M)

å ?BÎKC$ÛUT_ÑDÑ<T@ÍKTUADÎPOQÜbADT@CDTbÛNÑ<OQËGÎ�I�ÎKËGÌPC�?BÓQÓQËGÎKC$T_æ�×¥ËHCDTbA
ÓQTbC$ÍKL Ú ËGÎKCpÑ<A\?�Ñ<OãËGÎPC$ÍKTUC$×KADËG×KADOQLNÑ<LUC�ÍPT
P(M) Ô ÌPOËGÎaÑ£LNÑ�L!ÌJÑ<OQÓQOQC\LUT�ÍÂ?BÎPClÓã?�×KADTUÌ�MaT!ÍPÌ�Ñ<ÕPLUËHADÜ Ú T�ð Ý
· ���¸�ª��2y�@��� �"!$#n)

λ * '+%�<�.=C #L'�.g)@#@!$'§,$1:0(# cl.$'�)o<I%(N�A9!$'�J$#n)@#@!='EN a)
%3)
c) v .=<R!$0HN6<I%(N-./NHN3%:0()@#2!$'ENN * #n,	.='�)4%(N�N3!$'�)h19? * #L,/.=<I%:'�)4%(N�qr b1)

Ó�.6<R.$C #L'�.g)@#@!$'�T�1U!VJF1(NH#@? * % λ %(N()h.$'�.$'�' * <R.$#L0U% vr b2) ∃η > 0
)4%:<�? * %HG"8E! * 0�)&! * )h.$'�'+%U. * %(N9N`%:'�)@#2%3< a G i(∂a, λ) ≥ η Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z þ Ë Ú�Ú T
ËGÎ�Ó²Ïj?'ÍPLpéDà�ADT Ú ?BA Ô ÌPLGI¸ÌPÎKT�Óû? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ Ô ÌPO�MaLUADO�íÂT b) I b1)
ËGÌ

b2)
OQÎJÙ

Ñ<TUA\C\TUÛNÑ<T£Ñ<A\?BÎKCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ�Ñ<ËGÌ�Ñ<TUC�ÓQTUCgÛUËGÌPA\Ø¥TUC�×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTUC ÝJå ?BÎPCgÓã?=C\ÌPO�Ñ<TGIJÎPËGÌKC�×¥ËGÌKADADËGÎKC�ÍKËGÎPÛC\ÌP×K×¥ËGC\TUA Ô ÌKT λ OQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T�Ñ<ËGÌJÑ�TUClÓQTUClÛUËGÌKADØ¥TbC/×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTUC ÝOûú�>'ËGÎHÑ�ADËGÎPC7Ñ<ËGÌ�Ñ!ÍÏj?BØZËGADÍ@×K?GA�ÓÈÏj?BØPC\ÌPA\ÍPT Ô ÌKT b2 => b1 ÝÞ ËGO�Ñ λ ÌPÎKT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTÚ TbCDÌKADLUT Ô ÌPOZMaLUA\O�íKT�ÓQTUClÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËGÎKC a)
I
c)
TNÑ£OQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T�Ñ<A\?BÎKCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑlÑ<ËGÌ�Ñ<TUClÓQTUClÛUËGÌKADØZTUC/×Â?�ÙA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTUC�ó�C\ÌP×K×¥ËGC\ËGÎKC Ô ÌPT λ ÎKT�MaLUADOQíKT�×K?BC�Óã?@ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ b1) Ýêë Ó�TNæPOQCrÑ�T�?BÓãËGADC�ÌKÎPT$Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎ?BÎKÎâÌPÓã?BOQA\T

α Ô ÌPO�Î�ÏÐOQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T@×K?BC λ Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ�TNÑ Ô ÌPO£MH? ÎKËGÌPC�×¥TUA Ú TNÑ\Ñ<ADTGI�×¥ËGÌKA�Ñ�ËGÌJÑ
ε > 0

IHÍKTlÛUËGÎKCrÑ�ADÌPOQA\TlÌPÎ
?BÎPÎKTb?BÌ�ËGÌ�ÌKÎ�A\ÌPØK?BÎ�ÍPT£>w�GØPOãÌPC+TUC\C\TUÎHÑ<OQTbÓ
aε
Ñ<TUÓ Ô ÌKT i(λ, ∂aε) ≤ ε Ýâþ TbÛUOÛUËGÎaÑ<ADTUÍKOQA\?�Óã?�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËGÎ

b2) Ý
Þ ËGOQTUÎHÑ l̃1, l̃2 ⊂ p−1(α)

ÍKTUÌJæ�RSTUÌKOQÓQÓQTUC�ØPOã?BCpÖ Ú ×JÑ�Ë�Ñ<TUC�ó l̃1+ TNÑ l̃2+ ÍPTUÌ�æ�ÍKT Ú O�Ù|ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTUC�ÍPT l̃1 TNÑ
l̃2 Ô ÌPOJËGÎaÑ�ÓQT Ú } Ú T�ØZËGÌJÑ ξ+

ó
l1
I
l2
I
l1+
TNÑ
l2+
ÓQTUCê×PA\ËBérTNÑ<LUC�ÍPT

l̃1
I
l̃2
I
l̃1+
TNÑ
l̃2+
C\ÌPA

∂M ÝHþ ËGÎKCrÑ�ADÌPOQC\ËGÎKCÑ<ËGÌ�Ñ�ÍÏj?BØZËGADÍ�ÌPÎKT Ú ÌPÓ�Ñ<O�Ù|ÛUËGÌPA\Ø¥T µ Ô ÌKOPTUCpÑ�ÌPÎ Ú LUADOQÍKOQTUÎIHÌPÎKT/ÛUËHÌPADØZT/×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTlËGÌ�ÓQTlØ¥ËGA\Í�Í�ÏÐÌPÎ?BÎKÎPTb?BÌ'TNÑ7×Â?BAlA\?G×P×¥ËHArÑ�à�Óã? Ô ÌPTbÓQÓQT l̄1+ TNÑ l̄2+ C\ËGÎHÑ�TUÎ'×¥ËGC\O�Ñ�OQËGÎ�×KADLNÑ<TUÎKÍPÌKT Ý¥Þ ËGOQTUÎaÑ α1 TNÑ α2 ÓãTUC£Óã?�Ù
Ú OãÎK?�Ñ<OQËGÎKC Ú OQÎKO Ú ?BÓQTUCgÛUËHÎHÑ<TUÎâÌKTUCgÍK?BÎPCgÓQTUC/?BÍKÕPLUADTbÎPÛUTUC l̄1+ TNÑ l̄2+ ÍKT l1+ TNÑ l2+ I�?UMaTUÛ�L_MaTUÎHÑ<ÌKTUÓQÓQT Ú TUÎHÑ
α1 = α2 ó�A\?BÛUÛUËGÌKADÛUOQC\C\ËGÎPC l1+ TNÑ l2+ ÍKT�Rõ?$ UËGÎ�à�?UMâËGOQA lj+ ⊂ S(αj) ÝKþ Ë Ú�Ú T α1 ∪ α2 ⊂ α I�ÎKO α1 I�ÎPO
α2 ÎÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<TbÎHÑ λ Ñ<A<?BÎPCpMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ£TNÑ i(∂′S̄(α1), λ) = i(∂′S̄(α2), λ) = 0 Ý
Þ O S = S̄(α1) ∪ S̄(α2)

ÛUËHÎHÑ<OQTUÎaÑ�ÌKÎ Ú LUADOQÍKOQTUÎ�ËGÌ�ÌPÎPT�ÛUËGÌPA\Ø¥T�×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTGI?GÓQËGADC�ÍÏj?B×PA\ÜUC!ÓQTÓQT Ú�Ú T�ß Ý ðGI S ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ!ÌPÎ Ú LbADOQÍPOQTUÎ@ËGÌ@ÌKÎPT�ÛUËGÌPADØZT:×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKT µ+
MâTUADC�ÓQT Ô ÌPTUÓ S ÎPT�ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ×K?GC=ÍÏj?BA\ÛUC=ÍPT�ÛUË Ú ×PADTUC\C\OQËGÎ ÍPOQCÈérËGOãÎHÑ:ÍKT λ Ý¸î ÏÐÕaÖ�×¥Ë�Ñ�ÕPÜUC\T Ô ÌPT λ MaLUADO�íÂT�Óã?�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËHÎ c) TNÑ�OQÎHÑ<TbArÙC\TUÛNÑ<TlÑ<ËGÌ�Ñ<TUC�ÓQTUC�ÛbËGÌPADØZTUC�×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPTUC�O Ú ×PÓQO Ô ÌPT Ô ÌKT µ+

OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T
λ
Ñ<A\?BÎKCrMâTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ Ý�þ Ë Ú�Ú TÎPO

α1 I�ÎKO α2 Î�ÏÐOQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T λ I¸ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ¼E Ý ¦'TUÎHÑ<A\?/�ûÎPTUÎHÑ Ô ÌKT µ+
OQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T�Ñ<A\?BÎKCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ

α1 ËHÌ α2 Ý�å Ïj?G×PADÜUC!ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ�OQËGÎ(ß Ý VPI2OQÓ�TNæ�OQCpÑ<T�ÌKÎPT�Rõ? Ú OQÓQÓQT�ÍKT�RSTUA Ú LUC Fi ⊂ ∂M̃
Ø¥ËGA\ÍPLUC�×Â?BA�ÓQTbC

?BÍKÕPLUADTbÎPÛUTUCgÍKT�ADTUÓQT_MaLUCgÍKT
µ+
Ñ<TbÓQC Ô ÌKT ξ+ =

⋂
i

◦
Fi ÝPþ Ë Ú�Ú T ξ+

TUCpÑ/ÓQT�Ø¥ËGÌ�Ñ/ÍKT
l̃1+
TNÑlÍPT

l̃2+
I
l1+
TNÑ

l2+
OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<TUÎHÑ

µ+
IKÍKËGÎPÛ

α1 ∪ α2 TUCpÑ7TUÎ'×¥ËHCDO�Ñ�OQËGÎ�×KADLNÑ<TbÎPÍPÌKT�×K?BA£A\?B×K×¥ËGApÑ�à µ+
ù4ÛNÕK? Ô ÌKT�RSTUÌKOQÓQÓQTOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T�Ñ<A\?GÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ µ+

ú Ý
Þ O S TUCpÑgOQÎPÛUË Ú ×PA\TUC\CDOQØKÓQT7TNÑgÎPT7ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑg×K?GC�ÍPT7ÛUËGÌKADØZTUC�×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPTUCbIâÍÏj?B×KADÜUC�Óã?�×KADËG×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ

VHF



EJIÂOQÓ�TNæPOQCpÑ<T=ÌPÎÄ?BÎKÎPTb?BÌ'ËHÌ'ADÌPØÂ?BÎ'ÍPT:>B�HØPOQÌPC7TUC\C\TUÎHÑ<OQTbÓ
a
?UMaTUÛ

µ+ = ∂a ⊂ S ÝZÞ O µ+
Î�ÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T

×K?GC
α1 ∪ α2 Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ~I2?BÓQËGADC a TUCpÑ!ÓÈÏj?BÎPÎKTb?BÌ@ËGÌ@ÓQT�ADÌKØK?BÎ@ÍPT�>B�GØKOQÌPC�A\TUÛ�ÕPTUA\Û�ÕPL ÝÞ OQÎKËGÎIÛUË Ú�Ú T S TUCpÑ:OQÎKÛUË Ú ×PADTUC\C\OQØPÓQTHI α1 ∪ α2 ÎPT�ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ�×Â?BC=ÍÏj?BA\Û�ÍKT�ÛbË Ú ×KADTUC\C\OQËGÎ�MaTUADC µ+

TNÑ�×K?BA
ÓQTUC Ú } Ú TUC£?BADìGÌ Ú TUÎaÑ<C Ô ÌPT!ÓQËGADC Ô ÌKT µ+

TUCpÑ£ÌPÎ Ú LUADOQÍKOQTUÎI α1 ∪ α2 TbCrÑ7TUÎ�×¥ËHCDO�Ñ�OQËGÎ�×PA\LNÑ<TUÎKÍPÌPT!×K?BAA\?B×K×¥ËGApÑ7à
µ+ ÝÊ7ËGÌPC7?UMaËGÎPC Ú ?BOQÎHÑ<TUÎÂ?BÎHÑ7ÌKÎPT Ú ÌPÓ�Ñ<O�Ù�ÛUËGÌKADØ¥T µ Ô ÌPO�TUCpÑ7ÌPÎ Ú LUADOãÍPOQTUÎ�IPÌKÎPT�ÛUËGÌPA\Ø¥T�×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPTËGÌ�Ø¥ËGA\ÍPT�ÌPÎ�?BÎPÎKTb?BÌ�ËGÌ$ÌKÎ$A\ÌPØK?GÎ$ÍPT!>w�GØPOQÌKC�TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓ2TNÑl×K?BAgA\?B×K×¥ËGApÑlà�Óã? Ô ÌPTbÓQÓQT l1+ ∪ l2+ TUCpÑlTUÎ×ZËGCDO�Ñ<OQËGÎ�×PADLNÑ�TUÎPÍKÌPT Ý

þ ËGÎPC\OQÍPLUA\ËGÎPC�TUÎPC\ÌPO�Ñ�TÄÍPTUÌ�æ ÍPT Ú O�Ù�RõTUÌPOQÓQÓQTUC l̃1− TNÑ l̃2− ÍPT l̃1 TNÑ l̃2 Ñ<TbÓQÓQTUC Ô ÌPT l̃1+ ∩ l̃1− = ∅ TNÑ
l̃2+ ∩ l̃2− = ∅ Ý ï�Î�C\ÌPO�MH?BÎHÑlÌKÎ$A<?BOQC\ËGÎPÎKT Ú TUÎaÑ£?BÎK?BÓQËHìGÌPTGIPËGÎ�ÛUËGÎKCrÑ�ADÌPO�ÑlÌKÎPT Ú ÌPÓ�Ñ�O�Ù�ÛUËGÌKADØ¥T µ− Ô ÌPO2TUCpÑÌPÎ Ú LbADOQÍPOQTbÎI2ÌPÎPT�ÛUËGÌPA\Ø¥T�×K?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKT�ËGÌ�Ø¥ËGA\ÍPT�ÌKÎ�?BÎKÎPTb?GÌ@ËGÌ�ÌKÎ@ADÌKØK?BÎ�ÍPT�>B�GØKOQÌPC�TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓTNÑ7×K?BAlA\?B×P×ZËGArÑ7à�Óã? Ô ÌPTbÓQÓQT l1− ∪ l2− TUCpÑ£TUÎ�×¥ËGC\O�Ñ<OQËHÎ�×PA\LNÑ<TUÎKÍPÌPT Ý�ê?BA\? Ú LNÑ<ADËHÎPC l̃1 TNÑ l̃2 ×Â?BA R ?UMaTbÛ l̃j+ ⊂ l̃j(R+)

T_Ñ
l̃j− ⊂ l̃j(R−) Ýgþ ËGÎPC\OQÍKLUADËGÎKC
ÓQTUC
C\ÌPO�Ñ<TbC

... < x−1 < 0 < x1 < ...
TNÑ
... < y−1 < 0 < y0 < y1 < ...

ÍKT�Ñ<ËGÌPC:ÓQTUC=A\LUTUÓQC�Ñ<TUÓQC Ô ÌPTHI�×ZËGÌPAÑ<ËGÌ�Ñ
n > 0

I
l̃1(xn)

TNÑ
l̃2(yn)

C\ËGÎHÑ�ÍÂ?BÎPC7ÌPÎ Ú } Ú T:ADTUÓQTNMaL:ÍPT µ+
TNÑ Ô ÌPT l̃1(x−n)

TNÑ
l̃2(y−n)

C\ËGÎHÑ
ÍK?GÎPClÌPÎ Ú } Ú T�ADTUÓQT_MaL�ÍPT µ− Ý¥þ Ë Ú�Ú T l1+ ∪ l2+ TUCpÑ7TUÎ�×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ�×PA\LNÑ<TUÎKÍPÌPT�×K?BAlA\?B×K×¥ËGArÑ�à µ+

I
l̃1+ù4A\TUC\×¥TUÛNÑ�O�MaT Ú TbÎHÑ l̃2+ ú/OãÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T:?BÌÄ×PÓQÌKC£ÌKÎPT=RSËGOQC7Û�ÕÂ? Ô ÌPT:ADTUÓQTNMaL:ÍPT µ+ ÝZþ TNÑ�?BADìHÌ Ú TbÎHÑ�TUCpÑ�?BÌKC\CDOMG?BÓû?BØPÓQT�×¥ËHÌPA

l1− ∪ l2−
TNÑ
µ−
I¥OQÓ�TNæPOQCpÑ<T�ÍPËGÎKÛ

N0
Ñ�TUÓ Ô ÌPT�×¥ËGÌKA n ≥ N0

I
xn
I
x−n
I
yn
TNÑ
y−n

C\ËGÎHÑ
ØPOQTbÎÄÍKL_íKÎPOãCUIZÛUT Ô ÌPO�CDTbA\?�C\ÌE��C<?BÎHÑ!×¥ËGÌKA7Óã?
C\ÌPO�Ñ<T Ý Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC d(l(xn), l(yn))

Óã?
ÍPOQCpÑ�?BÎKÛUT�ÍPT
l(xn)

à
l(yn) Ú TUC\ÌPADLUT�C\ÌPA µ+ ù4C\O µ+ Ø¥ËGA\ÍPT�ÌPÎ(?BÎKÎPTb?BÌ�TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓ�T_Ñ=CDO l(xn)

TNÑ
l(yn)

?B×K×K?BApÑ<OQTUÎPÎKTUÎHÑ:à
ÍPTbÌJæ�ÛUË Ú ×¥ËHC\?GÎHÑ<TUClÍPO�Ò2LUADTUÎaÑ<TUClÍPT µ+ IKËGÎ�ÛbËGÎHM�OQTbÎPÍPA<? Ô ÌPT d(l(xn), l(yn)) =∞ ú Ý
Þ ÌP×P×ZËGC\ËGÎPC Ô ÌPTGI Ô ÌPO�ÑDÑ<T�à�TNæâÑ<A<?BOQADTGI d(l(xn), l(yn)) −→ 0

TNÑ
d(l(x−m), l(x−m)) −→ 0

ù4TbÎ
×K?GArÑ<OQÛUÌKÓQOQTUAUI

l1
TNÑ
l2
C\ËGÎaÑ7ÛUËGÎHÑ�TUÎâÌPTbClÍÂ?BÎPC£Óã? Ú } Ú T�ÛUË Ú ×¥ËHC\?GÎHÑ<T�ÛUËGÎKÎPTNæPT�ÍPT ∂M ú Ý �¸ËHÌPAlC\O Ú ×PÓQO�ÙíKTbA7ÓQTUC�ÎPË�ÑN?�Ñ<OQËGÎKCUIZËGÎ'MG?
ÛUËHÎPC\OQÍPLUA\TUA Ô ÌPT m = n

I Ú ?GOQC�ÓQT�A\?BOQC\ËGÎKÎPT Ú TUÎHÑ Ô ÌPO�C\ÌPO�Ñ!TUCpÑ�MG?BÓã?BØKÓQT�TUÎÑ<ËGÌ�Ñ<T�ìGLbÎPLUA\?GÓQO�Ñ<L ÝKÞ ËGOQTUÎaÑ η > 0
TNÑ
Ĩn
TNÑ
Ĩ−n
ÍPTUÌ�æ
C\TUì Ú TbÎHÑ<CgÍKT�ÓQËGÎPìGÌKTUÌPAgOQÎPRSLUA\OQTUÌPA\T�à η érËGOQìGÎK?GÎHÑ

l̃1(xn)
à
l̃2(yn)

TNÑ
l̃1(x−n)

à
l̃2(y−n) Ý�å Ïj?B×PADÜbC�Óã?�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ a)

IJ×¥ËGÌKA
η
CDÌE��C<? Ú�Ú TUÎaÑg×ZTNÑ<O�Ñ�IâËHÎ�?

i(Ĩn, λ̃) + i(Ĩ−n, λ̃) ≤ 2π Ý¥î ?�ÛUËHÌPADØZT c̃n = Ĩn ∪ l̃1[x−n, xn] ∪ Ĩ−n ∪ l̃2[y−n, yn]
TUCpÑ�ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZT=àÌPÎ�×ZËGOQÎHÑlÍÂ?BÎPC

M̃ Ý >ÄËGÎHÑ<A\ËGÎPC/×K?BAgÓÈÏj?BØPC\ÌKADÍPT Ô ÌKT�×¥ËGÌKA n ?BC\CDT`��ìGA\?BÎPÍ c̃n ÎPT�ØZËGADÍKT�×Â?BCgÍKT�ÍKOQC Ô ÌPTÍK?GÎPC
∂M̃ ÝZÞ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô Ì�ÏÐOQÓ�TNæPOQCpÑ<T=ÌKÎPT=C\ÌKO�Ñ<T=T_æâÑ<A\?BO�Ñ�T!Ñ<TbÓQÓQT Ô ÌPT c̃n Ø¥ËGADÍKT=ÌPÎÄÍPOQC Ô ÌKT D̃n ⊂ ∂M̃ Ý��O�æ�ËGÎKC
n0 ⊂ N

T_ÑgÎPË�Ñ�ËGÎPC
µ̃+
n0

Óã?:ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ�T7ÍPT p−1(µ+) Ô ÌPO¥ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ l̃1(xn0) Ý�Þ ËGOãTUÎHÑ µ̆+
n0

TNÑ
l̆1ÍPTbC�ADTUÓQT_MaLUC�ÍKT

µ̃+
n0

TNÑ
l̃1
?BÌ�ADTNMF}NÑ�T Ú TUÎaÑ+ÌPÎKO�MaTUADC\TUÓ H2 ÍKT/Óã?�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�TgÍKT ∂M Ô ÌPOPÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ l1 TNÑ

l2
Ñ<TUÓQC Ô ÌKT µ̆+

n0

TNÑ
l̆1
CUÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<TUÎHÑ�TUÎ�ÌPÎ�×ZËGOQÎHÑ

x̆n0 Ý �¸ËHÌPA n ≥ n0
IHADTUÓQT_MaËGÎPC

D̃n
TUÎ�ÌPÎ�ÍKOQC Ô ÌPT D̆n

Ô ÌKO¥ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ x̆n0 Ý�î T�Ø¥ËGA\Í
ÍPT D̆n
TUCpÑgÛUË Ú ×¥ËGC\L7Í�ÏÐÌPÎ
C\TUì Ú TUÎHÑgÍKT l̆1 IâÍÏÐÌKÎ
C\TUì Ú TUÎHÑgÛUËGÎaÑ<TUÎâÌ$ÍK?BÎKCÌPÎ$ADTUÓQTNMaL

l̆2n
ÍPT
l̃2
TNÑgÍPT�ÍPTUÌ�æ�CDTbì Ú TUÎaÑ<C Ĭn TNÑ Ĭ−n ADTUÓQT_MaLUC�ÍPT Ĩn TNÑ Ĩ−n ÝPþ Ë Ú�Ú T l(Ĭ±n) −→ 0

TNÑ
Ô ÌKT7Óã?=RSËGÎKÛNÑ<OQËGÎ$ÍPOQCpÑ�?BÎKÛUT7TUÎHÑ�ADT7ÍKTUÌJæ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC�×K?BA\? Ú LNÑ<ADLbTUC�×K?BA�ÓãTUÌPADC�ÓQËGÎKìGÌPTUÌKADC�TUCpÑgÛUËGÎHMaT_æ�TGI
µ̆n0

OQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T
l̆2n
TbÎ�ÌPÎ�×¥ËGOQÎaÑ

Y̆n
Ñ<TUÓ Ô ÌKT d(l̆1(xn0), Y̆n) −→ 0 Ý¥þ Ë Ú�Ú T l2+ TUCpÑ£TbÎ�×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ'×PADLNÙÑ<TUÎKÍPÌKT7×Â?BA�A\?B×P×ZËGArÑlà

µ+ I Y̆n C\T�×PA\ËBérTNÑDÑ�T7C\ÌKA l̃2(yn0) Ý ÿ�Î$TUÎ$ÍKLUÍPÌKO�Ñ Ô ÌPT d(l̃1(xn0), l̃2(yn0)) = 0ÛUT Ô ÌPO¥ÛUËGÎHÑ�ADTUÍPO�Ñ�ÓQT7R4?BO�Ñ Ô ÌPT l̃1 T_Ñ l̃2 CDËHÎHÑgÍPOQCÈérËGOQÎaÑ<TUC Ý �¸ËHÌPA n ?GCDC\T3�7ìHA\?BÎPÍKCbI cn = p(c̃n)
ADTU×PA\LUC\TUÎHÑ<T

ÍPËHÎPÛ!ÌKÎ�LUÓQT Ú TUÎHÑ7ÎKËGÎ�ÎJÌPÓÍKT π1(∂M)
TNÑ7ÍÏj?B×PA\ÜUClÓQT�Ñ<ÕPLbËGADÜ Ú T!ÍPÌ�Óã?BÛUTNÑ�ù\ñ ¡7T_òSúgOQÓT_æ�OQCpÑ<T=?BÓQËGADC£ÌPÎ

Ú LbADOQÍPOQTbÎ µn Ñ�TUÓ Ô ÌPT i(λ, µn) ≤ 2π
ÛbT Ô ÌKOÛUËGÎHÑ�ADTUÍPO�Ñ c) Ýÿ�Î TUÎ ÍPLbÍPÌPO�Ñ Ô ÌÏÐOQÓ:TNæ�OQCpÑ<T η > 0

Ñ�TUÓ Ô ÌKT d(l(xn), l(yn)) > η
×ZËGÌPA�Ñ<ËHÌJÑ

n ∈ N+ ËGÌ
d(l(x−n), l(x−n)) > η

×¥ËGÌKA�Ñ�ËGÌJÑ
n ∈ N+ Ý�þ ËGÎKC\OQÍPLUA\ËGÎPC=×Â?BA=TNæ�T Ú ×PÓQT Ô ÌKT d(l(xn), l(yn)) > η×ZËGÌPA�Ñ<ËGÌ�Ñ

n ∈ N+ Ý Ê£ËGÌKC=?BÓQÓãËGÎPC Ú ËJÍPO�íKTbA�ÓQLUìGÜUADT Ú TUÎaÑ:ÍPTUC:?BADìHÌ Ú TbÎHÑ<C=ÍPTy~ Ý ý�ÓQTUOQÎKTUOQÍK? Ú TNÑS� Ý
Þ ËHÌJÑ<Ë�ñ ý!Ó Þ ò×¥ËGÌKA�ÛUËGÎPCpÑ<A\ÌPOQADTGI�×¥ËGÌKA ε ÍPËGÎKÎPL�ÌPÎ�?BÎPÎKTb?BÌ$ËHÌ$ÌPÎ�ADÌPØÂ?BÎ$ÍPT!>B�GØKOQÌPCgTUC\C\TUÎHÑ<OQTUÓ aε Ñ<TUÓ
Ô ÌKT i(∂aε, λ) ≤ ε Ý
þ Ë Ú�Ú T l1+ ∪ l2+ TUCpÑ7TUÎ�×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ�×PADLNÑ�TUÎPÍKÌPT!×K?BAlA\?B×K×¥ËGApÑ£à µ+

IPËGÎ�?PIP×ZËGÌPA�Ñ<ËGÌ�Ñ
i < j

�
ð Ý ÓQTUC7MaTUÛNÑ<TbÌPADC d

dt l
2
+(yi)

TNÑ d
dt l

1
+(xi)

C\ËGÎHÑ�ÍPOQADOQìGLbC�ÍPÌ Ú } Ú T:Û3�BÑ<L�ÍPT µ+
ùÈà
C\?UMâËGOQA�ÓQT�Û3�BÑ<L�ÍPÌ

VPð



RSTUA Ú L Fi ÍKÌ�Rõ?BO�Ñ�ß Ý Vaú2óE Ý ÓQTUCgÛUËGÌKADØZTUC l1+[xi, xj ]
TNÑ
l2+[yi, yj ]

ADTU×KADLUC\TUÎHÑ�TUÎHÑ/ÓQT Ú } Ú T�LUÓQL Ú TUÎHÑlÍPÌ π1
ADTUÓã?�Ñ�OQR

π1(M,µ+)ù4ADTUC\×ZTUÛNÑ<O�MaT Ú TUÎaÑ π1(M,a)
ÓQËGADC Ô ÌKT µ+

ØZËGADÍPT�ÌPÎ�?BÎKÎPTb?BÌ�ËGÌ�ADÌPØÂ?BÎ�ÍPT=>B�GØKOQÌPC
a
ú Ý

þ ËGÎPC\OQÍPLUA\ËGÎPC+Ñ<ËGÌ�Ñ�Í�Ïj?BØZËGADÍ
ÓQT7Ûb?GC�ËGç α1 TUCpÑgÌPÎKT£ÛbËGÌPADØZT7CDO Ú ×PÓQT Ý�Þ ËGO�Ñ l ÌKÎPT7RSTUÌKOQÓQÓQT7ÍKT α2
Ñ�TUÓQÓQT

Ô Ì�ÏÐÌPÎ A\TUÓQTNMaL l̃ ÍPT l à ∂M̃ ?'ÌPÎ�Ø¥ËGÌ�Ñ
ξ+
ÛUË Ú�Ú ÌPÎü?UMaTUÛ
ÌPÎ�ADTUÓQT_MaL α̃2

ÍPT
α2
TNÑ
g
ÌPÎ�LUÓQL Ú TUÎHÑÍPT

ρ(π1(M)) Ô ÌPOlÓã?BOQC\C\T α̃2
OQÎaMG?BADOã?BÎaÑ
TNÑ
ÍKËGÎHÑ
ÓQT'×¥ËGOQÎHÑ�íPæ�T�A\LU×PÌPÓãCDOQR�TbCrÑ

ξ+ Ý+î TUC�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTbC
gn l̃ ⊂ p−1(l)

ËGÎHÑ�ÍPTUÌ�æ(Ø¥ËGÌ�Ñ<CbI
gnξ+ = ξ+ TNÑ ξn = gnξ−

I�ÍÂ?BÎPC
∂M̃

T_Ñ
(ξn)

ÛUËGÎHMâTUADìGT�MâTUADC:ÓQT
×ZËGOQÎHÑ�í�æ�Tl?�ÑDÑ�A\?BÛNÑ<OQR¥ÍKT

g Ý ÿ�Î�TUÎ�ÍKLUÍPÌKO�Ñ Ô ÌKTGI Ô ÌPO�ÑDÑ<Tlà�TNæJÑ<A\?BOQADTHI gn l̃ ÛUËGÎaMaTUADìGT�MaTbADC�ÌKÎPTgìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTC\O Ú ×KÓQT l̃′ ⊂ p−1(α2)
OQÎHMG?BA\Oã?BÎHÑ<T�×K?GA

g ÝKî ?�RSTbÌPOQÓQÓQT l′ = p(l̃′)
TUCpÑ7ÍPËGÎKÛ!RSTUA Ú LUT�TNÑ α2 = l′ Ý

Þ O α1 = α2 I�?BÓQËGADCbIÛbË Ú�Ú T d(l1+(xi), l
2
+(yi)) > η

I
α1 ØZËGADÍPT�ÌKÎ�A\ÌPØK?BÎ�ÍKT�>B�GØKOQÌPC!TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓ

a
?UMaTUÛ

i(∂a, λ) = i(α1, λ) = 0 Ý�Þ OQÎKËGÎI�OQÓgTNæ�OQCpÑ<T�ÌPÎ¼?GÎPÎPT~?BÌ a LNMâTUÎHÑ<ÌKTUÓQÓQT Ú TUÎHÑ�C\OQÎKìGÌPÓQOQTUA�?UMaTbÛ
∂a = α1 ∪ α2 TNÑ£ÍÏv?B×PADÜUC:ñ Þ Õbô ò²IKOQÓT_æ�OQCpÑ<T!ÌKÎ�?BÎPÎKTb?BÌ�TUC\CDTUÎaÑ<OQTUÓ a′ Ñ�TUÓ Ô ÌKT i(∂a′, λ) = 0 Ý
Þ O α1 ÎÏÐTUCpÑ:×K?BC�ÌKÎPT�ÛUËGÌKADØZT�C\O Ú ×PÓQTHIÍ�Ïj?B×PADÜbC!ÛbT Ô ÌKO�×KADLUÛUÜUÍKTGI α1 TNÑ α2 C\ËGÎHÑ:ÍPTbC Ú OQÎPO Ú ?BÌJæTNæ�ÛbTU×JÑ<OãËGÎPÎPTbÓQC ÝZë ÓQC�ÛUËGÎHÑ�OQTUÎPÎKTUÎHÑ!ÍPËGÎKÛ�?BÌ Ú ËGOQÎPC�ÌKÎPT�RSTUÌKOQÓQÓQT Ô ÌKO�ÎÏÐTUCpÑ!OQC\ËGÓQLbT�ÍÏv?BÌPÛUÌKÎ@Û3��Ñ<L Ý ÿ�Î�??BÓQËGA\ClÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËHÎ�CDÌKO�MG?BÎHÑ�T��

¾y¿ �/���xÀ/Á]�+Â32y�@���54¢! * 0M)&! * ) ε′ > 0
GX#n<d%U\=#]N:)4%

i < j
)4%3<jNM? * %M<_^ !$'Æ.=#n)X<_^ * 'QJF%(NMJF% * \ÅAU./NSN * #Le,/.$'�)nN�q

6 .$NW[�q
e
d(l1+(xi), l

2
+(xϕ(i+1))) < ε′

%3)
d(l2+(yi), l

1
+(yj) < ε′ veX<I%(No,$%9A3)4% * 0HN d

dt l
1
+(xi)

%3) d
dt l

1
+(xj)

N:!$'�)hJ$#L0(#RT�1(N�J * CMº:CM%SA87g)41�JF% µ+ ve ∀k ∈ {i + 1, ..., j − 1} G l1+(xk)
%3)

l2+(yk)
'+^ .H8g8E.$0:)@#2%:'�'+%:'�) 8E./N t

[l2+(xi), l
2
+(xj)] ∪ [l2+(yi), l

2
+(yj)] ⊂ µ

Z
6 .$NW[_[�q
e
d(l1+(xi), l

2
+(yj)) < ε′

%3)
d(l2+(yi), l

1
+(xj) < ε′ veX<I%(No,$%9A3)4% * 0HN d

dt l
1
+(xi)

%3) d
dt l

1
+(yj)

N3!$'�)hJ$#L0(#RT�1(N�J * CMº:Cb% A87=)41 JF% µ+ ve ∀k ∈ {i + 1, ..., j − 1} G l1+(xk)
%3)

l2+(yk)
'+^ .H8g8E.$0:)@#2%:'�'+%:'�) 8E./N t

[l1+(xi), l
2
+(yj)] ∪ [l2+(yi), l

1
+(xj)] ⊂ µ

Z
¥k!=)&!$'EN�? * % A9%SAU.$Na'+^ .H8g8E.$0Y.$9@)h? * %aNH# l1 %3) l2 N3!$'�)lJF.$'ENk<R.bCMº:CM%SAU!=CD8E!/N:.$'�)4% JF% ∂M Z
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z ��ËGÌPA�Ñ<A\ËGÌJMaTUA+ÌPÎ�Ñ�TUÓKÛUËHÌP×PÓQT

i < j
IaËGÎ�×PA\ËâÛUÜUÍKTlÍKTlÓã? Ú ?BÎPOQÜUA\T£CDÌKO�MG?BÎaÑ<T ÝJþ Ë Ú�Ú T

α1 ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑgÌPÎKT7RSTUÌKOQÓQÓQT Ô ÌKO¥ÎÏÐTUCpÑgOQC\ËGÓQLUT�ÍÏj?BÌKÛUÌPÎ
Û3�BÑ<LGIâOQÓ¥T_æ�OQCpÑ<T7ÌPÎ$×¥ËGOQÎaÑ x ⊂ α1 ∩µ+
Ñ�TUÓ Ô Ì�ÏÐÌPÎPTC\ÌPO�Ñ�T�ÍPT
×¥ËGOQÎaÑ<C:ÍPT

l1+ ∩ µ
C\O�Ñ<ÌKLUCo�pà�ìa?BÌPÛ�ÕPT:��ÍKT

x
ÛUËGÎHMâTUADìGT�MaTUADC

x
TNÑ Ô ÌÏjÌPÎPT�C\ÌKO�Ñ<T�ÍKT�×ZËGOQÎHÑ<CÍPT

l1+ ∩ µ
C\O�Ñ<ÌKLUCW�pà�ÍKADËGO�Ñ<T(��ÍPT

x
ÛUËGÎHMâTUADìGT�?BÌKCDC\OêMaTUADC

x Ý¸þ ËGÎKCDOQÍKLUADËGÎKC�ÍPTUÌ�æ�×¥ËGOQÎaÑ<C a = l1+(xl)ËGÌ
l2+(yl)

T_Ñ
b = l1+(xs)

ËGÌ
l2+(ys)

C\O�Ñ<ÌPLUC:ÍKT�×Â?BArÑ�T_Ñ�ÍÏj?BÌ�Ñ<ADT�ÍPT
x
TNÑ=Ñ<TbÓQC Ô ÌPT d(a, b) < ε′

TNÑ
Ô ÌKT ∀k ∈ {l + 1, ..., s − 1} I l1+(xk)

TNÑ
l2+(yk)

ÎÏj?B×K×K?BArÑ�OQTUÎPÎKTUÎHÑ�×K?BC�à
[a, b] ⊂ µ Ý2Þ O¸ÓQTbC£MaTUÛNÑ<TbÌPADC

d
dt(l

1∪l2)|a
TNÑ d

dt(l
1∪l2)|b

CDËGÎaÑêÍKOQADOQìGLbC�ÍPÌ Ú } Ú T�Û3��Ñ<L�ÍPT µ+
IB?BÓQËGA\C�ËGÎ�×KADTUÎPÍ

i = l
TNÑ
j = s ÝGÞ OQÎKËGÎOQÓ�TNæ�OQCpÑ<T�ÌPÎ�×ZËGOQÎHÑ

c = l1+(xt)
ËGÌ

l2+(yt)
ÍKT

[a, b]
Ñ<TUÓ Ô ÌKT ∀k ∈ {l + 1, ..., t− 1} − {s} I l1+(xk)

TNÑ
l2+(yk)

Î�Ïj?B×P×Â?BArÑ<OQTbÎPÎPTUÎaÑ�×K?GC�à
[a, b] Ý ÿ�Î�×KADTUÎPÍ$?BÓQËGADC j = t

TNÑ
i = l

C\OÂÓQTbC�MaTUÛNÑ<TbÌPADC d
dt(l

1∪ l2)|a
TNÑ

d
dt(l

1∪l2)|c
C\ËGÎHÑ�ÍKOQADOQìGLUC�ÍPÌ Ú } Ú T�Û`��Ñ<LgÍPT µ+

TNÑ
i = s

CDOQÎKËGÎ ÝGî Ïj?BÍPÕKLUADTUÎKÛUT�ÍKT l̃1∪ l̃2 ÍK?BÎKC ∂M̃ TUCpÑÌPÎKT�ÛUËHÌPADØZT�ÍPT¢�GËGADÍÂ?BÎ:T_ÑêÍKTUÌJæ�Ñ<A\?BÎKC\Óã?�Ñ<LUC�ÍKOQCpÑ<OQÎPÛ_Ñ<C�ÍPT
l̃1∪ l̃2 ÎKT�CbÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�TUÎHÑ�×K?BCbI Ú ËGÎaÑ<ADËGÎKC Ô ÌPTÍPTbÌJæ�Ñ<A\?GÎPC\Óã?�Ñ<LUC�ÍPOQCpÑ<OQÎPÛ_Ñ<C�ÍKT�ÓÈÏj?BÍKÕPLUA\TUÎPÛUTgÍPT

l̃1∪ l̃2 ÎPTgCbÏÐOQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<TUÎHÑ�×K?BC ÝGÞ ÌP×K×¥ËGC\ËGÎKC�ÓQT�ÛbËGÎHÑ<A\?GOQADTGIC\ËGOQTUÎHÑ
g(l̃1∪ l̃2)

TNÑ
h(l̃1∪ l̃2)

ÍPTbÌJæ!Ñ<A<?BÎPC\Óã?�Ñ<LbC¸ÍKT
l̃1∪ l̃2 ÍPËGÎaÑêÓQTUCê?BÍKÕPLUADTUÎKÛUTUC�CbÏÐOQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<TUÎHÑ¸ó�ÛUË Ú�Ú T

g(l̃1 ∪ l̃2)
TNÑ
h(l̃1 ∪ l̃2)

ÎPT7CbÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<TbÎHÑg×Â?BCbIJ?BÓQËGA\C
g(l̃1)

TNÑ
h(l̃1)

ËGÎaÑgÓQTUC�ÍKTUÌJæ Ú } Ú TUC�Ø¥ËGÌ�Ñ<C Ý ÿ�ÎTUÎ�ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌPT (gh−1)2 í�æ�T�ÓQTUC!ÍPTUÌ�æ@Ø¥ËHÌJÑ<C!ÍPT g(l̃1) Ýu× ÌPO�ÑDÑ�T�à$TNæJÑ<A\?BOQA\T�Óã?$C\ÌPO�Ñ�T (gh−1)2ng(l̃1)ÛUËGÎaMaTUADìGT�MaTUADC/ÌKÎPT�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT γ̃ ⊂ p−1(α1)
ÍPËGÎaÑlÓã?�×PA\ËBérTUÛNÑ<OãËGÎ

l ⊂ ∂M TUCpÑlÌPÎPT�ÛUËGÌKADØZT�RSTUA Ú LUT Ý
VaE



þ TUÛbOÂÛUËGÎaÑ<ADTUÍKO�Ñ�ÓÈÏÐÕHÖP×¥Ë�Ñ<ÕKÜUC\T Ô ÌPT α1 TUCpÑ�ÌKÎ Ú OQÎKO Ú ?BÓ¥TNæ�ÛUTU×�Ñ<OQËGÎKÎPTUÓÂÍKËGÎPÛ£ÍPTbÌJæ�Ñ<A<?BÎPC\Óã?�Ñ<LUC�ÍKOQCrÑ�OQÎPÛNÑ�CÍPT!ÓÈÏj?BÍKÕPLUADTbÎPÛUT!ÍPT
l̃1 ∪ l̃2 ÎKT�CbÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ�TUÎHÑ£×K?BC ÝÂþ TUÛbO×¥TUA Ú TNÑ£ÍPT Ú ËGÎaÑ<ADTUA Ô ÌPTGIPÍK?BÎKC/Û�ÕK?GÛUÌPÎ�ÍPTbCÍPTbÌJæ�Ûb?GCUIKÓã?:Ñ<A\ËGOQC\OQÜ Ú T�×PA\ËG×PADOQL_Ñ<L!TUCpÑ/MaLbADO�íKLbT Ý

þ Ë Ú�Ú T�ÓÈÏÐOQÓQÓQÌPCpÑ<A\T:Óã?�íKìHÌPADT
ð £ IZÛUT:ÛUËGÌK×PÓQT i, j MG?�ÎKËGÌPC7×ZTUA Ú TNÑDÑ<A\T=ÍKT:ÛUËGÎKCrÑ�ADÌPOQADT:ÓÈÏj?BÎKÎPTb?GÌÄËGÌÓQT�ADÌPØÂ?BÎ�ÍPT=>B�GØKOQÌPClTUC\C\TUÎHÑ<OQTbÓ
aε
Û�ÕPTbADÛ�ÕPL Ý

þ Ë Ú�Ú T l1 ∪ l2 ÎÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ�T�×Â?BC λ IK?BÓQËGADC ∃ζ(λ)
Ñ<TUÓ Ô ÌPT!C\OÈI�×ZËGÌPA k = 1

ËGÌ
2
I
lk+
ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ£ÌPÎ

xi

xj
yi

yj

xixj

yi yj

þ ?BC ë

þ ?BC ëDë

� 1n�i� ð £  è7Î�TNæPT Ú ×KÓQT!×ZËGÌPA/Û�ÕK?GÛUÌPÎ�ÍPTUClÍKTUÌJæ�Ûb?BC£×¥ËGC\C\OQØPÓQTUC
×ZËGOQÎHÑ�à�ÍKOQCpÑ�?BÎPÛbT=OQÎKRSLUADOQTUÌKA�à

ζ(λ)
ÍÏÐÌPÎKT=RSTbÌPOQÓQÓQT:RSTbA Ú LUT λt ÍPT λ IZ?BÓQËGA\C7ËGÌÄØKOQTUÎ lk = λt

I¥ËGÌ'ØKOQTUÎ
lk+
CD×KOQA\?BÓQT�CDÌKA

λt Ý
å ?BÎKC�ÓQT�Ûb?BC ë IUÛUË Ú�Ú T α1 ÎÏÐTbCrÑ¸×K?BC�ÌKÎPT�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT�RSTbA Ú LUTHIU×¥ËGÌKA ε′ < ζ(λ)

IUÎKO
[l1+(xi), l

1
+(xj)]

I
ÎPO

[l2+(yi), l
2
+(yj)]

Î�ÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<TUÎaÑ�ÍPT
RSTUÌKOQÓQÓQT
RSTUA Ú LUT
ÍKT λ Ý ÿ�Î�TUÎ�ÍPLbÍPÌPO�Ñ Ô ÌKT
×¥ËGÌKA ε′ C\ÌE��C<? Ú ÙÚ TbÎHÑ�×¥T_Ñ<O�Ñ~I i([l1+(xi), l
1
+(xj)], λ) ≤ ε

2

TNÑ
i([l2+(yi), l

2
+(yj)], λ) ≤ ε

2 Ý�å
Ïj?B×KADÜUC$ÌPÎ ADLbCDÌKÓ�Ñ�?�Ñ

ÍPT ñ Þ Õbô ò²I�ÓQTUC�ÛbËGÌPADØZTUC�CDO Ú ×PÓQTbC l1+[xi, xj ] ∪ [l1+(xi), l
1
+(xj)]

TNÑ
l2+[yi, yj ] ∪ [l2+(yi), l

2
+(yj)]ØZËGADÍPTUÎaÑ�ÌPÎÄ?BÎKÎPTb?BÌ

aε
ù4ÛbR Ý íKìGÌKADT�ð £ úgÑ<TUÓ Ô ÌPT i(∂aε, λ) ≤ ε ÝZþ Ë Ú�Ú T=ÓQTUClMaTUÛ_Ñ<TUÌPA\C d

dt l
1
+(xi)

TNÑ
d
dt l

1
+(xj)

CDËHÎHÑ:ÍKOQADOQìGLUC=ÍKÌ Ú } Ú T�Û3�BÑ<L�ÍPT µ+
I�×¥ËGÌKA

ε′
C\Ìx��C<? Ú�Ú TUÎaÑ:×¥TNÑ�O�Ñ~I�ÓQTUC=ÛbËGÌPADØZTUC=C\O Ú ×PÓQTbC

∂1aε = l1+[xi, xj ] ∪ [l1+(xi), l
1
+(xj)]

TNÑ
∂2aε = l2+[yi, yj ] ∪ [l2+(yi), l

2
+(yj)]

C\ËGÎHÑ
ÍPTUC Ô ÌK?BC\OìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC!ÍPT ∂M Ý�Þ ËGO�Ñ ãε ⊂ M̃
ÌPÎ�ADTUÓQTNMâL�ÍKT

aε
TNÑ
∂̃1aε

TNÑ
∂̃2aε

ÓQTUC!ÍKTUÌJæ�ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TbC!ÍPTC\ËGÎ ØZËGADÍ Ý�þ Ë Ú�Ú T ∂̃jaε TUCpÑ:ÌKÎPT Ô ÌK?GCDO�Ù|ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT�ÍPT ∂M̃ I�TUÓQÓãT�TUCpÑ�ÌPÎPOQRSËHA Ú L Ú TUÎHÑ�×PADËJÛ�ÕPTÄù4TUÎRSËGÎKÛNÑ<OQËGÎ@ÍPT
ε′
ú£ÍÏÐÌPÎKT:ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT c̃j ÍPT ∂M̃ ÝZî ÏÐÕHÖ�×ZË�Ñ<ÕKÜUC\T d(l1+(xi), l

2
+(yi)) > η

TUÎHÑ�A\?	�ûÎPT�ÍPËHÎPÛ
Ô ÌKT c̃1 6= c̃2 TNÑ Ô ÌKT aε TUCpÑ£ÌKÎ�?BÎPÎKTb?BÌ�TUC\C\TUÎHÑ<OQTbÓ Ý
å ?BÎKC ÓQT Û~?BC ëDë I ÛUË Ú�Ú T α1 Î�ÏÐTUCpÑ ×K?GC ÌPÎKT ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT RSTUA Ú LUTGI ×¥ËGÌKA ε′ < ζ(λ)

I
i([l1+(xi), l

2
+(yj)], λ) ≤ ε

2

TNÑ
i([l2+(yi), l

1
+(xj)], λ) ≤ ε

2 Ý î
? ÛUËGÌKADØ¥T

γ = l1+[xi, xj ] ∪ [l1+(xi), l
2
+(yi)] ∪ l2+[yi, yj ] ∪ [l2+(yj), l

1
+(xi)]

ØZËGADÍKTÄÌPÎ ADÌPØÂ?BÎ ÍPT�>B��Ù
ØPOQÌKC

aε
ù4L_MaTUÎHÑ<ÌKTUÓQÓQT Ú TUÎHÑ�C\OQÎPìGÌKÓQOQTUA<úlÑ�TUÓ Ô ÌPT i(∂aε, λ) ≤ ε Ý ��ËGÌPA�ÓQTUC!A\?BOQC\ËGÎPC!LNMaË Ô ÌPLUTUC!ÍK?BÎKC�ÓQT×PA\T Ú OQTbA�Ûb?BCbI�ÛUT�ADÌKØK?BÎ(ÍPT�>w�GØPOQÌKC�TUCpÑ:TUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓ Ý¸þ Ë Ú�Ú T M TUCpÑ:ËGADOQTbÎHÑ�?BØKÓQTGI�OQÓ�TNæPOQCpÑ<T�ÍPTbÌJæ�ÛUË�Ù

×POQTbC�ÍKOQCÈérËGOQÎHÑ<TbC�ÍPT
γ
TNÑ/ÛUTUC�ÍPTUÌ�æ�ÛUËG×POQTbC�ØZËGADÍKTUÎHÑgÌPÎ�?BÎPÎPT~?BÌ@ù4LNMaTUÎaÑ<ÌPTbÓQÓQT Ú TUÎaÑgC\OQÎPìGÌKÓQOQTUA<ú ÝJå Ïj?B×PADÜbCñ Þ Õ~ô ò²IKÛUTUClÍPTbÌJæ�ÛUËH×POQTUClØZËGADÍKTUÎHÑ£ÌPÎ'?BÎPÎKTb?BÌ�ÎKËGÎ�C\OQÎPìHÌPÓQOQTUA a2ε

Ñ<TUÓ Ô ÌPT i(λ, ∂a2ε) ≤ 2ε Ý
ÿ�Î ? Ú ËGÎHÑ<A\L�ÍÂ?BÎPC=ÓQTUC�ÍKTUÌJæ�Ûb?BC Ô ÌPT�×¥ËGÌKA�Ñ�ËGÌJÑ ε IOQÓ�TNæPOQCpÑ<T�ÌPÎ ?BÎPÎKTb?BÌ(TUC\CDTbÎHÑ<OQTUÓ a Ñ<TUÓ Ô ÌPT

i(∂a, λ) ≤ ε ÛbT Ô ÌKOÛUËGÎHÑ�ADTUÍPO�Ñ7Óã?�ÛbËGÎPÍPO�Ñ<OQËGÎ b2) Ý

VHß



OQOûú�ö£íKÎ�ÍKT Ú ËGÎaÑ<ADTUA b1) => b2)
×K?BAgÓ²Ïj?BØPC\ÌPADÍKTGI�ÎPËGÌKC/?BÓQÓQËHÎPC/×PA\ËGÌJMaTUA/ÌPÎ�ADLUC\ÌPÓ�Ñ�?�ÑlÌPÎ�×ZTUÌ�×PÓQÌKC

RSËGApÑ Ô ÌKO+ÎPËGÌKC=C\TUA<?�ÌJÑ�OQÓQT�×K?GA=Óã?�C\ÌPO�Ñ�T Ý è£ÎKT�ÓQO Ú O�Ñ�T�ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT
ÍPT�ØZËGADÍKC=Í�Ïj?BÎPÎKTb?BÌJæ(Î�ÏÐTUCpÑ�×K?GCÑ<ËGÌGérËGÌPA\C£?BÎPÎâÌKÓã?BOQADTGI�Ñ<ËGÌJÑ�TURSËGOQCbIKËGÎ�?��
· ���¸�ª�:2y�]¹"�¢�"!$#@)

λ * '+%�<R.=C #L'�.=)@#2!$'MT�1U!VJF1(NH#@? * %�CM%(N * 0U19%a? * #uN:.=)@#]NLf3.$#n)z<�.MAU!$'�J=#n)@#@!$' c) %3)�#L'�)4%:0(eN3%9A3)4%y)@0Y.$'ENH,$%:0HN:.=<I%:CM%:'�)D)&! * )4%(NM<R%(NyAU! * 03;9%(N�8E.$0Y.F;U!g<j#2? * %HN v N3!$#n) (αn) * '�%MN * #n)4%6JF%bC * <�)@#LeYAU! * 03;9%(N)4%3<L<I%o? * % αn ;U!$0YJF% * 'B.$'�'+%U. * ! *y* '-0 * ;U.$'BJ�%�;=<F;:# * No%(NHN3%:'�)@#2%3<+%3)m? * % (αn)
AU!$'�,$%:02T�%iT�1U!=CM13)@0(#Le

? * %:CM%:'�)i,$%:0HN * '+%�<�.=C #L'�.g)@#@!$'wT�1U!VJF1(NH#@? * % α ? * #l'+^ #L'�)4%:0HN3%9A3)4%W8x.$N λ v .=<R!$0HN α %(N()X.$'�' * <R.$#L0U% É %:'8E.$0:)@#2A * <>#2%:0 λ '+^ %(N:)"8E./N�.$'�'�.$' * <�.=#L0U%�sgZ
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC

S(α)
Óã?/ADLUÌKÎPOQËGÎ�ÍPTUC�C\ÌPADR4?BÛUTUC�T Ú ØPA\?GCDC\LUTbC×Â?BAÓQTbC�ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ�TUC�ÛUËGÎPÎKTNæ�TUCÍPT

α Ý
Þ O S(α)

TUCpÑ�OQÎPÛUË Ú ×PADTbCDC\OQØKÓQT=T_Ñ�ÎKT=ÛbËGÎHÑ<OQTbÎHÑ�×K?BC7ÍKT:ÛUËGÌPADØZTUC7×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTUC�ó¥?BÓQËHADC7ÓQTbC αn C\ËGÎHÑÍPTbC�Óã? Ú OQÎK?�Ñ�OQËGÎPC+?BÎKÎâÌPÓã?BOQA\TUC ÝaÞ ËGOQTUÎaÑ S̃(α) ⊂ ∂M̃ ÌPÎ�ADTUÓQTNMaLlÍPT S(α)
TNÑ
F̃
ÌKÎ�ÍPË Ú ?BOQÎPT/RSËGÎKÍK? Ú TUÎJÙÑ�?BÓ2×¥ËGÌKA�ÓÈÏj?BÛNÑ�OQËGÎ�ÍPT

π1(S(α))
C\ÌPA

S̃(α) ÝKÞ ËGOQTbÎHÑ l̃1n TNÑ l̃2n ÍPTbÌJæ
RSTbÌPOQÓQÓQTUCgØKOã?BCpÖ Ú ×JÑ<Ë�Ñ�TUCgÍPT p−1(αn)Ñ<TUÓãÓQTUC Ô ÌPT l̃1n OQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T F̃ ó Ô ÌPO�ÑDÑ<T�à�T_æâÑ<A\?GOQADTGIPËGÎ�×ZTUÌJÑ£C\ÌP×K×¥ËGC\TUA Ô ÌPT!Óã?�C\ÌPO�Ñ<T (l1n)
ÛUËGÎaMaTUADìGT�MaTUA\C

ÌPÎ�ADTbÓQTNMaL
l̃1
ÍÏÐÌKÎPT!RSTUÌPOQÓQÓãT

l1
ÍPT
α ÝKå Ïj?B×PA\ÜUC/ÓÈÏj?$��A Ú ?�Ñ<OQËGÎÄE Ý EJI Ô ÌPO�ÑDÑ<T�à�TNæâÑ�A\?BOQADTGIPÓQTUC l̃1n ù4ADTUC\×ZTUÛNÑ<O�ÙMaT Ú TUÎHÑ l̃2n úgC\ËGÎHÑ7ÛbËGÎHÑ<TUÎJÌPC£ÍK?BÎKClÌPÎ Ú } Ú T�A\TUÓQTNMaL S̃(α) ⊂ ∂M̃ ù4ADTbCD×ZTUÛNÑ�O�MaT Ú TbÎHÑ S̃(α)′

ú Ý¥þ Ë Ú�Ú TÓQTUC�ØZËGÌJÑ�C!ÍPTbC
l̃2n
ÛUËGÎaMaTUADìGTbÎHÑ!MaTbADC�ÓQTUC�Ø¥ËGÌ�Ñ<C�ÍPT

l̃1 ⊂ S̃(α)
I�?BÓQËHADC�Óã?�C\ÌPO�Ñ<T

(l̃2n)
ÛUËGÎHMaTbADìGT�MâTUADC�ÓQT

ADTUÓãTNMaL
l̃2 ⊂ S̃(α)′

ÍÏÐÌKÎPT�RSTUÌPOãÓQÓQT
l2
ÍKT

α Ô ÌPO�?$ÓQTUC Ú } Ú TUC!Ø¥ËGÌ�Ñ<C Ô ÌKT l̃1 Ý�Þ O S̃(α) = S̃(α)′
?BÓQËGADC

l̃1n
TNÑ
l̃2n
C\ËGÎHÑlÛUËGÎHÑ<TbÎâÌPCgÍÂ?BÎPC

S̃(α) Ý >@?BOQCgÛUTbÛUOZÛbËGÎHÑ<ADTbÍPO�ÑlÓQT�Rõ?BO�Ñ Ô ÌKT�ÓÈÏj?BÍPÕKLUADTUÎKÛUT�ÍKT S̃(α)
ÍK?BÎPC

M̃TUCpÑ:ÌKÎ(ÍKOQC Ô ÌPT'ù²?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎüE Ý ð~ú!ÍKËGÎPÛ S̃(α) 6= S̃(α)′
TNÑ
l̃2 6= l̃1 Ý ÿ�Î(TbÎ(ÍKLUÍPÌPO�Ñ Ô ÌPT α TUCpÑ�ÌPÎPTÓã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎ�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT�?GÎPÎâÌKÓã?BOQADT Ý

Þ O S(α)
TUCpÑ�ÛbË Ú ×PA\TUC\CDOãØPÓQT�ËGÌ ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ
ÌPÎPT�ÛUËGÌPA\Ø¥T�×K?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTGI�ÍÏj?B×KADÜUC�ÓQT�ÓQT Ú�Ú T'ß Ý EJI�OQÓTNæ�OãCrÑ�T�ÌPÎKT Ú ÌKÓ�Ñ<O�Ù�ÛUËHÌPADØZT γ ×K?GA�A\?B×K×¥ËGApÑ=à$Óã? Ô ÌKTUÓQÓQT α TUCpÑ�TUÎ�×¥ËHCDO�Ñ�OQËGÎ�×KADLNÑ<TbÎPÍPÌKT�T_Ñ�Ñ<TUÓQÓQT Ô ÌKT γÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ=ÌPÎ�CpÖ�CpÑ<Ü Ú T�?BÍ Ú OQC\C\OQØPÓQT�ÍKT Ú LUA\OQÍPOQTUÎKC µ ËGÌ�ÌKÎPT�ÛUËGÌKADØ¥T�×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKT µ ùÈÓã?$C\ÌPO�Ñ<T�ÍKT�Óã?×PA\TUÌJMaT
L_Ñ�?BÎHÑ�Óã? Ú } Ú T
ÍÂ?BÎPC�ÓQTUC�ÍPTbÌJæ Ûb?BCbI¸ËGÎ¼?'ÍPËGÎKÎPL
ÓQT Ú } Ú T
ÎPË Ú ?BÌ�CpÖ�CpÑ�Ü Ú T$?BÍ Ú OQC\C\OQØPÓQTTNÑ�à'Óã?ÄÛUËGÌKADØ¥T$×K?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKT~ú Ý�þ Ë Ú�Ú T α TUCpÑ�TUÎ�×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎü×PA\LNÑ<TUÎKÍPÌPT
×Â?BA:A<?B×P×ZËGArÑ�à γ I�×¥ËGÌKA n?BC\C\T3�£ìGA<?BÎPÍ
∂an
TUCpÑ�LUìa?BÓQT Ú TbÎHÑ�TUÎ�×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ
×PADL_Ñ<TUÎPÍKÌPTl×Â?BA+A\?G×P×ZËGArÑgà γ Ýâå Ïj?B×KADÜUC�ÓQT£Rõ?BO�Ñ/ß Ý VPI ∂anÎÏÐTbCrÑ£ÍKËGÎPÛ!×K?BC/ÌKÎPT!ÛUËGÌPA\Ø¥T!×K?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKT ÝÂÞ OÓã?�ÓQËGÎPìGÌKTUÌPA/ÍPTUClÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TbC/ÍKT ∂an − γ ÎÏÐTUCpÑ£×K?BCØZËGADÎPLUT�óHOQÓÂTNæ�OQCpÑ<T£ÌPÎKTlC\ÌPO�Ñ�TlÍ�Ïj?BADÛUC

(kn) ⊂ ∂an−γ
Ñ�TUÓQC Ô ÌKT l(kn) −→∞ Ý è£Î�MG?BÓQTbÌPA+ÍÏj?BÍKÕPLUADTbÎPÛUT×ZËGÌPA�Óã?�Ñ<ËG×¥ËHÓQËGìGOQT�ÍPTS¡7?GÌPC\ÍPËGADÒ(ÍKT:ÛbTNÑDÑ<T�C\ÌPO�Ñ�T:Í�Ïj?BADÛUC�ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ!ÌKÎPT�Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ@ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKT Ô ÌPOÎÏÐOãÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T�×K?GC

γ
IZÛUT Ô ÌKO�ÛUËGÎHÑ<A\TUÍPO�Ñ!ÓQT�Rõ?BO�Ñ Ô ÌPT α TUCpÑ!TUÎ@×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ�×PADL_Ñ<TUÎPÍKÌPT�×K?GA�A\?B×P×ZËGArÑ�à γ Ý

ë Ó�T_æ�OQCpÑ<T�ÍPËGÎKÛ�ÌPÎPT�ÛbËGÎPCpÑ�?BÎaÑ<T K Ô ÌKO Ú ?�érËGA\T�Óã?�ÓQËGÎPìHÌPTUÌKAlÍPTUC£ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�TUC£ÍPT ∂an − γ ÝZÞ ËGO�Ñ µ1ÌPÎKT=ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T=ÍKT µ óÂÍ�Ïj?B×PADÜbC7ÓQTUC7ÕHÖ�×ZË�Ñ<ÕKÜUC\TUC7Rõ?	�QÑ<TUC�C\ÌPA λ I λ OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T�Ñ<A<?BÎPCpMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ µ1 Ý
þ Ë Ú�Ú T α ÎÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T=×Â?BC λ Ñ<A\?BÎKCrMâTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ~I λ ∩ S(α) ⊂ α Ý è£ÎKT:ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T Ú OQÎPO Ú ?GÓQT=ÍKT
α
OQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T7ÍKËGÎPÛ

µ1 Ñ<A<?BÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ Ý�Þ ËGOQTbÎHÑ l ÌKÎPT7RSTUÌKOQÓQÓQT7ÍPT7ÛbTNÑDÑ<T7ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T Ú OQÎKO Ú ?BÓQT�ùÈTUÎ×K?GArÑ<OQÛUÌKÓQOQTUA
l
TUCpÑ£ÌPÎKT�RSTUÌKOQÓQÓQT!ADLUÛbÌPADADTbÎHÑ<T�ÍKT

α Ô ÌPOOQÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T µ1 Ñ�A\?BÎPCpMaTbADC<?BÓQT Ú TbÎHÑNú�TNÑ l̃ ÌKÎ�ADTUÓãTNMaLÍPT
l
à
∂M̃
IHÎKË�Ñ<ËGÎKC

(γ̃j)j∈Z
ÓQTUC�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�TUC+ÍPT p−1(γ) Ô ÌKT l̃ OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T£CDÌKÛUÛUTUC\C\O�MaT Ú TUÎHÑ Ý Ê7Ë�Ñ<ËGÎPC

l̃[−t, t] ÓQTgC\TUì Ú TUÎHÑ�ÍKT l̃ Ô ÌKO�érËGOQÎHÑ γ̃−t TNÑ γ̃t ÝGþ Ë Ú�Ú T ∂an ÛUËGÎHMâTUADìGTgìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�MaTbADC α I�×ZËGÌPA
n
?BC\CDT`��ìGA\?BÎKÍ�ÌPÎKT�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�T ∂1ãn

ÍKT
p−1(∂an)

OQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T
γ̃−t
T_Ñ
γ̃t
TNÑ
∂1ãn[−t, t] ÛbËGÎHMaTUA\ìGT×ZËGÌPA�Óã?!Ñ<ËG×ZËGÓQËGìGOQT7ÍKT�¡7?BÌPC\ÍKËGApÒ�MaTUADC

l̃[−t, t] Ý�Þ ËHO�Ñ ãn ÓQT7ADTUÓQTNMaL�ÍPT an ØZËGADÍPL7×Â?BA ∂1ãn
ó Ú ËGÎaÑ<ADËGÎKC

Ô ÌKT ∂2ãn = ∂ãn − ∂1ãn
OQÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T�?GÌPC\C\O

γ̃t
TNÑ
γ̃−t Ý

þ Ë Ú�Ú T�ÓQTbC�?BADìHÌ Ú TbÎHÑ<C�CDËGÎaÑ�ÓQTbC Ú } Ú TUC!×ZËGÌKA γ̃t TNÑ γ̃−t I2ÎKËGÌPC�?GÓQÓQËGÎPC�ÓQT Ú ËGÎHÑ�ADTUA!CDTbÌPÓQT Ú TUÎHÑ×ZËGÌPA
γ̃t Ý�å Ïj?B×PADÜbC:ÓQT
Rõ?BO�Ñ�÷ Ý ß�I ∂an TUCpÑ�TbÎ ×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎ�×PA\LNÑ<TUÎKÍPÌPT�×Â?BA=A<?B×P×ZËGArÑ�à µ Ý�Þ O p(γ̃t) ⊂ µ

I
?BÓQËGA\CUI2ÍPT�Óã?
×KADTUÌJMâT�ÍPÌ�Rõ?BO�Ñ=ß Ý VPIZËHÎ@ÍKLUÍPÌKO�Ñ Ô ÌPT γ̃t C\LU×K?GADT�ÓQTUC�ÍKTUÌJæ@Ø¥ËGÌ�Ñ<C�ÍPT ∂1ãn

TNÑ�ÍPËGÎPÛ Ô ÌPT
∂2ãn

OãÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T
γ̃t ÝêÞ O p(γ̃t) Î�ÏÐTUCpÑ�×Â?BC:ÌKÎ Ú LUA\OQÍPOQTUÎüÎPO�ÌKÎPT
ÛUËGÌKADØ¥T
×Â?BA\?BØZËGÓQO Ô ÌKTGI¸ÛUË Ú�Ú T l TUCpÑADLUÛbÌPADA\TUÎHÑ<T�T_Ñ=OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T

µ1 Ñ�A\?BÎPCpMaTUA\C\?GÓQT Ú TUÎaÑ~IOQÓ�TNæ�OQCpÑ<T γ̃t1 TNÑ γ̃t2 Ñ<TbÓQC Ô ÌPT t1 < t < t2
TNÑ Ô ÌPT

VGV



×ZËGÌPA
s ⊂ [t1, t2]

I
p(γ̃s) ⊂ µ ⇔ s ⊂ {t1, t2} Ý ��ËGÌKA n ?BC\C\T3��ìHA\?BÎPÍ�I ∂1ãn

OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T
γ̃t1
T_Ñ
γ̃t2
I

ÍPËHÎPÛ
∂2ãn

ÓãTUC:OQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�TUÎHÑ�?BÌPC\C\O�TNÑ�ÓQTUC�ÛUË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<TbC:Ø¥ËHADÎPLUTbC k1 TNÑ k2 ÍPT ∂1ãn − (γ̃t1 ∪ γ̃t2)TNÑ
∂2ãn − (γ̃t1 ∪ γ̃t2)

C\ËGÎaÑ�ÕKË Ú ËBÑ<ËG×¥TbC�ÍK?GÎPC M̃ ADTUÓã?�Ñ<O�MaT Ú TUÎHÑ�à γ̃t1 ∪ γ̃t2 Ý Ê£Ë�Ñ<ËGÎKC S′ Óã?
C\ÌPA\Rõ?BÛUTËGØ�Ñ<TUÎâÌKT:TbÎ@ÍPLUÛbËGÌP×K?GÎHÑ
S
ÓQT�ÓQËGÎPì$ÍKT

µ
TNÑ!TUÎ@A\TUÛUËGÓQÓã?BÎaÑ!ÓQT�ÓQËHÎPì$ÍPT�Û�ÕK? Ô ÌPT�ÛbË Ú ×ZËGC<?BÎHÑ<T�ÍPT�ØZËGADÍ?BOQÎKCDO�RSËHA Ú LUT�ÌKÎ�ÍKOQC Ô ÌPT�ÍPT M Ô Ì�ÏÐTUÓQÓQT�ØZËGADÍPT ÝÂþ Ë Ú�Ú T µ TbCrÑ7ÌKÎPT�CpÖ�CpÑ<Ü Ú T�?BÍ Ú OQC\C\OQØPÓQTGIKÓã?�C\ÌPA\Rõ?BÛUT

S′
?GOQÎPC\O2ÛUËGÎKCrÑ�ADÌPO�Ñ�TUCgTbCrÑ£C\ËGO�ÑlÌKÎPT�C\×PÕKÜUADTGI�C\ËGO�Ñ£ÌPÎKT�CDÌKADRõ?BÛUT!OQÎPÛUË Ú ×PA\TUC\CDOQØKÓQT ÝPå Ïj?B×KADÜUC/Óã?�A\T Ú ?BA Ô ÌPT

Ô ÌKO�C\ÌKO�Ñ+ÓQT/ÓQT Ú�Ú Tlß Ý ðGIHC\O S′ TUCpÑ+ÌPÎPT/C\×PÕKÜUADTGIGËGÎ�×ZTUÌJÑ+×PA\TUÎPÍKADT γ = µ
TNÑ+ÓÈÏÐLNÑ�ÌPÍPTl×PADLUÛbLUÍPTUÎaÑ<T/ÍPÌ�Ûb?BC

p(γ̃t) ⊂ µ
C\Ìx��Ñl×¥ËGÌKAgÛUËGÎKÛUÓQÌPADT ÝKÞ O S′ TUCpÑlÌKÎPT�C\ÌPA\Rõ?BÛUT�OQÎKÛUË Ú ×PADTUC\C\OQØPÓQTHI k1 TNÑ k2 C\ËGÎHÑ£ÕPË Ú Ë�Ñ<ËG×ZTUCÍK?GÎPC

p−1(S′)
ADTUÓã?�Ñ<O�MâT Ú TUÎaÑlà γ̃t1 ∪ γt2 ÝPþ Ë Ú�Ú T γ ÎKT7ÛUËHÎHÑ<OQTUÎaÑ/×K?BC�Í�Ïj?BADÛ�ÍPT�ÛUË Ú ×PADTUC\C\OQËGÎ�MaTUADC α IC\O

γ̃t
OQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T

k1 IK?BÓQËGADC£OQÓOQÎaÑ<TUADC\TUÛNÑ�T�?BÌKCDC\O k2 Ýÿ�Î�MPOQTUÎHÑ�ÍPT/×KADËGÌ�MaTUA Ô ÌPT ∂2ãn
OQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T£?BÌPC\C\O

γ̃−t
TNÑ
γ̃t
óGÛUË Ú�Ú TlÓã?!ÓQËGÎPìGÌKTUÌPA�ÍKT ∂2ãn[−t, t]TUCpÑ�×KÓQÌPC�×ZTNÑ<O�Ñ�T Ô ÌPT 2tK

Iê?GÓQËGADCbI Ô ÌKO�ÑDÑ<T�àÄT_æâÑ<A\?BOãADTGI ∂2ãn[−t, t] ÛUËHÎHMaTUADìGT�×¥ËHÌPA�Óã?�Ñ<ËG×ZËGÓQËGìGOQT�ÍPT¡7?GÌPC\ÍPËGApÒ�MaTbADC7ÌKÎÄ?GADÛ
l̃′[−t, t] ⊂ p−1(α) Ý ï�ÎÄRõ?BOQC<?BÎaÑ7Ñ<TUÎPÍKADT t MaTUADC�ÓÈÏÐOQÎ�íÂÎPOÈI¥ËGÎÄTUÎÄÍPLbÍPÌPO�Ñ Ô ÌKT l̃TNÑ

l̃′
ËHÎHÑ£ÓQTbClÍPTUÌ�æ Ú } Ú TUClØ¥ËHÌJÑ<C Ý
Þ O l̃ = l̃′

I/?BÓQËGA\C�×ZËGÌPA
n
?BC\C\T3��ìGA<?BÎPÍ

∂1ãn
T_Ñ
∂2ãn

OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<TUÎaÑ�ÌKÎ
ε
ÙÈMaËGOQC\OQÎÂ?BìGT�ÍPT

l̃ Ýgë ÓTNæ�OãCrÑ�T�ÍKËGÎPÛ�ÌPÎ�×ZTNÑ<O�Ñ=C\TUì Ú TbÎHÑ Ĩn ⊂ ∂M̃ Ô ÌPO2érËGOQÎHÑ=ÓQTUC�ÍPTUÌJæ�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�TUC!ÍPÌ�Ø¥ËHADÍ�ÍKT ãn ?UMaTUÛ
Ĩn ∩ ãn = ∂Ĩn Ý�î ?�×PADËBérTbÛNÑ<OQËGÎ�ÍPT Ĩn C\ÌKA ∂M TUCpÑ/ÌKÎ�?BA\Û�ÍKT�ÛUË Ú ×PADTUC\C\OQËGÎ�C\ÌPA an TNÑl×K?BAgÛ�ÕPOQADÌKADìGOQTÍPT

an
ÓQT!ÓãËGÎPì�ÍPT�ÛUTNÑ�?BADÛGIKËGÎ�ËGØ�Ñ<OQTUÎHÑ7ÌKÎ�ÍKOQC Ô ÌPT�TUC\C\TUÎHÑ<OQTbÓ Dn

ÍKOQC4épËGOQÎHÑ7ÍPT
an
TNÑ7ÍPËGÎHÑ7ÓQT�Ø¥ËGA\Í�TUCpÑ

ÕPË Ú Ë�Ñ<ËH×¥T�à=ÌKÎPT7ÛUËHÌPADØZT7ÛUËGÎHÑ�TUÎâÌPT�ÍK?BÎKC�ÌKÎ ε ÙÈMaËGOQC\OQÎÂ?BìGT7ÍKT an Ýx× ÌPO�ÑDÑ�T�à=TNæJÑ<A\?BOQADTHI ∂Dn
ÛUËGÎHMaTbADìGT

ìGLUË Ú LNÑ<A\O Ô ÌPT Ú TUÎHÑ£MaTUA\C£ÌPÎPT=Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ'ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPT ν ∈ Mgom
T_Ñ7Í�Ïj?B×PADÜbClÓãT�ÛUA\O�Ñ<ÜUADT=ÍPT þ ?BC\C\ËGÎI

ν
×¥ËHCDC\ÜUÍKT�ÌPÎPT�RSTUÌPOãÓQÓQT�ÕPË Ú ËâÛUÓQOQÎKO Ô ÌPT Ý�þ Ë Ú�Ú T ∂an ÛUËGÎHMâTUADìGT�ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑ�MaTbADC α TNÑ Ô ÌPT

Dn
TUCpÑ!ÍPOQCÈérËHOQÎHÑ!ÍPT

an
I2?BÓQËGADC

ν
Î�ÏÐOQÎHÑ<TUA\C\TUÛNÑ<T�×Â?BC

α
óZÛUË Ú�Ú T ∂Dn

×ZTUÌJÑa}_Ñ<ADT�ÕKË Ú Ë�Ñ<ËH×¥L�ÍÂ?BÎPC�ÌPÎ
ε
ÙÈMaËGOQC\OQÎÂ?BìGT=ÍPT

∂an
IÂ?BÓQËGADC£×ZËGÌPA

i
?BC\C\T3�=ìGA\?BÎKÍI

∂Dn
TbCrÑ�ÍPOQCÈérËGOQÎaÑ7ÍPT

λ− α Ý ÿ�Î�TUÎ'ÍPLUÍKÌPO�Ñ Ô ÌPT νÎÏÐOãÎHÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<T�×K?BC
λ
TNÑ7TUÎ�×Â?BArÑ<OQÛUÌKÓQOQTUA Ô Ì�ÏÐOQÓ�TNæ�OQCpÑ<T�ÌKÎPT�RSTUÌPOQÓQÓãT�ÕPË Ú ËâÛUÓQOQÎPO Ô ÌPT�ÍKOQC4épËGOQÎHÑ<T�ÍKT λ ÛUT Ô ÌPOÛUËGÎaÑ<ADTUÍKO�Ñ£ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ<OQËGÎ'ß Ý ß Ý

Þ O l̃ ∩ l̃′ = ∅ IÂ?BÓQËGADC l̃ T_Ñ l̃′ C\ËGÎHÑ7ØPOã?BCpÖ Ú ×JÑ<Ë�Ñ�TUClTNÑ α TUCpÑ7?BÎPÎJÌPÓã?BOQADT Ý

ölÛ�ÕPTNMaËGÎKC Ú ?BOQÎHÑ<TbÎK?BÎHÑ�Óã?7×PADTbÌJMaT�ÍPÌ�OQOûú ÝGÞ ËGO�Ñ λ ÌKÎPT�Óû? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TUC\ÌPADLUT Ô ÌKOâC<?�Ñ<OQCpÙRõ?BO�ÑgÓã?=ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ
c)
TNÑgOQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<TlÑ<A\?BÎKCrMâTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ�Ñ<ËGÌ�Ñ<TUC�ÓQTUC�ÛUËGÌPADØZTUC�×K?BA<?BØ¥ËHÓQO Ô ÌPTUC Ý�Þ ÌK×P×ZËGCDËHÎPC

Ô ÌKT λ ÎPT
MaLUADO�íÂT�×K?BC b2)
IêOQÓgTNæ�OQCpÑ<T�?BÓQËGA\C�ÌPÎPT�C\ÌPO�Ñ<T

(an)
ÍÏj?BÎKÎPTb?BÌ�æ�ËHÌüÍKT$A\ÌPØK?GÎPC�ÍPT�>w�GØPOQÌKC

TUC\C\TUÎHÑ�OQTUÓQC�Ñ<TbÓQÓQT Ô ÌPT i(an, λ) −→ 0 Ýz× ÌKO�ÑDÑ<T$à�TNæJÑ<A\?BOQA\TGI (∂an)
ÛUËGÎHMâTUADìGT
ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌPT Ú TUÎHÑ:MaTUA\CÌPÎKT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT α Ô ÌKO�Î�ÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<T�×K?GC λ Ñ<A\?GÎPCpMaTUADC<?BÓQT Ú TUÎHÑ Ý¸å Ïj?G×PADÜUC:ÓÈÏj?/��A Ú ?�Ñ�OQËGÎ×PA\LUÛULUÍKTUÎHÑ<TGI

α
TUCpÑ7?BÎKÎâÌPÓû?BOQADTGIPÛbT Ô ÌKOÛUËGÎaÑ<ADTUÍKO�Ñ b1) Ý

· ���¸�ª�>2y�ÄÈ����"!=#n)
λ * '+%-<R.$CS#L'�.=)@#@!='è,$1:0H# cl.='�)o<R%(N�AU!$'�J=#n)@#@!$'EN a)

%3)
c) v .=<R!$0HNy<I%(N�AU!$'�J$#n)@#2!$'EN

b1)
G
b2)

N:!$'�)�1U? * #L,/.=<I%:'�)4%(N�tB<R.¼AU!$'�J$#@)@#@!$'¸N * #L,/.$'�)4%6q ;�s�<_^ #L'�)4%:0HN3%9A3)@#@!='QJF%(NM.gJ$5x1:0U%:'+A9%(NMJg.$'EN
B̃
J�%bJF% * \¼AU!$CW8E!/N:.$'�)4%(NbAU!$'�'+%U\�%(N�J * AU!=CD8+<I1:Cb%('�)&.=#L0U%bJF% p−1(λ)

Jg.='xN
∂M̃

%(N()iN:!=#n)¢,V#@J�%9G¢N:!$#n)
<_^ .gJ$5x1:0U%:'+A9%�Ju^ * '+%df3% * #n<n<I% l̃ ⊂ p−1(λ)

Jg!='�)p<R.a8�0Y!_|`%9A3)@#@!$'wN * 0 ∂M %(N() * '+%pf3% * #n<L<I%df3%:0(CM19% l Z
½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Oûú£>ÄËGÎHÑ<A\ËGÎPC�×Â?BA7ÓÈÏj?BØKCDÌKADÍPT Ô ÌPT b) => b1) Ý2Þ ËGO�Ñ λ ÌKÎPT:Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎÄìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTÚ TbCDÌKADLUT Ô ÌPO£C<?�Ñ<OQC\Rõ?BO�Ñ�ÓQTUC�ÛUËHÎPÍPO�Ñ�OQËGÎPC a)

TNÑ
c)
TNÑ$OQÎHÑ<TUA\CDTbÛNÑ<T�Ñ<ËGÌ�Ñ<TUC�ÓQTbC�ÛUËGÌKADØ¥TbC�×K?BA<?BØ¥ËGÓQO Ô ÌPTUC Ý

Þ ÌK×P×ZËGC\ËGÎPC Ô Ì�ÏÐOQÓ+TNæ�OQCpÑ<T�ÌPÎKT�Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OQËGÎ ìGLbËâÍPLbCDO Ô ÌPT
?BÎPÎJÌPÓã?BOQADT α Ô ÌKO+ÎÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<T�×Â?BC λ Ý Ê£ËGÌKC?BÓQÓQËGÎKClTUÎ�ÍPLbÍPÌPOQA\T Ô ÌKT λ ÎKT�MaLUA\O�íKT�×K?BC b) ÝÂÞ ËGOQTUÎHÑ l̃1, l̃2 ÌPÎKT!×K?GOQADT�ÍPT!ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUClØKOã?BCpÖ Ú ×�Ñ<Ë�Ñ<TbCÛUËGÎaÑ<TUÎâÌKTUCgÍK?GÎPCgÌPÎ�ADTUÓãTNMaL�ÍPT
α
ó
l̃1
TNÑ
l̃2
C\ËGÎHÑlÛUËGÎHÑ�TUÎâÌPTbCgÍK?BÎKCgÓQTUC/?BÍKÕPLUA\TUÎPÛUTbC

F̃ 1 TNÑ F̃ 2 ÍPT�ÍKTUÌJæÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<TUC!ÍPT ∂M̃ − p−1(λ) Ý�Þ O F̃ 1 = F̃ 2 ?BÓQËGADC F̃ 1 ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ=ÌPÎKT�×K?GOQADT�ÍKT�ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTbC!ØPOã?�ÙCpÖ Ú ×JÑ<Ë�Ñ�TUCbIPà�C<?UMaËGOQA l̃1 TNÑ l̃2 ÝÂÞ O F̃ 1 6= F̃ 2 IPÍÏj?B×KADÜUClÓã?�ÛbËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ b) I F̃ 1 ∩ F̃ 2 TUCpÑ£ÌKÎPT!ìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPT
c̃ Ô ÌKO�érËGOQÎHÑ�ÓQTUC:Ø¥ËGÌ�Ñ<C=ÍKT l̃1 ó¸ËGÎ�?'?BÓãËGADC l̃1 6= c̃

ËGÌ
l̃2 6= c̃

ÍPËHÎPÛ
F̃ 1 ËGÌ F̃ 2 ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ�ÌPÎPT�×Â?BOQADTÍPT$ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPTUC�ØPOã?BCpÖ Ú ×JÑ<ËBÑ<TUCbIêàÄC<?UMaËGOQA l̃1 T_Ñ c̃ ËHÌ l̃2 TNÑ c̃ Ýêå ?BÎPC�ÓQTUC�ÍPTbÌJæ�Ûb?BCbI�ËGÎü×ZTUÌ�Ñ�ÍPËHÎPÛ

V £



C\ÌP×K×¥ËGC\TUA Ô ÌPT F̃ 1 ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ£ÍPTbÌJæ$ìHLUËâÍPLbCDO Ô ÌPTUC/ØKOã?BCpÖ Ú ×�Ñ<Ë�Ñ<TUC l̃3 TNÑ l̃4 ÝKÞ OÓQTUC/ÍPT Ú O�Ù�ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKTUC l̃3+TNÑ
l̃4+
?BOQÎKCDO Ô ÌKT l̃3− T_Ñ l̃4− C\ËGÎHÑ:?BCrÖ Ú ×�Ñ<Ë�Ñ<TUC�ÍÂ?BÎPC F̃ 1 I2ËGÎ�×¥TbÌJÑ�?GÓQËGADCbI2ÛUË Ú�Ú T�ÍK?BÎKC�Óã?$×PADTbÌJMaT�ÍPÌOûú/ÍPT=Óã?�×KADËG×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎÄß�IÂÛUËGÎKCpÑ<ADÌPOãADT=ÌPÎ Ú LUA\OQÍPOQTUÎ µ ⊂ F 1 ÛUT Ô ÌKO�ÛUËGÎHÑ<A\TUÍPO�Ñ c) Ý¥Þ OQÎPËGÎ F̃ 1 ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑÌPÎKT!ìGLUËJÍPLUC\O Ô ÌKT!ÕPË Ú ËâÛUÓQOQÎKO Ô ÌPT�ÛUT Ô ÌPOÛUËHÎHÑ<ADTUÍKO�Ñ£ÓÈÏj?$� Ú ?�Ñ<OQËGÎ'ß Ý ß�TNÑ£ÍKËGÎPÛ c) ÝOQOûú�>ÄËGÎHÑ<A\ËGÎPC¸TUÎPíKÎ

b1) => b) Ý ÿ�Î=×ZËGÌPADA<?BO�Ñ Ú ËGÎHÑ�ADTUA Ô ÌPT�Óã?£ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ b) TUCpÑ�ÎÂ?�Ñ<ÌPA\TUÓQÓQT Ú TbÎHÑêC\?�ÙÑ<OQC\Rõ?BO�Ñ�T7×K?GA+Óã?:Óã? Ú OQÎÂ?�Ñ<OQËGÎ Ú TbCDÌKADLUT7ÍPT7×PÓãOQCDC<?BìGT�ÍÏÐÌKÎPT Ú LNÑ�ADO Ô ÌKT7ìGLUË Ú LNÑ<ADO Ô ÌKT Ú TbÎHÑ�íKÎKOQT Ý�þ Ë Ú�Ú TÓã?�×PADËG×KADOQLNÑ�L
b)
ÎPT!C\TUA\?�×Â?BC/ÌJÑ<OQÓãOQCDLbT�ÍÂ?BÎPC/Óã?�×PADTUÌ�MaT�ÍKÌ
Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T�ðGIPÛUTNÑDÑ�T�O Ú ×KÓQOQÛb?�Ñ<OQËHÎ b1) => b)×ZTUÌJÑ�?GÓQËGADCd}_Ñ<ADT/ÍKLUÍPÌKO�Ñ<T/ÍPÌ�Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T!ð Ý Ê£ËHÌPC+?BÓQÓQËGÎKC�ÎKLb?BÎ Ú ËGOQÎPC�TUÎ�ÍPËHÎPÎPTUAbIGOQÛUOÈIHØPADOQÜ_MaT Ú TbÎHÑ~IHÌPÎPT×PA\TUÌJMaT:ÍPOãADTUÛNÑ<T ÝZÞ ËGOQTUÎHÑ λ ÌPÎKT=Óã? Ú OQÎK?�Ñ<OãËGÎÄìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌKT Ú TUC\ÌPA\LUT Ô ÌPO�MaLUA\O�íKT:ÓQTUC�ÛUËGÎKÍPO�Ñ<OQËGÎKC a), b1)TNÑ

c)
ùÈTNÑ�ÍKËGÎPÛ

b2)
Í�Ïj?B×PADÜbC:Óû?'×KADËG×ZËGC\O�Ñ<OQËGÎüßaúNI

F̃ 1 T_Ñ F̃ 2 ÍPTUÌJæ�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎHÑ�TUC�ÍPT ∂M̃ − p−1(λ)ÍPËHÎHÑ�ÓQTUC�?GÍPÕPLbADTUÎPÛbTUC�CUÏÐOQÎaÑ<TUADC\TUÛ_Ñ<TUÎHÑ�T_Ñ
F j
Óã?�×PA\ËBérTUÛNÑ�OQËGÎ�ÍKT

F̃ j
C\ÌPA

∂M Ýâî TUCg?BÍPÕPLbADTUÎPÛbTUC�ÍPT F̃ 1 TNÑ
F̃ 2 ÛUËGÎHÑ�OQTUÎPÎKTUÎHÑl?BÓQËGADC�ÍKTUÌJæ�ÍKT Ú OZìGLUËâÍKLUC\O Ô ÌPTUC l̃1+ TNÑ l̃2+ ÍKËGÎHÑgÓãTUCg?BÍPÕKLUADTUÎKÛUTUC�CbÏÐOQÎHÑ<TbADC\TUÛNÑ<TUÎaÑ Ý�Þ O l1+TNÑ
l2+
ÎKT�CDËHÎHÑ7×Â?BC£×PA\ËG×PADT Ú TUÎHÑ7ÕKË Ú ËBÑ<ËG×¥TbClC\ÌPA ∂M IÂTUÎ'?B×K×PÓQO Ô ÌK?BÎHÑ7Óû? Ú L_Ñ<ÕPËJÍPT�ÌJÑ�OQÓQOQC\LUT�ÍÂ?BÎPC£Óã?×PA\TUÌJMaTlÍKÌ�OQOûú�ÍPÌ�ÓQT Ú�Ú T þ�Ý ðGIHËHÎ�ÛUËGÎKCpÑ<ADÌPO�Ñ�ÍK?BÎKC�ÌKÎ�MaËGOQC\OQÎK?BìGT£ÍKT l1+∪ l2+ ÌKÎPTlC\ÌPO�Ñ�TlÍÏj?BÎKÎPTb?BÌ�æ�ËGÌÍPT:ADÌPØÂ?BÎPC7ÍKT:>w�GØPOQÌKC7TUC\CDTbÎHÑ<OQTUÓQC

ai
?UMaTUÛ

i(λ, ∂ai) −→ 0
I Ú ?BOQC7ËGÎÄÎKT=×ZTUÌJÑ�OQÛUO�ìH?GA\?BÎHÑ�OQA Ô ÌPT ∂aiTUCpÑ!×PÓQËHÎPìGL Ý2î T=Ñ<ÕKLUËGADÜ Ú T�ÍPT�ÓÈÏj?BÎKÎPTb?BÌ ù\ñ��H?�òSú£ÎKËGÌPC�×ZTUA Ú TNÑ!ÎPLb? Ú�Ú ËHOQÎPC�Í�ÏÐTUÎ@ÍPLbÍPÌPOQA\T�ÌPÎPT�C\ÌPO�Ñ<TbCÍÏj?GÎPÎPT~?BÌJæ�TbCDC\TUÎaÑ<OQTUÓQC

a′i
Ñ<TUÓQÓQT Ô ÌKT i(λ, ∂a′i) −→ 0

I¥ÛUT Ô ÌPO¸ÛUËGÎHÑ<A\TUÍPO�Ñ b2) Ý¥î TbC7ÍPT Ú O�Ù�RSTUÌKOQÓQÓQTUC l̃1+ TNÑ
l̃2+
C\T�ADTUÓãÜNMaTUÎHÑ�ÍKËGÎPÛ=?GÌ�A\TNMF}NÑ<T Ú TUÎHÑ�ÌPÎKO�MaTUADC\TUÓ H2 ÍKT�Óã?�ÛUË Ú ×¥ËGC<?BÎaÑ<T�ÍKT ∂M Ô ÌPO�ÓQTbC£ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ�TUÎÍPTbÌJæ�ÍPT Ú O�Ù�ìGLbËâÍPLUC\O Ô ÌPTUC+?BCpÖ Ú ×�Ñ<Ë�Ñ<TbC Ýaå TbÌJæ:Ñ<TbÓQÓQTUC�ÛUËGÌKADØ¥TbC�ÎPTl×¥ËGÌ�MG?BÎHÑp}_Ñ<ADT/C\LU×Â?BADLUTUC Ô ÌKT/×K?BA�ÌPÎPTRSTUÌKOQÓQÓQT=OQCDËHÓQLUT�ÍKT
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IKËGÎ�TbÎ�ÍPLbÍPÌPO�Ñ Ô ÌPT F̃ 1 ∩ F̃ 2 ÛbËGÎHÑ<OQTUÎaÑ7ÌPÎKT�RSTUÌKOQÓQÓQT c̃ ÍPT�ÛUT!Ñ|Ö�×¥T ÝÂî ?�×KADËBérTUÛNÑ�OQËGÎ

c = p(c̃)
ÍPT7ÛUTNÑ\Ñ<T7RSTUÌKOQÓQÓQT7TUCpÑgÍPËHÎPÛ7ÌPÎPT7RSTbÌPOQÓQÓQT7RõTUA Ú LUT£T_ÑgÛUË Ú�Ú T7ÓQT7C\ÌP×K×¥ËGApÑ�ÍKT λ TUCpÑgÌPÎKT£Óã? Ú OQÎK?�ÙÑ<OQËGÎ�ADLbÛUÌPADA\TUÎHÑ<TGI�ÛUTUÛUO2TUÎHÑ<A<?	�ûÎPT Ô ÌPT�ÎPO F̃ 1 ÎPO F̃ 2 ÎÏÐTUCpÑ/ÌKÎ�Ñ<A\Oã?BÎPìGÓQT ÝPÞ O F̃ 1 ∩ F̃ 2 ÛUËGÎHÑ<OQTbÎHÑ/ÌKÎ�?BÌ�Ñ<ADT×ZËGOQÎHÑ~IJ?BÓQËGA\C

F̃ 1 ∩ F̃ 2 ÛUËGÎHÑ�OQTUÎHÑ/ÌPÎPT7×Â?BOQADT7ÍPT7RõTUÌPOQÓQÓQTbC�ØPOã?BCpÖ Ú ×JÑ<Ë�Ñ�TUCbIaÛbT Ô ÌPO¥ÛUËHÎHÑ<ADTbÍPO�ÑgÓã?=ÛbËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ
b1)
I
F̃ 1 TNÑ F̃ 2 MaLUA\O�íKTUÎHÑ7ÍPËHÎPÛ!Óã?�ÛUËGÎPÍKO�Ñ<OQËGÎ b) Ý

· ���¸�ª�ÆÈu�ÄÔ©��#
λ
%(N() * '+%b<�.=C #L'�.g)@#@!$'ÅTF19!`J�1HN(#@? * %�Cb%HN * 0U19%b? * #hN:.g)@#]NLf:.=#n)D. * \¼A9!$'�J$#n)@#@!='EN b1)

%3)
A�sVGh.=<R!$0HN�%3<L<I%�.y<R.a8�0Y!H8+0H#213)41kN * #n,	.='�)4% q
r c1)
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i(l, λ) > 2π

Z

½ 1:C�!$'EN()@0Y.g)@#@!$'+Z Þ ËGOãTUÎHÑ l ÌPÎPT!RSTUÌKOQÓQÓQT�ÕKË Ú ËJÛUÓQOQÎPO Ô ÌPT�Ñ<TUÓQÓQT Ô ÌKT i(λ, l) ≤ 2π
I
l̃
ÌKÎ�ADTbÓQTNMaL!ÍPT

l
ÍK?BÎKC

∂M̃
I
l+
TNÑ
l−
ÍKTUÌJæ
ÍKT Ú O�Ù|RSTUÌPOãÓQÓQTUCgÍPT l̃ Ô ÌKOZÎÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ�TUÎHÑ/×Â?BCgÍPT�ADTbÓQTNMaL�ÍKT�RSTUÌKOQÓQÓQT�RSTUA Ú LUT�ÍPT λ TNÑÑ<TUÓãÓQTUC Ô ÌKT l+ ∩ l− = ∅ Ý Ê£Ë�Ñ�ËGÎPC α+

TNÑ
α−
ÓQTUC Ú OQÎPO Ú ?BÌJæ$ÛUËGÎHÑ<TbÎâÌPC/ÍK?BÎKC l̄+ T_Ñ l̄− Ý >ÄÌPÎKOQCDC\ËGÎKC α+TNÑ

α−
Í�ÏÐÌPÎKT Ú TUC\ÌKADT�Ñ<A\?GÎPCpMaTUADC\T!ÍKT!C\ÌP×K×¥ËGApÑ α+ ∪ α− Ý>ÄËGÎHÑ<A\ËGÎPC�Ñ�ËGÌJÑ£ÍÏj?BØZËGADÍ Ô ÌPT α+

TNÑ
α−
ÎÏÐOQÎHÑ�TUADC\TUÛNÑ<TbÎHÑ£×K?BC

λ ÝÂÞ OQÎPËHÎI�ËGÎ�? i(λ, α+) > 0 ÝKÞ ËGO�Ñ
I
ÌPÎ�CDTbì Ú TUÎaÑ!ÍKT α+

Ñ�TUÓ Ô ÌKT i(I, λ) > 0
ó?BÓQËGADCbI2ÛUË Ú�Ú T α+ ⊂ l̄+

I
l+
ÛUËGÎaÑ<OQTUÎHÑ�ÌPÎKT�OQÎ�íÂÎPO�Ñ<L�ÍPT

C\TUì Ú TUÎHÑ<Cl×KADËâÛ�ÕKTUClÍPT I TNÑ i(l, λ) = +∞ IKÛUT Ô ÌPOÛbËGÎHÑ<ADTbÍPO�Ñ£ÓÈÏÐÕaÖ�×¥Ë�Ñ�ÕPÜUC\T�ÍPT!ÍKLU×K?BArÑ Ý
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ÛUT
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