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� �M�U���>���������>�@�w�
�x�K�{�@���[�4  1¢¡ �K£�¤ 18¡B¥Z¦ �K @���4� ¥O1K§[¨ �

3 © £ 1 �[��ª«� ¨ � M ¥/¬�1Z¥ ��� ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡K¦ � 1 £�� ¨R3
¥O¬ ����� ¥ �4 ����K ��Kª
M

���
�4�{�[�G\�4��U� ¥/¬�1�¡ �K£�¤ ¨ � ¥ �\£®� ¥  �� ¡

σ
�Kª ¡ �9�[� ¥O1 � ¥ �@� ¡D¥ ���K� 1K¨M¡4¯  p° 1Z¥O¯  �� −1 ±�² ��� ¯ £®� ¥/¬�1Z¥ ∂M ¡ �K� ¥O1 ���[�

1 � ¯  �ª 18¡ �-�Kª�³K�4� ¯ �
> 1 ± ² ª ¯ �{� 1 £��4� ¥O1K¨ � ¯{§ �@� ¥ �Kª

(M,σ)
����� ¥ � ¡ �K�9°F�B´ ¡ �K ��

N(σ)
¦ �[�4µ{�[�G� 1 � ¥/¬ �

�@£ 18¨�¨ �G� ¥ �{�K� © �4£®¤ ¥`3¶¡4¨ �9���4�·� ¯[§ �@� ¥ �Kª ¥O¬ �u��� ¥ �4 @���K ��Kª M ¥O¬{1Z¥ ��� ¨ � ¡G18¨�¨R3¸¡ �9�9°F�B´ 1 �{� ¬ �K£®� ¥ �K¤ 3
�4¹ ¯ �R° 18¨ �G� ¥�¥ �

M ±»º ¥ � § � ¯ �[� 1   3 ∂N(σ)
��� 1 ¤ ¨ � 1Z¥ �4�¸� ¯  �ª 18¡ � ¦ � 1 £�� ¨R3 � ¥ ��� 1K¨ £®�K� ¥ �B°F�4  3  ¬ �G ��

¥ � ¥B18¨�¨R3 ³K�4���{�4�@� ¡�1 �[�¼� ¥ ��� § �4� ¥U18¨ �K�{³ 1 ³9�4���[�G��� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K� ±*¾ ¬ � 1 £�� ¯ � ¥ �Kª § �4�[�{���[³����w�[�4� ¡  @� § �4�§93¿1 £�� 1 � ¯  @�4�À³K�G���[�G��� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ �½�K� ¡G18¨�¨ �4� ¥O¬ � § �4�[�{���[³(£�� 1 � ¯  ��G�À³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�¿�9ª
σ Á ¡ ª ±Â ¾ ¬�ÃDÄ �K  Â � Å�Æ Ä«Ç ±
¾ ¬ ��� 3 ��� ¨ �[� 1¢§ �4�[�[�½�[³2£ 1 ¤ b : H (M) → ML (∂M)

 ¬ � ¡O¬À¥ � 1¢¡ �K£�¤ ¨ � ¥ �
¬93 ¤��4  § � ¨ � ¡ £�� ¥  �� ¡�1 ���@� ¡ � 1Z¥ �4��� ¥ � § �4�{�[���[³�£�� 1 � ¯  ��G�È³K�4���{�4�@� ¡U¨½1 £���� 1Z¥ ���K� ±�º � ¥/¬ ��¤[ ��G���G� ¥ ¤ 1 ¤>�4  ¦ \����9°F�G� ¥ ��³ 1Z¥ ���@�K£®��¤[ ��9¤��4 @�[�4�@� ¤{ ��K¤>�4  ¥ ���G� �9ª ¥/¬ ��� § �4�[�{���[³®£ 1 ¤ ±É �-U� ¨�¨�¡ �K�{�@���[�4 k���@� ¥ �K¤ 32¡4¨½1 �@�@�4�k�9ª ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ £�� ¥  @� ¡ �K� ¥O¬ ����� ¥ �4 @���K k�Kª

M ±�¾ \��£®� ¥  �� ¡ � σ11 �{�
σ2
1  ������[�4� ¥ �fµ{�4�2��ª ¥O¬ �4 ����B´M��� ¥ � 1 �[�fÊ>�4�9£®�K �¤ ¬ ���@£

f : M → M
�½��� ¥ �K¤[� ¡�¥ � ¥/¬ �-���{�4� ¥ � ¥`3 � ¯{¡O¬

¥/¬�1Z¥
σ1 = f∗σ2 ± É ���� ¨�¨�¥ �K¤>� ¨ �K³K��Ë4� ¥O¬ ���@� ¥ H (M)

�Kªw����� ¥ �K¤ 3¿¡4¨½1 �@�@�4���Kª ¡ �K£®¤ ¨ � ¥ � ¬93 ¤��4  § � ¨ � ¡
£®� ¥  �� ¡ ����� ¥O¬ �®ª�� ¨�¨ �GU���[³¼ 143 ±�Ì � ¥-¯ � ¡O¬ ���K�@� 1 ¤��K��� ¥ x ��� int(M) ±�² £®� ¥  �� ¡

σ2
¨ ���4����� 1

(k, r) ©�[�G��³ ¬�§ �K  ¬ �^�����Kª
σ1

��ª ¥O¬ �4 ��È�B´M��� ¥ � 1 �[�fÊ>�G�K£®�K @¤ ¬ ���@£
g : M → M

���@� ¥ �K¤{� ¡�¥ � ¥/¬ �����[�4� ¥ � ¥`3 � ¯{¡O¬
¥/¬�1Z¥�¥/¬ �� ��G� ¥  �� ¡B¥ ���K���Kª

g
¥ �
B(x, r) ⊂ (M,σ1)

��� 1
k © ¹ ¯{1 �@� © ���@�K£�� ¥   3 ��� ¥ ��� ¥ �x�½£ 1 ³K����� (M,σ2) ± É �� §M¥O1 ��� 1�§�1 �@���k�Kª*�[�G��³ ¬�§ �K  ¬ �^���[���9ª

σ1
§F3¢¨ � ¥�¥ ���[³

k
¥ �4�[� ¥ �

1
1 �[�

r
¥ �4�{� ¥ �

+∞ ±k¾ ¬ � ¥ �9¤�� ¨ �K³ 3�[�4µ{�[�G�¼��� ¥O¬ ���\ 143 �[���G� �{� ¥ �{�4¤��G�[�¼�K� ¥/¬ � ¡B¬ �K� ¡ ���Kª ¥O¬ ��¤>�K��� ¥
x ±

º � ¥/¬ ��¤[ ��4�@�4� ¥ ¤ 1 ¤>�4 \\��U� ¨�¨ �K� ¨R36¡ �K�[�@���{�4 �Í�Î@ÏKÐ�Î4Ñ&ÒBÓÕÔ@ÖK×�×qØUÙ*Ú{Ó�ÑmÎ ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ £�� ¥  �� ¡ �K� int(M) Û16¡ �K£�¤ ¨ � ¥ � ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ £�� ¥  �� ¡
σ
�9�

int(M)
���-� 1 ��� ¥ � § ��Í�Î@Ï8ÐÈÎ4Ñ&ÒOÓ�Ô@ÖK×�×qØ�Ù*Ú{Ó�ÑmÎ��½ª

N(σ)
¬{1 ��µ��[� ¥ �

°F� ¨�¯ £®� ±�¾ ¬ �-£�� ¥  @� ¡ σ ����ÜBÝ{ÔBÞ9ßOÓ&Ö8Ú���ª int(N(σ)) = ∅ ± É ��U� ¨�¨ �[�4�{� ¥ � §93 G F (M) ⊂H (M)
¥/¬ �

�@� ¥ �Kª������ ¥ �K¤ 36¡4¨½1 �@�@�4�U�Kª�³K�4�9£®� ¥  @� ¡G18¨�¨R3 µ{�{� ¥ ���[�K� © ª ¯{¡O¬ �@� 1 �6£®� ¥  �� ¡ �U�K� int(M) ± É �k�� ¨�¨ �{�4�[� ¥ � §93
CC (M) ⊂ G F (M)

¥/¬ ���@� ¥ �Kªw���@� ¥ �K¤ 3¿¡4¨½1 �@�@�4���Kªw�[�9� © ª ¯{¡O¬ �@� 1 �à³K�G�K£®� ¥  �� ¡G18¨�¨R3 µ{�[� ¥ � ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡£®� ¥  �� ¡ �*�K�
int(M)

 ¬ �9���w�K� ¨R3®¡4¯ ��¤{� 1  @�   1 �[á
2
¡4¯ �@¤{� ±"â � CC (M)

¥/¬ � ¥ �K¤>� ¨ �K³ 3 �[�Dµ��[�4� 18§ �G°F�w���
�4¹ ¯ �R° 18¨ �G� ¥x¥ � ¥/¬ � ¥ �K¤�� ¨ �K³ 3 � §^¥B1 ���[�4�È ¬ �4�È\� ¡ �K�{�����{�4 x¹ ¯{1 ��� © �����9£®� ¥  @� ¡ �{�4ª«�K @£ 1Z¥ ���9�[�x�Kª ¥/¬ �w ¬ � ¨ �£®� ¥  �� ¡ �K�

int(M) ±"Ì � ¥w¯ � �[�4�{� ¥ � §F3 bCC
¦
bG F

¥/¬ �k ��4� ¥  �� ¡D¥ ���K�[� �Kª
b
¥ �

CC (M)
1 �[� ¥ �

G F (M) ��4�@¤>� ¡B¥ �R°�� ¨R3 ±ã¾ ¬ � ¡ �9� ¥ ��� ¯ � ¥`3ã1 �{� ¥O¬ �¼�[��Ê>�4 ��4� ¥ � 18§ � ¨ � ¥`3 �9ª bCC
¬�1 °F� § �4�G�ã� ¥/¯ �{���4�ã��� Âåä �bæ Ä�1 �[�

Â ç � 5ZÄ ±�º ¥ �U���8èj� ¡B¥ �R°[� ¥`3¼¬{1 � § �4�4�6�4� ¥O18§{¨ ��� ¬ �4�6�½� Âåç � â Ä ��� ¥O¬ ���@¤�� ¡ � 18¨�¡G1 �@���Kªr �4��³ ¬9¥ �G�6£ ¯{¨R¥ � © ¡G¯  p°F�G� ±
¾ ¬ �(��£ 1 ³K�¢�Kª bG F

¬{1 � § �4�4�é�{�4� ¡  �� § �G�é��� Â ç � â Ä�1 �[� Â Ì � Ã4Ä�¦ � ¥ ��� ¥/¬ �(�@� ¥ P(M)
�Kª�£®� 1 � ¯  ��4�

³K�4�^�[�4�@� ¡�¨ê1 £®��� 1Z¥ ���K�[�U� 1Z¥ ���@ª 3 ���[³ ¥/¬ ��ª«� ¨�¨ �G����[³ ¡ �K�{�[� ¥ ���9�[� Û
Ã



© 19Ç �{� ¡4¨ �9���G� ¨ � 1 ªo�Kª λ ¬�1 � 1  �4��³ ¬9¥ ³K �� 1Z¥ �4  ¥/¬{1 � π ë
© b) ∃η > 0

� ¯[¡O¬�¥O¬{1Z¥b¦ ª«�K  1 � 3 �4�@�@�4� ¥ � 18¨�1 �[� ¯{¨�¯ �
E
¦
i(∂E, λ) ≥ η ë

© ¡bÇ i(λ, ∂D) > 2π
ª«�K  1 � 3 �4�@�@�4� ¥ � 1K¨ �[��� ¡

D ±
º � ¥O¬ ��¤{ ��4�@�4� ¥ ¤ 1 ¤>�4 x �kU� ¨�¨ � ¥O¯ � 3 ¤[ ��9¤��4 @�[�4�@�w¤[ ��K¤>�4  ¥ ���4�w�Kª bG F ±*² �\\�k�� ¨�¨ ���G� ¦ � ¯{¡O¬ ¤{ ��K¤ ©�4  ¥ ���4� 1  �� ¯ �@�4ª ¯[¨ì¥ ���4� ¥O1K§[¨ ��� ¬ �@�K£�� ¡ �K�F°F�4 �³K�4� ¡ � ¡  �� ¥ �G �� 1 ª��K w³K�4�9£®� ¥  @� ¡G18¨�¨R3 µ{�{� ¥ ��£�� ¥  �� ¡ �U���F°F� ¨ °M���{³

�K� ¨R3�§ �4�[�{���[³®£�� 1 � ¯  ��4�6³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�{� ±*¾ ¬ ��µ{ �� ¥  ��G� ¯{¨R¥  ���� ¨�¨ ¤{ ��4�@�4� ¥ ��� 1 ³K�G�[�4  1K¨ ��Ë 1Z¥ ���K��Kª ¥/¬ �Uí ¨ �4£®£����[��ª«�4 �£�� ¥/¯  ��Bîk��� Â ç � â Ä Û
ï-ðrñ�ò�óZñ^ô õ�ö&õ�ö�÷ Î4Ñ

M ø Î�ÖuÔ/Ï8ÐUù[ÖFÔ4Ñ�Ô@Ï8Ú{Ú>Î/Ô4ÑmÎ@úuÏ8ÒOÓ�ÎDÚ{Ñ�Ö ø ×fÎ�ÞFØOù[ÎDÒ ø ÏK×dÓÕÔ�ûKü`Ð®ÖKÚ{Ó ÜDÏK×fú(ý"Ó&Ñ�Þ ø Ï8ÝMÚ�úFÖ8ÒBØÖ8Ú�ú�×�Î4Ñ
σn ø ÎwÖ�ß4Î/þDÝ�ÎBÚ>ÔOÎ ÏjÜ�Í�Î@ÏKÐ�Î4Ñ&ÒBÓÕÔ@ÖK×�×qØ�Ù*Ú{Ó�ÑmÎxÚ�Ï8Ú{üdÜOÝ{ÔBÞFßOÓ&Ö8Ú�Ð�Î4Ñ&ÒBÓÕÔBß\Ï8ÚÈÑ�ÞMÎ\Ó«Ú�ÑmÎDÒOÓ&ÏKÒ\ÏjÜ M ÿ�� ÎDÚ�ÏKÑmÎ

ø Ø λn ⊂ML (∂M)
Ñ�ÞMÎ ø ÎDÚ�ú8Ó«Ú�Í�Ð�Î/Ö�ßOÝ^Ò@Î@ú®Í�Î@ÏbúFÎBßOÓ�Ô�×RÖKÐ�Ó«Ú�Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú�ÏjÜ σn ÿ�� ÝbùFùMÏ�ßGÎ�Ñ�Þ^ÖKÑ λn Ô@Ï8Ú��8ÎDÒÕÍ�ÎÓ«Ú

ML (∂M)
Ñ�Ï�ÖÈÐ�Î/Ö�ßOÝ^Ò@Î@ú�Í�Î@ÏGú�ÎBßOÓÕÔ-×fÖ8Ð�Ó«Ú�Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú

λ
ßDÖKÑ&Ó«ß«ÜOØ�Ó�ÚFÍ�Ñ�ÞMÎ�ÜDÏ9×«×fÏ8ý"Ó«Ú�Í�Ô/Ï8Ú�ú8Ó�Ñ&Ó&ÏKÚ[ß��

ü
b) ∃η > 0

ßOÝ{ÔBÞ¼Ñ�ÞMÖKÑ	��ÜDÏ8Ò�ÖKÚ{Ø�ÎBß/ß4ÎDÚ�Ñ&Ó&Ö9×�Ö8Ú{Ú{ÝM×dÝ�ß
E
�
i(∂E, λ) ≥ η 


ü�Ô��
i(λ, ∂D) > 2π

ÜDÏ8Ò-Ö8Ú{Ø�ÎBß/ßGÎDÚ�Ñ&Ó&ÖK×�ú8ÓêßGÔ
D 


ü ú�®Ñ�ÞMÎDÒ@ÎkÓ«ß�Ú�Ï�Þ^Ï8Ð�Î/Ï8Ð®ÏKÒ�ù�ÞFÓêßOÐ ø Î4Ñ&ý�Î/ÎDÚ M ÖKÚ�úÈÖ8Ú6Ó«Ú�ÑmÎDÒ���ÖK× ø Ý^Ú�ú[×�Î�Ï��8ÎDÒ�Ö�ùMÖKÓ«Ò�Ï�Ü*ù[Ö8Ú�Ñ�ß P ßOÝ{ÔBÞ
Ñ�Þ^ÖKÑ�Ñ�ÞMÎ�ßOÝbù9ù[Ï8ÒDÑxÏjÜ

λ
Óêß�Ñ�ÞMÎ�Ó«Ð®ÖGÍ�Î�ÏjÜ�Ö�ß4ÎOÔ4Ñ&Ó&Ï8ÚuÏ�Ü�Ñ�ÞMÎ ø Ý^Ú�ú[×fÎ-Ï���ÎDÒ ∂P ÿ

� Þ[ÎDÚ¢Ñ�ÞMÎkß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î
(σn)

Ô/Ï8Ú�Ñ�Ö8Ó«Ú[ß�Ö�ßOÝ ø ß4Î/þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î-Ô@Ï8Ú��8ÎDÒÕÍKÓ«Ú�Í�Ñ�Ï�Ö�Í�Î@ÏKÐ�Î4Ñ&ÒBÓÕÔ@ÖK×�×qØ Ù*Ú{Ó�ÑmÎ�Ú�Ï8Ú{üdÜOÝ{ÔBÞ9ßOÓ&ÖKÚÐ�Î4Ñ&ÒBÓÕÔ
σ∞

ÏKÚ2Ñ�ÞMÎ�Ó«Ú�ÑmÎDÒBÓ&Ï8Ò�Ï�Ü
M ÿ

� ¯   ¥/¬ �4 @£®�K ���� ¥ ª�� ¨�¨ �GU�xª« ��9£ Â Ì ��� Ä�¥/¬�1Z¥�¥/¬ � § �4�[�{���[³-£®� 1 � ¯  ��4��³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K� λ′ �Kª σ∞ ���
� §M¥O1 ���[�G�(ª« ��K£

λ
§F3  ��4¤ ¨ê18¡ ���[³ §93

π
¥/¬ �k\�G��³ ¬9¥ ���Kª ¥/¬ � ¡4¨ �K�@�4� ¨ � 1 °F�G�w ¬ � ¡O¬¢¬{1 °F� 1 \�4��³ ¬F¥ ³K �� 1Z¥ �4 

¥/¬�1 �
π ±

º ªU\� ¡ �K�{�@���[�4 ��K� ¨R3ã¡ �9�9°F�B´ ¡ � ¡ �9£®¤ 1K¡B¥ £�� ¥  @� ¡ � ¦ \�6�{�4� ¯{¡ �¼ª« ��K£ ¥O¬ ��� ¥/¬ �4�K ��G£ ¥/¬�1Z¥
bCC

���
¤[ @�K¤��4  Û
� ò�óZò����	�{ó���ö�� ÞMÎuÐ®ÖOù

bCC
ÜOÒ�Ï8Ð

CC (M)
Ñ�Ï
b(CC (M))

ÎDÚ�ú9Ï8ý�Î/ú ý"Ó�Ñ�Þ¶Ñ�ÞMÎuý�Î@Ö�� ∗ Ñ�ÏOù[ÏK×fÏ/Í8Ø Óêßù�Ò�ÏBù[ÎDÒ ÿ
� ñ^ô �{ó"!�ö$# � ¡b18¨�¨�¥/¬{1�¥

CC (M)
�[���G���{� ¥®¡ �K� ¥B1 ��� 1 � 3 ª ¯[¡O¬ ��� 1 �à£®� ¥  �� ¡ ±uº ª M 1 �[£�� ¥ �����K£��

ª ¯{¡O¬ �@� 1 �u£®� ¥  @� ¡K¦ � ¥ ��� ¬ �K£��4�K£®�K @¤ ¬ � ¡-¥ � 1 �
I © §[¯ �[� ¨ ���G°F�4  1�¡ �K£®¤ 18¡B¥ � ¯  �ª 18¡ � S ±�² � 3¢¬F3 ¤��G  § � ¨ � ¡£®� ¥  �� ¡ �K�

S
3 ��� ¨ �[� 1 ³K�4�K£�� ¥  �� ¡G1K¨�¨R3 µ{�{� ¥ �-£®� ¥  �� ¡ �K�

int(M)
U� ¥/¬6¥O¬ �-ª«� ¨�¨ �GU���{³ § �4�[�{���[³�³K�4���{�4�@� ¡

£®� 1 � ¯  ��4� ¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�
λ Û ¥/¬ ��� ¯ ¤{¤��K  ¥ �Kª λ ��� 1 �@� ¡B¥ �½�K�¿�9ª ¥O¬ � I © §[¯ �[� ¨ ���G°F�4  ∂S 1 �{�¿� 18¡O¬à¨ � 1 ª

¬{1 � 1 \�4��³ ¬9¥ �4¹ ¯{18¨"¥ �
π ± É ¬ �4� S ���-�[� ¥�1 ¤ 1 �� ��Kª\¤ 1 � ¥ � ¦r¥/¬ �È�@� ¥ �Kª ¬F3 ¤��G  § � ¨ � ¡ £®� ¥  �� ¡ �K�

S
���

�[� ¥�¡ �K£�¤ 18¡B¥ ±2Ì � ¥®¯ ���[�4�{� ¥ � §F3 F (M)
¥/¬ ���@� ¥ �Kªwª ¯[¡O¬ �@� 1 �¿£�� ¥  �� ¡ ���K�

M ±2¾ ¬ ������� ¥ F
�����{� ¥

�4£�¤ ¥`3 ��ª
M

��� 1È¬{1 �{� ¨ � § ��� 3 �K  1 �
I © §{¯ �[� ¨ ���G°F�4  1È¡4¨ �K�@�4�¢� ¯  �ª 18¡ � ±Uº ª F (M)

�����[� ¥ �4£®¤ ¥`3F¦{¥/¬ �4�
� ¥ ���w�[� ¥U¡ �K£�¤ 18¡D¥ ±"¾ ¬ �4 ��4ª«�9 �� ¥/¬ �k ��G� ¥  �� ¡B¥ ���9�¼�Kª b ¥ � F (M)

��� �{� ¥ ¤[ @�K¤��4  ± � �K  1 �{��� ¡4¯ �@�@���K� 18§ � ¯^¥�[�9� © ª ¯{¡O¬ �@� 1 �6£®� ¥  @� ¡ � ¥ �4�[�{���[³ ¥ �®ª ¯{¡O¬ �@� 1 �¼�9�[�4� ¦^¥O¬ �� �� 1 �[�4 w� ¬ � ¯[¨ �6 ��4ª«�G  ¥ � Â æ^� Ä ± �
É ¬ �4��\���[� 1K¨ U� ¥/¬ ³K�G�K£®� ¥  �� ¡G18¨�¨R3 µ��[� ¥ ��£®� ¥  �� ¡ � ¦ �{�&% ¡4¯{¨R¥ ���4� 1 ¤[¤>� 1  ��� ¥/¬¿¨ � 1 °F�4�� ¬ � ¡O¬À¬�1 °F�

1 \�4��³ ¬9¥ ³K @� 1Z¥ �4  ¥/¬�1 �
π ± Å"�@¤>� ¡ � 18¨�¨R3�¦ � ¥ ª«� ¨�¨ �GU��ª« ��K£ ¾ ¬ �4�K ��4£ Ã ± Ã�¥/¬{1�¥k¥/¬ � § �4�{�[���{³�£ 1 ¤
�����[��� ©¡ �K� ¥ ��� ¯ � ¯ �®��� ¥/¬ ���{�4��³ ¬�§ �K  ¬ ����� �Kª 1 � 3 ³K�4�K£�� ¥  �� ¡b18¨�¨R3 µ��[� ¥ ��£�� ¥  @� ¡�¬{1 °M���{³ 1Z¥�¨ � 1 � ¥ �9�[��  1 �[á

1¡4¯ ��¤ ±�¾ ���G°F�4  ¡ �9£®� ¥/¬ ���x�[�&% ¡4¯[¨R¥p3F¦ \��¹ ¯ � ¥ ���4� ¥�¥/¬ ���@� ¥ P+(M)
�Kªì£�� 1 � ¯  ��G��³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K�[�

� 1Z¥ ���@ª 3 �½�[³ ¡ �9�[�[� ¥ ���K�
b)
¦
c)
1 �[�

d)
§93�¥O¬ ��ª«� ¨�¨ �GU���[³� @� ¨½1Z¥ ���K� Û

Ì � ¥ λ, µ ∈ML (∂M)
§ � ¥ \�È£�� 1 � ¯  @�4�(³9�4���[�G��� ¡-¨½1 £®�½� 1Z¥ ���K�{� 1 �{� ¨ � ¥�¯ ���[�4�{� ¥ � §F3

λ′ Á  ��4�@¤ ±
µ′
Ç*¥/¬ �k£�� 1 � ¯  @�4��³K�G���[�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���9�[� � §^¥O1 ���{�4� §93  @�4¤ ¨½18¡ ���[³ §93

π
¥O¬ ��\�G��³ ¬9¥ �w�Kª ¥/¬ � ¨ � 1 °F�4�w�Kª

λ
Á  ��G��¤ ± µ Ç  ¬ � ¡O¬¼¬{1 °F� 1  �4��³ ¬9¥ ³K �� 1�¥ �4  ¥O¬{1 � π ± É ���@� ¥ λRµ

��ª 1 �{���K� ¨R3 ��ª
λ′ = µ′ ± É ���[�4�[� ¥ � §93

5



λ̇
¥/¬ � ¡4¨½1 �@�w�Kª

λ
£���� ¯[¨ �

R ±
Å*�[�{�G

ML (∂M)
U� ¥/¬�¥O¬ �U � 1 á ∗ ¥ �K¤>� ¨ �K³ 3�1 �{� ML (∂M)/R

U� ¥/¬�¥O¬ �k¹ ¯ � ¥ ���4� ¥\¥ �K¤>� ¨ �K³ 3 ±
º ¥ ��� �{� ¥U¬{1  �� ¥ �®�@�4� ¥/¬{1Z¥ ¥/¬ ��� �@¤ 18¡ ����� 1('�1K¯ �@�[�K �Ê¢�@¤ 1K¡ � Á ¡ ª ± Â Ì ��� ¦ Ì �4£�£ 1�5 ± � Ä«Ç ± �  ��K£ bG F (M)\�-� §^¥O1 �½� 1 ¹ ¯ � ¥ ���G� ¥ £ 1 ¤

bR : G F (M) →P+(M)/R ± É � ¡G1 � ¥/¬ �4�¢³K�R°F� 1 ³K�4�{�4  18¨ °F�4 ��@���K�¢�Kª
¾ ¬ �4�K ��4£ Ã ± Ã Ûï-ðrñ�ò�óZñ^ô õ�ö*)$ö+� ÞMÎ�Ð®ÖOù

bR
ÜOÒ�Ï8Ð

G F (M)
Ñ�Ï

P+(M)/R
Óêßxù>Ò�ÏOù[ÎDÒ ÿ

# 1Z¥O¬ �4  ¥/¬{1 � ¡ �K�[�@���[�G ����[³U���@� ¥ �9¤ 3�¡4¨½1 �@�@�4�o�KªM£®� ¥  �� ¡ � ¦ \� ¡ � ¯{¨ � ¡ �K�[�@���{�4  ¬ �K£�� ¥ �K¤ 3�¡G¨½1 �@���G�r�9ªM£®� ¥ © �� ¡ � ±-, 1 £®� ¨R3 \��¹ ¯ � ¥ ���G� ¥r¥/¬ ���@� ¥ G F (M)
§F3k¥/¬ ��³K �� ¯ ¤

Mod0(M)
�KªM�{�fÊ>�4�K£��K �¤ ¬ ���@£®�o�Kª

M
 ¬ � ¡O¬

1  �� ¬ �K£®� ¥ �K¤[� ¡ ¥ � ¥/¬ � ���[�4� ¥ � ¥`3 ± ¾ ¬ � ��� ¥ �4 ��4� ¥ ���{³ ¤>�K��� ¥ ��� ¥/¬{1Z¥ ¥/¬ �½� ¹ ¯ � ¥ ���4� ¥
GF (M) = G F (M)/Mod0(M)

��� ¥/¬ �®� 1 £®���@� ¥-1 � ¥/¬ �®��� ¥ �Kª ¡ �K�8è ¯ ³ 18¡B3u¡4¨½1 �@�@�4���Kª�³9�4�K£®� ¥  �� ¡G18¨�¨R3
µ{�{� ¥ �® ��G¤[ ��4�@�4� ¥O1Z¥ ���K�{�

ρ : π1(M) → Isom(H3)
� ¯{¡O¬2¥/¬{1Z¥

H3/ρ(π1(M))
�½� ¬ �K£®�4�9£®�K �¤ ¬ � ¡�¥ � ¥O¬ �

��� ¥ �4 ����K ��Kª
M ± É �\�4�{�[�G ¥/¬ �����@� ¥ GF (M)

U� ¥/¬-¥/¬ �x¹ ¯ � ¥ ���4� ¥�¥ �K¤>� ¨ �K³ 3 �Kª ¥/¬ � ¥ �K¤>� ¨ �K³ 3 �Kª
G F (M) ±É·¬ �4�(\�� ��G³ 1  ��

GF (M)
1 � 1 �@� ¥ �Kª* @�4¤[ @�4�@�4� ¥O1Z¥ ���K�[� ¦�¥O¬ � ¥ �K¤�� ¨ �9³ 3(¥/¬�¯ �k�{�Dµ{�{�4�2��� ¥O¬ � ¥ �9¤�� ¨ �K³ 3

�Kª ¥O¬ ��� ¥  ��K�{³ ¡ �K�9°F�4 @³K�4� ¡ � ± É � ¬�1 °F� ¥ ���{� ¥ � ¡ � ¥/¬{1Z¥ ��ª 1  @�4¤[ ��G���G� ¥O1Z¥ ���9� ρ ∈ GF (M)
����³9�R°F�4� Á ¯ ¤¥ � ¡ �K�Kè ¯ ³ 18¡D3{Çx¥O¬ �4�¢� ¥ � § �4�{�[���[³È£�� 1 � ¯  @�4�¢³K�4���[�G��� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K�¢�����{�Dµ{�{�4� ¯ ¤ ¥ � ¥/¬ � 18¡B¥ ���K�¢�Kª ¥/¬ �

³K �� ¯ ¤
Mod0(M) ±xÌ � ¥�¯ �U¹ ¯ � ¥ ���4� ¥w¥O¬ ���@¤ 18¡ � ML (∂M)

§93
R
1 �[� §93�¥O¬ � 18¡B¥ ���K�(�Kª

Mod0(M) Û¥ \��£®� 1 � ¯  ��4�¢³K�G���[�G��� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�{�
α
1 �{�

λ
¨ ���-��� ¥/¬ �-� 1 £�� ¡4¨½1 ����£���� ¯{¨ �

Mod0(M) ∗R
��ª 1 �[�

�K� ¨R3 ��ª ¥/¬ �4 ������ 1 �[�fÊ>�G�K£®�K @¤ ¬ ���@£
φ : M → M

¬ �K£�� ¥ �K¤{� ¡�¥ � ¥/¬ �����[�4� ¥ � ¥`3 � ¯{¡O¬u¥/¬{1�¥
λ′ = φ(α′) ¬ �4 ��

λ′
1 �[�

α′
1  �� ¥/¬ ��� 1 £®� 1 �\��� ¥/¬ ���[�Dµ��[� ¥ ���K���Kª

R Á � 1 £�� ¨R3 λ′ 1 �{� α′ 1  �� ¥/¬ �� ��G¤[ ��4�@�4� ¥O1Z¥ �R°F�G��Kª
λ̇
1 �{�

α̇
 ¬ �K�@� ¡4¨ �K�@�4� ¨ � 1 °��4� 18¨�¨[¬{1 °F� 1 \�4��³ ¬9¥�¨ �4�@� ¥O¬{1 �®�K "�4¹ ¯�18¨^¥ �

π
Ç ±�² ��\�xU� ¨�¨ �@�4� § � ¨ �G ¥/¬ �18¡B¥ ���K�¼�Kª

Mod0(M)
�K�

P+(M)
���w¤[ ��K¤>�4  ¨R3 �{��� ¡ �K� ¥ ��� ¯ � ¯ � ±*¾ ¬ �4 @�4ª«�K �� P+(M)/(Mod0(M) ∗R)��� 1.'�18¯ �@�{�K jÊ2�@¤ 1K¡ � ±"º � ¥/¬ ��� ¡ �K� ¥ �B´ ¥b¦ \� ¬{1 °F� ¥/¬ ��ª«� ¨�¨ �G����[³ ¡ �K @� ¨�¨½1   3 �Kª ¾ ¬ �4�9 ��4£ Ã ± 5 Û� ò�óZò����	�{ó���ö ÷ Î4Ñ

(ρn) ∈ GF (M) ø Î Ö ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î ÏjÜ Ò@Î`ù�Ò@ÎBß4ÎDÚ�Ñ�ÖKÑ&Ó&ÏKÚMß Ï�Ü
π1(M)

� ×�Î4Ñ
λ̊n ∈ ML (∂M)/Mod0(M) ø Î Ñ�ÞMÎ ø ÎDÚ�ú8Ó«Ú�Í ÐÈÎ@Ö�ßBÝ^Ò@Î@ú Í�Î@ÏbúFÎBßOÓ�Ô»×fÖ8Ð�Ó«Ú�ÖKÑ&Ó&ÏKÚ Ï�Ü

ρn
Ö8Ú�ú ×�Î4Ñ

λ̈n ∈P+(M)/(Mod0(M) ∗R) ø Î�Ñ�ÞMÎUù�Ò�Ï0/GÎOÔDÑ&ÓÕÏ8ÚÀÏjÜ λ̊n ÿ21 Ü-Ñ�ÞMÎ-ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î (λ̈n)
Ô@Ï8Ú��8ÎDÒÕÍ�ÎBß�Ñ�Ï�ßDÏ8Ð�Î

λ̈∞ ∈ P+(M)/(Mod0(M) ∗R)
�UÑ�Þ[ÎBÚ

(ρn)
Ô@ÏKÚ�Ñ�Ö8Ó«Ú[ß�Ö�ßOÝ ø ßGÎ@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î®Ñ�Þ^Ö9ÑUÔ@Ï8Ú��8ÎDÒÕÍ�ÎBß�ßBÑ&Ò�ÏKÚ�Í9×qØ¼Ñ�Ï(ÖÍ�Î@Ï8ÐÈÎ4Ñ&ÒOÓ�Ô@ÖK×«×dØwÙ*Ú{Ó�ÑmÎ�Ò@Î`ù�Ò@ÎBß4ÎDÚ�Ñ�ÖKÑ&Ó&Ï8Ú

ρ∞ ∈ AH(M) ÿ
º ¥ ª«� ¨�¨ �GU��ª� ��K£ ¥/¬ �� ��4� ¯{¨R¥ �Kª Â Ì ��� Ä"¥/¬{1�¥�¥/¬ � § �4�[�{���[³¼£®� 1 � ¯  ��4��³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K���Kª ρ∞ ���

Á £���� ¯{¨ � ¥/¬ � 1K¡B¥ ���K���Kª Mod0(M)
Ç"¥/¬ �� ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ �R°F���Kª

λ̈∞
 ¬ �K�@� ¡4¨ �K�@�4� ¨ � 1 °F�4� 1K¨�¨>¬{1 °�� 1 \�4�½³ ¬9¥

¨ �4�@� ¥/¬�1 �¼�K w�4¹ ¯�18¨>¥ �
π ±

Ì � ¥ λ̊ ∈ P(M)/Mod0(M)
§ � 1u¡G¨½1 �@�È�Kª�£®� 1 � ¯  ��4� ³K�4���{�4�@� ¡6¨½1 £���� 1Z¥ ���9�[� 1 �[� ¨ � ¥

B(̊λ)
§ �

¥/¬ ���@� ¥ �Kª�³K�4�K£®� ¥  �� ¡G18¨�¨f3 µ��[� ¥ �¼ ��4¤{ ��4�@�4� ¥O1�¥ ���K�[�
ρ ∈ AH(M)

 ¬ �K�@� § �4�[�{���[³u£®� 1 � ¯  ��4�ã³K�4���{�4�@� ¡
¨½1 £���� 1Z¥ ���9�2���

λ̊ ± �x�9�8èp� ¡B¥O¯   18¨�¨f3 B(̊λ)
��� 1 �����{³ ¨ ��¤��K��� ¥b¦�¥O¬ ��� ¡ �K�Kèp� ¡B¥O¯  �� ¬{1 � § �4�4�2¤[ @�G°F�4�2���2�@�K£®�

�@¤�� ¡ � 18¨"¡G1 �@�4� ¦ �@�4� Â ç � â Ä�1 �{� Â ç �43 Ä ± �x�K£ § ���[���[³ ¥/¬ � ¡ �K �� ¨�¨½1   3�18§ �G°F� 1 �{� ¥/¬ �® ��4� ¯[¨R¥ ���Kª Â ¾ 18Ä�1 �[�Â Ì ��� Ä \��³K� ¥ ¥/¬ ��ª«� ¨�¨ �G����[³ ¡  �� ¥ �4 ����K�6ª«�K w� ¥  ��K�{³ ¡ �K�9°��4 �³K�4� ¡ � ±ï-ðrñ�ò�óZñ^ô õ�ö65ìöU÷ Î4Ñ
λ̊ ∈P(M)/Mod0(M) ø Î�Ö�ÔD×fÖ8ß/ßkÏjÜ�ÐÈÎ@Ö�ßOÝ^Ò@Î/ú�Í�Î@ÏbúFÎBßOÓÕÔ�×fÖ8Ð�Ó�Ú�ÖKÑ&Ó&Ï8Ú[ßUßBÝ{ÔBÞ�Ñ�Þ^ÖKÑ

B(̊λ)
Óêß-ÖÈßOÓ«Ú�Í9×�Î ù[Ï8Ó«Ú�Ñ

ρ
ÖKÚ�ú�×�Î4Ñ

ρn ⊂ AH(M) ø Î�ÖÈß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î�Ï�Ü-Ô/Ï8Ú�/BÝKÍFÖFÔDØ�Ô4×fÖ�ß/ß4ÎBß-ÏjÜ�Ò@Î`ù�Ò@ÎBß4ÎDÚ�Ñ�Ö8üÑ&Ó&Ï8Ú[ß ÿ � ÞMÎDÚ ρn Ô@ÏKÚ���ÎDÒÕÍ�ÎBßkßBÑ&Ò�Ï8Ú�Í9×dØÈÑ�Ï ρ∞ Ó Ü�Ö8Ú�ú�ÏKÚ�×qØ�Ó Ü7�
8 ÿ Ñ�ÞMÎDÒ@ÎÈÓ«ß N ßOÝ{ÔBÞ�Ñ�Þ^Ö9ÑrÜDÏKÒ

n ≥ N
�
ρn

Óêß�Ö�Í�Î@Ï8ÐÈÎ4Ñ&ÒOÓ�Ô@ÖK×�×qØ�Ù*Ú{Ó�ÑmÎ�Ò@Î`ù�Ò@ÎBß4ÎDÚ�Ñ�ÖKÑ&Ó&ÏKÚàý"Ó�Ñ�Þ ø ÎBÚ�úKÓ«Ú�ÍÐ�Î@Ö8ßOÝ^Ò@Î@ú�ÍFÎ/ÏGú�ÎOßBÓÕÔ-×RÖKÐ�Ó«Ú�ÖKÑ&ÓÕÏ8Ú
λ̊n ∈P(M)/Mod0(M) 


9 ÿ Ñ�ÞMÎ�ßGÎ@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î λ̈n ∈P+(M)/(Mod0(M) ∗R)
Ô@ÏKÚ��8ÎBÒÕÍ�ÎBß�Ñ�Ï

λ̈ ÿ
¾ ¬ �4�K ��G£ Ã ± Ã £ 143È1K¨ ��� § � ¯ �@�4� ¥ ��� ¥O¯ � 3�¥O¬ � 18¡B¥ ���K�È�Kª ¥/¬ �U£®�^� ¯{¨½1  *³9 �� ¯ ¤��K� ML (∂M) ±�¾ ¬ �£®�^� ¯[¨½1   ³K �� ¯ ¤

Mod(M)
��� ¥/¬ ��³K �� ¯ ¤¼�Kª����@� ¥ �K¤ 3¼¡4¨½1 �@�@�4�U�Kªo�{�fÊ>�4�K£��K �¤ ¬ ���@£®�w�Kª

M ±
² £®� 1 � ¯  ��4��³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1�¥ ���K� λ ∈ML (∂M)

����ú9Ï8Ý ø ×dØ�Ó�Ú�Ô/Ï8ÐUù>Ò@ÎBß/ßOÓ ø ×�Î���ª ∃η > 0
� ¯[¡O¬È¥/¬{1Z¥

i(∂E, λ) > η
ª«�K  1 � 3 �4�@���G� ¥ � 18¨\1 �[� ¯{¨�¯ ���K ��{��� ¡

E ±�Ì � ¥®¯ ���{�4�[� ¥ � §93 D(M)
¥/¬ ���@� ¥ �Kªw�{� ¯[§{¨R3

��� ¡ �K£®¤{ ��4�@�@� §[¨ ��£®� 1 � ¯  @�4�¼³K�4�^�[�4�@� ¡�¨ê1 £®��� 1Z¥ ���K�[� ± É � ¬{1 °F� Û
�



ï-ðrñ�ò�óZñ^ô õ�ö&:rö+� ÞMÎ�ÖFÔ4Ñ&Ó&Ï8Ú
ÏjÜ
Mod(M)

ÏKÚ
D(M)

Óêßxù�Ò�ÏBù[ÎDÒD×dØ�ú8Ó«ß4Ô@Ï8Ú�Ñ&Ó«Ú{Ý[ÏKÝ�ß ÿ
¾ ¬ �È¤ 1 ¤>�4 ��½���K �³ 1 �[��Ë4�4� 1 ��ª«� ¨�¨ �bU� ±�º �À��� ¡B¥ ���K� 5^¦ \�È� ¥O1Z¥ �È�@�K£��È�[�Dµ{�{� ¥ ���K�{� 1 �[�Àª 18¡D¥ � 18§ � ¯^¥³K�4�^�[�4�@� ¡�¨ê1 £®��� 1Z¥ ���K�[� ¦�¡ �K�9°F�4 @³K�4� ¡ �-�Kª" ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ ���K�[� ¦

P(M)
1 �[�

P+(M) ± º �(�@� ¡D¥ ���K�[�2� 1 �[� :\�� �� ¡G1K¨�¨ �@�K£������[� 1 �k�Kª Â ç � â Ä"1 �[� Â Ì � ÃDÄ"1 �{� ¡ �9£®¤ ¨ � ¥ � ¥/¬ �4£ ¥ ��¤{ ��G°F� ¥/¬ ��¤[ ��K¤>�4 ��{�4�@���Kª
bR ±�² ¥¥/¬ ���w¤>�K��� ¥b¦M¥/¬ ��¤{ ����Kª��Kª ¾ ¬ �4�K @�4£®� Ã ± Ã�1 �{� Ã ± 5 ��� ¡ �K£®¤ ¨ � ¥ � ±�º �6�@� ¡B¥ ���K�;3 ¦ \���{�4� ¯{¡ � ¾ ¬ �4�K @�4£ Ã ± :ª« ��9£ ¾ ¬ �4�K ��G£ Ã ± Ã ±

º \� ¯{¨ � ¨ ��áK� ¥ � ¥/¬{1 �[á �   1 � ¡ ��� ç �K� 18¬ �K�·ª«�K ��[��� ¡4¯ ���@���K�{��ª« ��9£  ¬ � ¡O¬¶¥/¬ ����¤ 1 ¤>�4 ��K ���³K��� 1Z¥ �4� ¦
< � 1 � ©�= ���4 � �� â ¥O18¨ ª«�K  ¬ ��� 1 �^°M� ¡ �4� 1 �[�?>�� ¯ �[³�Å ¯ �(� ¬ �K�ìª«�K  ¯ �@�4ª ¯{¨ì¡ �K£�£®�4� ¥ � ±
@ ACB-D®���p�$���U�FE
G-H�I JLK�MONPKRQ�SUTWVYX[Z\S^]_X�`4SYMa]PQ
Ì � ¥ ∂χ<0M

§ � ¥/¬ � ¯ �{���K�¢�Kª ¥/¬ � ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ ���9ª
∂M

U� ¥/¬ �{�4³ 1Z¥ �R°���Å ¯{¨ �4  ¡O¬{1   1K¡B¥ �4 ��½� ¥ � ¡ ±U² �@� ¯ £®�¥/¬�1Z¥ � 1K¡O¬6¡ �K£®¤>�K�[�G� ¥ �Kª
∂χ<0M

���w�4�{�[�G\�4��U� ¥O¬(1�¡ �K£®¤ ¨ � ¥ � ¬F3 ¤��G  § � ¨ � ¡ £®� ¥  �� ¡ ±*² Í�Î@ÏbúFÎBßOÓÕÔ-×fÖ8Ð�ü
Ó«Ú�ÖKÑ&ÓÕÏ8Ú��K�

∂M
��� 1u¡ �K£®¤ 1K¡B¥ � ¯{§ �@� ¥  ¬ � ¡O¬ ��� ¥O¬ �6�[���Õèp�K��� ¥�¯ �[���K� �Kª ¡ �K£®¤ ¨ � ¥ �6�@��£®¤ ¨ �¼³9�4���[�G��� ¡ �

�4£ § �4�{�[�4�¿���
∂χ<0M ±¢¾ ¬ ���@¤ 18¡ ���Kª ³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�{���K� ∂M �4�{�[�G\�G��U� ¥/¬�¥O¬ � '�18¯ ���{�K jÊ

¥ �K¤>� ¨ �K³ 3 �����[�4�{� ¥ �4� §93
L (∂M) ±È² ³K�4���{�4�@� ¡®¨½1 £®��� 1�¥ ���K�u ¬ �K�@� ¨ � 1 °F�4� 1  �� 18¨�¨*¡4¨ �K���G����� ¡G1K¨�¨ �4� 1

Ð�Ý[×dÑ&Ó«ü�ÔDÝ^Ò��8Î ±�º ªì� 18¡B¬�¬{18¨ ª © ¨ � 1 ªì�Kª 1 ³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K� L ���x�[�4�[�@����� L ¦9¥O¬ �4� L �½��Ð�Ó�Ú[Ó�Ð®ÖK× ± æ ¯[¡O¬�1£®���{��£ 18¨ ³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�¼���w�4� ¥/¬ �G  1 ����£�¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  p°F���K  1 �uÓ«ÒBÒ�ÖKÑ&Ó&ÏKÚ�ÖK×ì×fÖ8Ð�Ó�Ú�Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú ±"² ¨ � 1 ª l�Kª 1 ³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�
L
����Ò@Î/ÔDÝ^ÒBÒ@ÎDÚ�Ñ$��ª�� ¥�¨ ���4�U��� 1 £®���{��£ 18¨ ³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K� ±�² � 3 ³K�4�^�[�4�@� ¡¨½1 £���� 1Z¥ ���9�¢��� ¥/¬ �-�[���Õèp�K��� ¥�¯ �{���K�(�9ª�µ{�{� ¥ � ¨R3 £ 1 � 3 £����[��£ 1K¨r¨½1 £���� 1Z¥ ���K�[� 1 �{�(�{�K� ©  �� ¡4¯  � ��4� ¥�¨ � 1 °F�4� ±

² ¨ � 1 ª������ 1 ��� ¥ � § � 1 �¿ÓêßDÏK×fÖKÑmÎ/ú ¨ � 1 ª���ª"� ¥ �½���4� ¥/¬ �G  1 �[�K� ©  �� ¡4¯  � ��4� ¥�¨ � 1 ª"�K  1È¡ �K£®¤ 18¡B¥k¨ � 1 ª�U� ¥/¬ � ¯^¥1 � 3¼¨ � 1 ª��@¤[��  18¨ ���{³ ¥ �G 1  ��6� ¥ ±É �x� 143�¥/¬�1Z¥o¥ \��³K�G���[�4�@� ¡x¨½1 £���� 1Z¥ ���K�[�
L1
1 �[�

L2
Ó�Ú�ÑmÎBÒOß4ÎOÔDÑ�Ñ&Ò�Ö8Ú[ß�8ÎDÒOß4Î4×dØ���ª 1�¨ � 1 ª{�Kª

L1
��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ �

1-¨ � 1 ª��9ª
L2

¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¨R3 ±�² ³9�4���[�G��� ¡�¨½1 £®��� 1�¥ ���K� L ����Ö8Ò�Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú�ÖK×9��ª 1 � 3�¡G¨ �K�@�4��³K�4�^�[�4�@� ¡ ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ � L¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¨R3 ±
º ¥�¥/¯  ��{��� ¯M¥�¥/¬{1�¥�¥/¬ ���{�Dµ{�{� ¥ ���K�à�Kª L (∂M)

¡b1 � § ��£ 1 �{���½�[�[�4¤>�4�{�[�4� ¥ �Kª ¥O¬ � ¡O¬ �K� ¡ ���Kª ¥O¬ �
£®� ¥  �� ¡ �K�

∂χ<0M ±*¾ ¬ ���w���w�B´M¤ ¨½1 ���[�4�6��� ¥/¬ ��ª«� ¨�¨ �GU���[³��{� ¥ � ±
b ò�cbñ ±"Ì � ¥x¯ � ¡ �K�[�@���[�4  ¥ \� ¡ �K£®¤ ¨ � ¥ � ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ £�� ¥  �� ¡ � s1

1 �{�
s2
�K� 1�¡ �K�{�[� ¡B¥ �4� ¡ �9£®¤>�K�[�4� ¥

S
�Kª
∂χ<0M

1 �[� ¨ � ¥
q : H2 → S

§ � 1�¡ �G°F�G ����[³-£ 1 ¤ ±"Ì � ¥ l ⊂ S § � 1 s1 © ³K�4���{�4�@� ¡�1 �[� ¨ � ¥ l̂ ⊂ q−1(l)§ � 1�¨ ��ª ¥ �Kª
l ±�¾ ¬ �4 ������ 1�¯ �[��¹ ¯ � s2 © ³K�G���[�4�@� ¡ Θ(l)

� ¯[¡B¬®¥/¬�1Z¥�¥/¬ �4 @�U��� 1�§ � ¯ �[�[�G� ¬ �9£®� ¥ �9¤ 3�§ � ¥ \�G�4�
1�¨ ��ª ¥

Θ̂(l̂) ⊂ q−1(Θ(l))
�Kª

Θ(l)
1 �{�

l̂ ± ' �4 �� 1�§ � ¯ �[�[�G� ¬ �K£�� ¥ �K¤ 3 ��� 1 £ 1 ¤ F : R× [0, 1]→ S
� ¯[¡O¬

¥/¬�1Z¥�¥O¬ � ¨ �4�{³ ¥/¬ �\�Kª ¥/¬ � 1   ¡ �
F ({x}× [0, 1])

1  �� ¯ �{��ª«�K �£ ¨R3�§ � ¯ �[�{�4� ± æ^��\�k³K� ¥w1-¬ �K£��4�K£®�9 �¤ ¬ ����£
Θ : { ³K�4���{�4�@� ¡ �w�Kª (S, s1)} → { ³9�4���[�G��� ¡ �w�Kª (S, s2)} 1 �[� ¥/¬ �-��£ 1 ³K� Θ(L)

�9ª 1
s1 © ³K�G���[�4�@� ¡-¨½1 £���� 1 ©¥ ���K�

L
��� 1

s2 © ³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K� ± É ��U� ¨�¨ � 143(¥/¬�1Z¥ Θ(L)
��� ¥O¬ ��³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K�

L
ª«�K  ¥/¬ �

£®� ¥  �� ¡
s2 ±"¾ ¬^¯ � ¥/¬ ��³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1�¥ ���K� L ���\\� ¨�¨ �{�Dµ{�{�4�¼ª«�K  1 � 3¼¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ £®� ¥  �� ¡ �K� ∂χ<0M ±

Ì � ¥ L1
1 �{�

L2
§ � ¥ \�

s1 © ³9�4���[�G��� ¡x¨½1 £���� 1Z¥ ���K�[� 1 �[� ¨ � ¥ x ⊂ L1∩L2
§ � 1 ¥   1 �[�j°F�4 @���x��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ ���K� ±

Ì � ¥ x̂ ⊂ H2 § � 1®¨ ��ª ¥ �Kª x ±�¾ ¬ ���w¤>�K��� ¥ x̂ ��� ¥/¬ ����� ¥ �4 @��� ¡B¥ ���K�6�Kª 1®¨ � 1 ª l̂1 �Kª q−1(L1)
1 �[�6�Kª 1®¨ � 1 ª

l̂2�Kª
q−1(L2) ± æM��� ¡ � Θ̂(l̂1)

��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ �
Θ̂(l̂2)

¥   1 �[�j°F�G ��@� ¨R3F¦{¥O¬ �4 @����� 1 £ 1 ¤
L1 ∩ L2 → Θ(L1) ∩ Θ(L2) ¬ � ¡O¬�¥ �

x
1 �@��� ¡ � 1Z¥ �4�

q(Θ̂(l̂1) ∩ Θ̂(l̂2)) ±"¾ ¬ ���\ 143F¦ � 1K¡O¬ ¤��K��� ¥�¨R3 ���[³���� ¥/¬ � ¥   1 �{�p°��4 ��@����� ¥ �4 ��@� ¡B¥ ���K��Kª ¥ \��³K�4���{�4��� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���9�[�w���w�{�Dµ{�{�4�¼���[�{�4¤��G�[�[�4� ¥/¨R3 �Kª ¥/¬ � ¡O¬ �K� ¡ ���Kª ¥/¬ ��£�� ¥  �� ¡ �K�
∂χ<0M ± �

Ì � ¥ L § � 1-¡ �K�[�{� ¡B¥ �G��³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�È ¬ � ¡O¬ ���x�[� ¥ 1 ����£�¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  p°F� 1 �{� ¨ � ¥ S̄(L)
§ �

¥/¬ �®�@£ 18¨�¨ �4� ¥ � ¯  �ª 1K¡ ���� ¥/¬ ³K�4�^�[�4�@� ¡�§ � ¯ �[� 1   3u¡ �K� ¥O1 �½�[���[³
L ±È¾ ¬ ����� ¯  @ª 18¡ � S̄(L)

¡ �K� ¥O1 ���[��µ{�[� ¥ � ¨R3
£ 1 � 3 �{���&èj�K��� ¥ �@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4�(³K�4���{�4�@� ¡ � ¥/¬�1Z¥�1  @���[���Õèp�K��� ¥ ª� ��K£

L ± É ���[�4�{� ¥ � §F3 ∂′S̄(L)
¥/¬ � ¯ �{���K�

�Kª ¥/¬ �4�@�È³9�4���[�G��� ¡ � Á ¥O¬�¯ � ∂S̄(L) ⊂ ∂′S̄(L)
Ç ± # �4£��G°M���{³ 1 �{� ¯[¨½1  -�[�4��³ ¬^§ �K  ¬ �����{�-�Kª ¥/¬ �4�@� ¡4¯  p°F�4�ª« ��9£

S̄(L)
3 ��� ¨ �{� 1 � ¯  �ª 18¡ �x ¬ � ¡O¬ \� ¡G18¨�¨^¥O¬ �kßOÝ^Ò�ÜDÖFÔOÎ�ÎDÐ ø Ò�ÖFÔ/Î@ú §93 L 1 �{�� ¬ � ¡B¬ \� �[�G�[� ¥ � §F3 S(L)

:



Á �@�4� Â Ì � Ã4Ä ª«�9 \�{� ¥O1 � ¨ � Ç ± É·¬ �4� L ��� 1�¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  p°F��\� ¥B1 áK� 1 � 1 �[� ¯{¨½1   �[�G��³ ¬�§ �K  ¬ �^���¼ª«�K  S(L)
1 �[�

\���[�Dµ��[�
∂′S̄(L)

¥ � § �
L ± É·¬ �4� L ���x�[� ¥ ¡ �K�[�{� ¡B¥ �4�È\� ¥B1 áK� S(L)

¥ � § � ¥/¬ ���[���Õèp�K��� ¥\¯ �[���K���9ª ¥/¬ �
� ¯  �ª 18¡ �4�w�4£ §   18¡ �G� §93�¥/¬ � ¡ �K�[�{� ¡B¥ �4� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �w�Kª

L ±
² ¨ � 1 ª

l
�Kª 1 ³K�G���[�4�@� ¡®¨½1 £®��� 1�¥ ���K�

L
��� ¬ �9£®� ¡4¨ ���{� ¡ ��ª 1 � 3
¨ ��ª ¥

l̃
�Kª
l
¥ � ¥/¬ � ¯ �[�R°��4 �� 18¨"¡ �G°F�4 

M̃�Kª
M

¡ �K� ¥B1 ���[� ¥ \�
�@�4¹ ¯ �G� ¡ �4�®�Kª�¤��K��� ¥ �
x̃n

1 �{�
ỹn

� ¯{¡O¬¿¥O¬{1Z¥®¥/¬ �¼�[��� ¥O1 � ¡ � § � ¥ \�4�G�
x̃n

1 �[�
ỹn£®� 1 � ¯  ��4�6�K�

l̃
¥ �4�{�[� ¥ � ∞  ¬ �G �� 1 � ¥/¬ �4��  �{��� ¥O1 � ¡ ��£®� 1 � ¯  ��4�6�K�

M
��� ¯ �[��ª«�K @£ ¨R3�§ � ¯ �{�[�4� ±

Ì � ¥ Λ
§ � 1 �¼�K ��{�4 ��4�¼� ¯[§ ³9 �� ¯ ¤¼�Kª

Rp Á U� ¥/¬�¥/¬ � ¨ �B´[� ¡ �K³K  1 ¤ ¬ � ¡ �K @�[�4  Ç �Kªo  1 �[á p ±"² Λ
ü`ÐÈÎ@Ö�ßOÝMÒ@Î@ú

×fÖ8Ð�Ó�Ú�ÖKÑ&Ó&Ï8Ú
L

��� 1�¥   1 �{�j°F�4 ��@��£®� 1 � ¯  ���U� ¥/¬ ° 18¨�¯ �����
Λ
ª«�K ��@�K£®��³K�G���[�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K� |L | ±�² � 31   ¡

k ≈ [0, 1]
�4£ § �4�[�{�4�����

∂M
¥   1 �[�j°F�4 @�@� ¨R3�¥ � |L | ¦ � ¯[¡B¬È¥/¬�1Z¥ ∂k ⊂ ∂M − |L | ¦ ���\�G�[�[�G\�G��U� ¥/¬1 µ��[� ¥ � ¨R3¼1 �[�{� ¥ �R°F��£®� 1 � ¯  ��

dL
U� ¥O¬ ° 18¨�¯ �4�w���

Λ
� ¯{¡O¬�¥O¬{1Z¥ Û

© ¥/¬ ��� ¯ ¤[¤>�K  ¥ �Kª dL|k ��� |L | ∩ k ë© ��ª 1 � 1   ¡ k′ ¡b1 � § � ¬ �K£�� ¥ �K¤>�4����� ¥ � k §93¼1�¬ �K£�� ¥ �K¤ 3  ��4�@¤�� ¡B¥ ���{³ |L | ¥/¬ �4� ∫kdL =
∫
k′ dL ±

Ì � ¥ k § � 1 �¢�4£ § �4�[�{�4� 1   ¡ ��� S ¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¥ � |L | � 1Z¥ ���@ª 3 �½�[³ ∂k ⊂ S − |L | ± É ���� ¨�¨ �{�4�[� ¥ �§93
[
∫
kdL ]

¥/¬ ��µ{ �� ¥ Á ¡ � ¯ � ¥ ���[³®ª« @�K£ ¨ �Gª ¥ ¥ �® ���³ ¬9¥DÇ �{�K� © ËG�4 �� ¡ �^�K ��[��� 1Z¥ ���Kª ∫kdL ∈ Λ ⊂ Rp ±
º ª λ ��� 1 � R © £�� 1 � ¯  ��G� ¨½1 £���� 1Z¥ ���9� Á \��U� ¨½¨�¯ �@�\Æk @�4�4á ¨ � ¥�¥ �4 @� ¥ ��� 1 £®� R © £�� 1 � ¯  ��G� ¨½1 £���� 1Z¥ ���9�[� ÇB¦¥/¬ �4�(� ¥ ��� ¯ ¤[¤>�K  ¥ |λ| �[���4���{� ¥k¡ �K� ¥O1 �½� 1 � 3 �{�K� ©  �� ¡4¯  � ��4� ¥�¨ � 1 °F�4� ±wº ª γ ��� 1 \�4��³ ¬9¥ �4�¢�@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4�¡4¯  p°F��U� ¥O¬ \�4��³ ¬F¥

w(γ)
¦�¥/¬ ��Ó«Ú�ÑmÎDÒ/ßGÎ/Ô4Ñ&Ó&Ï8Ú(Ú{Ý^Ð ø ÎDÒ i(λ, γ)

���\�{�Dµ{�{�4� §93
i(λ, γ) = w(γ)

∫
|γ|dλ ±"¾ ¬ ����B´ ¥ �4�[�{� ¥ � 1�¡ �9� ¥ ��� ¯ � ¯ �wª ¯ � ¡B¥ ���K�

i : ML (∂M)×ML (∂M)→ R Á ¡ ª ± Â ç � ÃDÄ«Ç ±É ��U� ¨�¨ � 143�¥/¬{1Z¥w¥ \�
Λ © £�� 1 � ¯  @�4� ¨½1 £���� 1Z¥ ���9�[�w��� ¥ �4 ��@� ¡B¥w¥   1 �{�p°��4 ��@� ¨R3 ��ª ¥/¬ �4��  � ¯ ¤{¤��K  ¥ � �{�®�@� ±

Ì � ¥U¯ � �{�G �[�4µ{�[� ¥/¬ ��� ¯{1K¨ Λ © ¥  @�4� TL
�Kª 1

Λ © £®� 1 � ¯  ��4� ¨½1 £���� 1Z¥ ���K� L ⊂ S Á ¡ ª ± Â 0 � â Ä«Ç ±*Ì � ¥
q : H2 → S

§ � ¥O¬ � ¡ �G°��4 ����[³�¤[ @�8èp� ¡B¥ ���K� ±*Ì � ¥ preTL
§ � ¥O¬ ���@� ¥  ¬ �K�@��¤>�K��� ¥ � 1  �� ¥O¬ � ¡ �K£�¤ ¨ �4£��4� ©¥O1   3  ��4³K���K�{���Kª

q−1(L )
���
H2 ±"Ì � ¥x¯ ���{�Dµ{�{� 1 �[��� ¥B1 � ¡ � d : preTL ×preTL → Λ

���
preTL ±"Ì � ¥

R0
1 �[�

R1
§ � ¡ �9£®¤ ¨ �G£®�4� ¥B1   3  ��G³K���K�[� 1 �[� ¡O¬ ���K�@� 1 ³K�4���{�4�@� ¡ �@�4³K£®�4� ¥

k ⊂ H2  ¬ �K�@���4�[�{¤��K��� ¥ �¨ �������
R0

1 �{�
R1

 ��4�@¤�� ¡D¥ �R°F� ¨R3 ± É ���[�Dµ��[� d(R0, R1)
¥ � § � ¥/¬ �

q−1(L ) © £®� 1 � ¯  ��-�9ª k ±�¾ ¬ �4 ������ 1¯ �{��¹ ¯ � Á ¯ ¤ ¥ �����@�K£�� ¥   3{Ç Λ © ¥  ��4� TL
1 �{� 1 �
���@�K£®� ¥  @� ¡ �4£ § �4�[�{���[³

e : preTL → TL
� ¯{¡O¬¢¥O¬{1Z¥

1 � 3 ¤>�K��� ¥ �Kª
TL

¨ ���4�\�½� 1 �@�4³K£®�G� ¥ U� ¥/¬ �4�{�[¤>�K��� ¥ �\���
e(preTL ) Á ¡ ª ± Â Æk�êæ Ä«Ç ±"¾ ¬ ��� ¥  ��4� TL

�½� ¥/¬ �
ú8Ý[Ö9×ìÑ&Ò@Î/Î\�Kª

L ±"¾ ¬ � ¡ �G°F�G ����[³ ¥   1 �[�@ª«�K �£ 1Z¥ ���K�{� 3 ��� ¨ � 1 �¼���@�K£�� ¥  @� ¡�18¡B¥ ���K�¼�9ª π1(M)
�K�

TL ±
Ì � ¥ c § � 1 �@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  p°F� 1 �[� ¨ � ¥�¯ �È�[�4�{� ¥ � §93 δL (c)

¥/¬ �6�[��� ¥O1 � ¡ �6�Kª ¥   1 �[� ¨½1Z¥ ���K� �Kª 1 �
���@�K£®� ¥   3 �Kª

TL
¡ �K @ ��4�@¤��K�{�[���{³ ¥ �

c ± É � ¬{1 °F� ¥/¬ �4� δL (c) = inf{
∫
c′dL /c′

��� 1�¡4¨ �K���G� ¡4¯  p°��Uª� ��4� ¨R3
¬ �9£®� ¥ �K¤{� ¡�¥ � ¡�1 �{� ¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¥ � |L |} ±�x�9�[�@���[�4 ��[�G ¥O¬ � ¡G1 ���È�Kª 1 �

R © £�� 1 � ¯  @�4� ¨½1 £���� 1Z¥ ���9� λ ±�¾ ¬ ��� ¡ �K�[� ¥   ¯[¡B¥ ���K� 3 �½� ¨ �[� 1 � 1Z¥O¯   18¨¤[ @�8èp� ¡B¥ �½�K�
H2 − q−1(λ) → Tλ ±�º ª λ �{���4���[� ¥®¬�1 °F� 1 � 3à¡4¨ �9���G� ¨ � 1 °F�4� ¦"¥/¬ ����¤{ ��8èp� ¡B¥ ���K� �B´ ¥ �4�{�[�¡ �K� ¥ ��� ¯ � ¯ � ¨R3¢¥ � 1 £ 1 ¤

πλ : H2 → Tλ ±®â ¥O¬ �4 p�������\�® ��4¤ ¨½18¡ � ¥/¬ � ¡4¨ �K���G� ¨ � 1 °F�4���Kª λ §93 ª«� ¨ � 1Z¥ �4�1 �{� ¯[¨ ���G�[�[�G �4��U� ¥/¬�¯ �[��ª«�K @£ ¥   1 �[�j°F�4 ��@��£�� 1 � ¯  ��G� ¦F¥/¬^¯ ��\��³9� ¥ 1�¡ �9� ¥ ��� ¯ � ¯ �x£ 1 ¤
πλ : H2 → Tλ ±

Ì � ¥ ¯ � ¡ �K£�� §�18¡ á ¥ � ¥/¬ ��³9�4�[�4  18¨�¡b1 �@�U ¬ �G �� Λ
��� 1 � ¯[§ ³K �� ¯ ¤��Kª

Rn ±�¾ ¬ ��ª«� ¨�¨ �GU���{³ ¡4¨½1 ��£ ¨ ���[á^�
δL (c)

U� ¥/¬�¥/¬ � ¥   1 �{�p°��4 ��@��£�� 1 � ¯  ����Kª
L

ª«�9  1 �@��£�¤ ¨ � ¡G¨ �K�@�4� ¡G¯  p°F�
c ⊂ |L | ±

� �	�Rd�ôe)$ö&õ�ö7� Þ[Î\Ð�Î/Ö�ßOÝ^Ò@Î
δTL

(c)
ÏjÜ Ö�ßOÓ�ÐUù>×�ÎUÔ4×fÏ�ß4Î/ú�ÔDÝ^Ò��8Î

c ⊂ |L | Óêß\Ñ�ÞMÎ\Þ^ÖK× ÜOümßOÝ^Ð ÏjÜ\Ñ�ÞMÎ\ÐÈÎ@Ö�ßOÝ^Ò@ÎBß
ßOÝbùFùMÏ8ÒDÑmÎ@ú ø ØÈÑ�ÞMÎ�Þ^ÖK× ÜOüp×�Î@Ö��8ÎBß�Ï�Ü L

ý�Þ�ÓÕÔBÞ�ß�ù�Ó«Ò�ÖK×�Ñ�ÏKý�Ö8Ò�ú
c ÿ

f Ò�ÏbÏjÜ ÿ�Ì � ¥ ĉ § � 1
¨ ��ª ¥ �Kª c ��� H2 1 �{� ¨ � ¥ g § � ¥O¬ �6� ¨ �4£��4� ¥ �Kª π1(S)
¥/¬�1Z¥ µM´M�G�

ĉ ±\g �4�[� ¥ � §93
q : H2 → S

¥/¬ � ¡ �G°F�G ����[³�¤[ ��8èp� ¡B¥ ���K� ±àº ª c ��� 1 �ã�½��� ¨ê1Z¥ �4� ¨ � 1 ª ¦*¥/¬ �4� g µM´M�4� ¥/¬ � ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �®�Kª
H2 − q−1(L )

 ¬ �K�@� § � ¯ �{� 1   3
¡ �9� ¥O1 ���{�
ĉ ±�¾ ¬ �4 ��4ª��K �� δTL

(c) = 0 ±¼â ¥O¬ �4 p������ ¨ � ¥ x̂ § � 1 ¤��K��� ¥¨R3 ���{³®�K� 1�¡ �9£®¤>�K�[�4� ¥ �9ª
H2 − q−1(|L |)  ¬ �K�@� ¡4¨ �9� ¯  �� ¡ �K� ¥O1 ���[� 1 �¼�G�[� ξ �Kª ĉ ±_g �4�[� ¥ � §93 [x̂, gx̂]¥/¬ �k³K�4�^�[�4�@� ¡ �@�4³K£®�G� ¥ èp�K���[���{³

x̂
¥ �
gx̂

1 �{� ¨ � ¥
d̂ =

⋃
i∈Z[gix̂, gi+1x̂] ±*¾ ¬ ��� ¡4¯  p°F� d̂ ��� µM´M�4� §93 g ±"º ¥���\� 1 � 3®¥ �����G� ¥/¬�1Z¥x¥/¬ ����£ 1 ³9���Kª

d̂− q−1(|L |) ¯ �[�[�G  ¥/¬ ��¤{ ��8èp� ¡D¥ ���K� H2− q−1(|L |)→ TL
¨ ���4�\�K�

3



¥/¬ � 1 ´[�����9ª
g ±U¾ ¬�¯ � ¥/¬ �-�[��� ¥O1 � ¡ �-�Kª ¥   1 �{� ¨½1�¥ ���K�¢�Kª g ��� TL

��� ¥/¬ ��£�� 1 � ¯  ��-�Kª
[x̂, gx̂] ±U¾ ¬ � ¡4¨½1 ��£ª«� ¨�¨ �G�� ±

² Ñ&Ò�ÖKÓ«Ú
Ñ&Ò�ÖFÔ��
τ
���
∂M

��� 1 µ��[� ¥ � ¯ �[���K�(�Kª� �� ¡D¥O1 �[³ ¨ �G�  ¬ � ¡O¬¢1  @��ª«� ¨ � 1Z¥ �4� §93 °F�4  ¥ � ¡G18¨ �@�4³K£��4� ¥ �
1 �{�� ¬ � ¡O¬ £®�4� ¥ �K� ¨R361Z¥ �[�K� © �[�G³K�4�[�4  1Z¥ ���@�4³K£��4� ¥ � ¨R3 ���{³���� ¥/¬ ��°F�4  ¥ � ¡b18¨ �����{�4� ±x¾ ¬ �� �� ¡D¥O1 �[³ ¨ �G� 1  ��¡G18¨�¨ �G� ø Ò�Ö8Ú>ÔBÞMÎBß ¦[¥/¬ � ¬ �K ���ËG�K� ¥O18¨ ���G³K£®�4� ¥ � 1  �� ¡b18¨�¨ �4�ÀÒ�Ö8Ó�×qß ¦M¥O¬ �k°F�4  ¥ � ¡G18¨ �@�4³K£®�4� ¥ �-Ñ&ÓÕÎBß 1 �{� ¥/¬ � ¡ �K� ©�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �k�9ª ¥/¬ � ¯ �[���K�
�Kª ¥/¬ �-°F�4  ¥ � ¡G18¨ �@���{�4� 1  �� ¥/¬ ��ßOý"Ó�ÑmÔBÞMÎBß ±�² ßOÝ ø Ñ&Ò�ÖFÔ�� τ ′ �Kª 1È¥   1 ���¥   1K¡ á

τ
��� 1�¥   1 ��� ¥   1K¡ á® ¬ �K�@� §   1 � ¡O¬ �G� 1  �� 18¨�¨$§   1 � ¡O¬ �4� �Kª

τ ±"² ³K�G���[�4�@� ¡k¨½1 £®��� 1�¥ ���K� L ���-Ô@Ö8ÒBÒOÓÕÎ/ú
ø Ø�Ö�Ñ&Ò�ÖKÓ«Ú6Ñ&Ò�ÖFÔ�� τ ��ª L ¨ ���G����� τ 1 �[�È��� ¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¥ � ¥O¬ � ¥ ���4� ë 1�§   1 � ¡O¬ b �Kª τ Ô@Ö8ÒBÒBÓÕÎBß L ��ª L∩ b 6= ∅ ±
¾ ¬ � ¥   1 ��� ¥   18¡ á τ Ð�Ó«Ú{Ó«Ð�ÖK×�×qØ�Ô/Ö8ÒOÒBÓÕÎBß L ��ªo�{�®¤{ ��K¤��G  � ¯{§^¥   18¡ á��Kª τ ¡G1  @ ����4� L ±

É �xU� ¨�¨[¡ �K� ¡4¨�¯ �{� ¥O¬ ���"� ¯[§ �@� ¡B¥ ���K��U� ¥O¬ ���9£®�  ��4� ¯[¨R¥ � 18§ � ¯^¥
ML (∂M)/R ±�¾ ¬ � ¤[ ��^�Kª«�"�Kª ¥/¬ �4�@� ��4� ¯{¨R¥ � 1  ���¹ ¯ � ¥ ��� 1 � 3¼1 �{� ¡G1 � § ��ª«� ¯ �[�¼��� Â Ì ��� Ä ±

Ì � ¥È¯ �®�[�4�{� ¥ � §F3 ML (∂M)
¥O¬ ���@¤ 1K¡ ���Kª

R © £�� 1 � ¯  @�4� ¨½1 £®�½� 1Z¥ ���K�{� Á  ¬ � ¡O¬ \��U� ¨�¨ �@��£®¤ ¨R3¡G18¨�¨ £�� 1 � ¯  ��G��³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���9�[� Ç �9�
∂χ<0M

�4�{�[�G\�4�ÈU� ¥/¬È¥/¬ �U\� 1 á ∗ ¥ �K¤>� ¨ �K³ 3 ±*Ì � ¥ R
§ � ¥/¬ �

 �� ¨½1�¥ ���K���{�Dµ{�{�4�È��� ¥/¬ �U��� ¥  ���� ¯[¡B¥ ���K� ±�º ª λRµ
¦F¥/¬ �4�

λ
1 �[�

µ
¬{1 °F� ¥/¬ ��� 1 £®��� ¯ ¤[¤>�K  ¥ ±�¾ ¬ �4 ��4ª«�9 ��w\�¡G1 �È�{�Dµ{�[� ¥/¬ �U� ¯ ¤[¤>�K  ¥ |λ̇| �Kª 1 �È� ¨ �4£®�G� ¥ λ̇ �9ª ML (∂M)/R
1 � ¥/¬ �w� ¯ ¤[¤>�K  ¥ �9ª 1 � 3  @�4¤[ ��G���G� ¥O1Z¥ �f°F�

�Kª
λ̇ ±É ¬ �4�

ML (∂M)/R
���w�4�[�{�G\�4��U� ¥/¬�¥/¬ ��¹ ¯ � ¥ �½�4� ¥ ¥ �K¤�� ¨ �K³ 3F¦ \� ¬�1 °F� ¥/¬ ��ª«� ¨�¨ �G����[³ Û

� �	�Rd�ô )$ö6)ìö�÷ Î4Ñ
(λn) ø Î®Ö�ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î®ÏjÜ-Ð�Î@Ö8ßOÝ^Ò@Î@ú�Í�Î@ÏbúFÎBßOÓÕÔ®×RÖKÐ�Ó«Ú�ÖKÑ&ÓÕÏ8Ú[ß�ßOÝ�ÔOÞ¢Ñ�Þ^ÖKÑ (λ̇n)

ÑmÎDÚ�ú�ß-Ñ�Ï
λ̇Ö8Ú�ú�Ñ�ÞMÖKÑ |λn| ÑmÎDÚ�ú�ß�Ñ�Ï L Ó«Ú2Ñ�Þ[Î2h�Ö8Ý�ßDúFÏ8Ò�i»Ñ�ÏOù[ÏK×fÏ@ÍKØ ÿ � Þ[ÎBÚ2ý�Î�ÞMÖ��8Î |λ̇| ⊂ L ÿ

� �	�Rd�ôj)$ö65ìö�÷ Î4Ñ
λ ∈ML (∂M)

ÖKÚ�úÈ×fÎ4Ñ
λ′ ø Î�Ñ�Þ[Î�Ò@Î`ù�Ò@ÎBß4ÎDÚ�Ñ�ÖKÑ&Ó���Î-ÏjÜ λ̇ ý�ÞMÏ�ß4Î�Ô@Ï8Ð�ùMÖ�ÔDÑ�×�Î@Ö��8ÎOß�Þ^Ö��8ÎÖK×�×{Ö-ý�ÎDÓfÍ8Þ�Ño×�ÎBß/ßwÑ�ÞMÖ8Ú¼Ï8ÒkÎ@þ4Ý[ÖK×{Ñ�Ï

π ÿ ÷ ÎDÑ k ⊂ ∂M ø Î�Ö�ßBÓ«ÐUù>×�Î�ÖKÒ@ÔwßOÝ{ÔBÞ�Ñ�Þ^ÖKÑoÑ�Þ[Î"ùMÏ8Ó�Ú�Ñ�ßUÏ�Ü k∩|λ̇| ÖKÒ@ÎÑ&Ò�Ö8Ú[ß�8ÎDÒOß4Î-Ó«Ú�ÑmÎDÒOß4Î/Ô4Ñ&Ó&ÏKÚ[ß ÿ � Þ[ÎBÚ
ý�Î�Þ^Ö��8Î ∫kdλ′ ≤ lim
∫
kdλn ÿ2k Ý^ÒBÑ�Þ[ÎBÒBÐ�Ï8Ò@Î�xÓ Ü k úFÏbÎBß�Ú�ÏKÑxÓ«Ú�ÑmÎDÒ/ßGÎ/Ô4ÑÖ�×�Î@ÖjÜ�ÏjÜ

λ′
ý"Ó�Ñ�Þ6ÖÈý�ÎDÓfÍ8Þ�Ñ\Î@þ4Ý[ÖK×ìÑ�Ï

π
��Ñ�ÞMÎDÚ ∫

kdλn
Ô/Ï8Ú��8ÎDÒÕÍFÎBß�Ñ�Ï ∫

kdλ ÿ
G-HYG l VYmnKRo�p�XnS^T�Xn]PNqQ"`�p�Ma]_mrTsM-][t[KRp�mnK�]_TuK
Ì � ¥ σ § � 1U¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ £®� ¥  @� ¡ Á ¯ ¤ ¥ �����@� ¥ �9¤ 3{Ç �K� int(M) ± Æk�R°F�G� 1 �-���@�K£�� ¥   3 ª« ��9£ ¥/¬ ����� ¥ �4 ����K o�Kª M̃¥ �

H3 ¦ ¥O¬ � ¡ �G°F�4 @���[³ ¥   1 �{��ª��K �£ 1�¥ ���K�[� 3 ��� ¨ � 1 �[��� ¡  @� ¥ � ª 1 � ¥O¬ ª ¯{¨  ��4¤{ ��4�@�4� ¥O1�¥ ���K�
ρ : π1(M) → Isom(H3) ± ¾ ¬ �
 ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ ���K�{�� ¬ � ¡O¬ 1 ¤{¤�� 1  ��½� ¥/¬ ���� 143 �� ¨�¨�§ � ¡G18¨�¨ �G� ¥/¬ �Ò@Î`ù�Ò@ÎBß4ÎDÚ�Ñ�ÖKÑ&Ó&ÏKÚ[ß�Ö�ß/ßDÏZÔDÓ&ÖKÑmÎ/ú�Ñ�Ï

σ ±"¾ ¬ ���@� ¥ �9ª� ��4¤{ ��4�@�4� ¥O1�¥ ���K�[� 1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ � σ ��� ¥/¬ �k��� ¥ �Kª 18¨�¨  ��4¤{ �� ©�@�4� ¥O1�¥ ���K�[� ¡ �K�8è ¯ ³ 1Z¥ � ¥ �
ρ ±�¾ ¬ � ��£ 1 ³9� ρ(π1(M))

��� 1 µ{�{� ¥ � ¨R3 ³K�4�[�4  1Z¥ �4� ¥ �K ��@���K�®ª« ��G� ä ¨ �4���{� 1 �®³K �� ¯ ¤
1 �{�

int(M)
�4�[�{�G\�4�¼U� ¥O¬

σ
�������@�K£®� ¥  �� ¡�¥ �

H3/ρ(π1(M)) ±\¾ ¬ �(vkÓÕÎ4×qß4ÎDÚ�Ô/Ï8Ò@Îw�Kª H3/ρ(π1(M))
���

¥/¬ � ¹ ¯ � ¥ ���4� ¥�§F3
ρ(π1(M))

�Kª ¥/¬ � ¡ �9�9°F�B´ ¬�¯{¨�¨
C(ρ)

�Kª ¥/¬ � ¨ ��£®� ¥ ��� ¥
Lρ

�Kª
ρ(π1(M)) Á �@�4� Â ¾ ¬ìÃK¦F¡O¬�1 ¤w Ä ª«�9 w�[� ¥O1 � ¨ � Ç ±�¾ ¬ ���U�@� ¥ N(ρ)

1 �[� ¥/¬ � ¡ �9�9°F�B´ ¡ �K ����[�Dµ��[�4�6��� ¥/¬ ���½� ¥  ��^� ¯[¡B¥ ���K� 1  ������@�K£®� ¥  �� ¡-1 �[�
ª« ��9£ �{�G·�K�®\�wU� ¨�¨ ���[�4� ¥ ��ª 3�¥O¬ �4£ ±�¾ ¬ ��Ñ�ÞFÓÕÔ�� ù[Ö8ÒBÑ ¦ N(ρ)ep

�Kª ¥/¬ � , ��� ¨ ���G� ¡ �K ������ ¥/¬ � ¡ �K£�¤ ¨ �4£��4� ¥�Kª ¥/¬ � ¡4¯ �@¤{��� 18¨ ¤ 1   ¥ �Kª
H3/ρ(π1(M))

���
N(ρ) ±�¾ ¬ �� ��G¤[ ��4�@�4� ¥O1Z¥ ���K� ρ ����Í�Î@ÏKÐ�Î4Ñ&ÒBÓÕÔ@ÖK×�×dØwÙ*Ú{Ó�ÑmÎx ¬ �4�

N(ρ)ep
�½� ¡ �K£®¤ 18¡B¥ Á ¬ �G ��x� ¥ �����4¹ ¯ �R° 18¨ �4� ¥�¥ ��� 143�¥/¬�1Z¥ N(ρ)

¬�1 �oµ��[� ¥ ��°F� ¨�¯ £®� Ço1 �[�6Ô/Ï8Ú��8Îyx-Ô@ÏZÔ@Ï8Ð�ùMÖ�Ô4Ñ
 ¬ �4�

N(ρ)
��� ¡ �K£�¤ 18¡B¥ ±

¾ ¬ � § � ¯ �[� 1   3 �Kª N(ρ)ep
��� ¥/¬ � ¯ �{���K�¢�Kª ¥ �K �� 1 �{� ¡ �K£®¤ 18¡B¥ � ¯  �ª 1K¡ �4� ±U² � 3 � ¯[¡O¬ � ¯  @ª 18¡ �-��� ¥/¬ �¯ �{���K���Kª 1 �[� ¯{¨ � ¨R3 ���[³���� ¥/¬ � § � ¯ �{� 1   3 �Kª ¥/¬ � ¡4¯ ��¤{��� 18¨ ¤ 1   ¥"1 �{�-�9ª{� ¯  �ª 18¡ �G� ¨R3 ���{³���� ¥/¬ � § � ¯ �[� 1   3 �Kª

N(ρ) ±�¾ ¬ �4�@� ¨½1 � ¥ � ¯  �ª 18¡ �4� 1  @� § �G� ¥U18¨ �K�[³ 1 ³K�4�^�[�4�@� ¡k¨½1 £���� 1Z¥ ���9� Á ¡ ª ± Â ¾ ¬ìÃ9¦M¡O¬{1 ¤ w Ä«Ç ±"¾ ¬ � ø ÎDÚ�ú8Ó�Ú�Í×fÏbÔDÝ�ßw�Kª
ρ(π1(M))

��� ¥/¬ � ¯ �[���K�2�Kª ¥/¬ �G����³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���9�[� |λi| 1 �[�2�Kª ¥/¬ � ¡ �K ��4�k�Kª ¥/¬ � 1 �{� ¯[¨ �¡ �K @ ��4�@¤��K�{�[���{³ ¥ � ¥/¬ �È  1 �[á ÃÈ¡G¯ �@¤[� ±¼¾ ¬ ��� § �G�[�[���{³ ¨ � ¡4¯ �-���-�4�{�[�G\�4��U� ¥/¬à1�¥   1 �{�j°F�4 ��@�È£®� 1 � ¯  ��£®� 1 � ¯  ����{³ ¥/¬ � 1 £�� ¯ � ¥ �9ª § �4�{�[���[³ 18¨ �9�[³ ¥/¬ �k³K�4���{�4�@� ¡k¨½1 £���� 1Z¥ ���9�[� |λi| 1 �[���4�{�[�GU���{³ ¥/¬ � ¡ �K ��4� �Kª¥/¬ � 1 �[� ¯[¨ �>�� ¥/¬ g ��  18¡ £�� 1 � ¯  ��G� �Kªr\�4��³ ¬F¥ π Á ¡ ª ± Â Å*¤ 0(Ä«Ç ± É·¬ �4� ρ ���w³K�4�K£�� ¥  �� ¡G1K¨�¨R3 µ{�[� ¥ � 1 �[�6�[� ¥ª ¯{¡O¬ �@� 1 � ¦ì¥/¬ �®� 1Z¥/¯   18¨  �� ¥   18¡B¥ ���K�
ª« @�K£
H3/ρ(π1(M))

¥ �
N(ρ)

1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ �
σ
1�¬ �9£®�4�K£��K �¤ ¬ ���@£

Á �{�Dµ{�{�4� ¯ ¤ ¥ �����@� ¥ �K¤ 3{Ç h : M → N(ρ)ep ±�² � 3�¬ �K£��4�K£��K �¤ ¬ ���@£ M → N(ρ)ep
���@� ¥ �9¤[� ¡\¥ �

h
����� 1 ���

¥ � § ��Ö�ß/ßDÏZÔDÓ&ÖKÑmÎ/ú ¥ �
σ ± ç 3�¥O¬ ��� ¬ �K£®�4�K£��K �¤ ¬ ���@£ h

¦ \��£ 143 ��� ¥ �4 @¤[ �� ¥w¥/¬ � § �4�{�[���{³ ¨ � ¡4¯ �w�Kª
∂N(ρ)

z



¥ �K³9� ¥/¬ �G \U� ¥/¬ � ¥ � ¥   1 �[�j°F�4 ��@��£®� 1 � ¯  �� 1 � 1 £�� 1 � ¯  @�4�6³K�G���[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�
b(σ) ∈ML (∂M)

¦ �[� ©¤��G�[�[���{³��K� ¨R3 �K� ¥O¬ �����@� ¥ �9¤ 3�¡G¨½1 �@�\�Kª
σ ±�¾ ¬ ���\��� ¥/¬ � § �G�[�[���{³�£®� 1 � ¯  ��4��³K�4�^�[�4�@� ¡k¨½1 £®��� 1Z¥ ���K���Kª ¥/¬ �³K�4�K£�� ¥  @� ¡G18¨�¨R3 µ{�{� ¥ ��£�� ¥  �� ¡

σ ±
Ì � ¥ (σn)

§ � 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ �-�Kª ¡ �K£®¤ ¨ � ¥ � ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ £®� ¥  �� ¡ ���K� ¥/¬ ����� ¥ �4 @���K ��Kª
M ±�¾ ¬ �����@�4¹ ¯ �4� ¡ �

(σn)
Ô@ÏKÚ��8ÎBÒÕÍ�ÎBß Ö9× Í�Î ø Ò�Ö8ÓÕÔ/ÖK×«×dØ  ¬ �4� \� ¡G1 � ¡O¬ ���K�@� 1 �@�4¹ ¯ �G� ¡ � �Kª  ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ ���K�{�

ρn : π1(M) → Isom(H3)
1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ � ¥O¬ �

σn Á 1 � 1K§ �G°F� Ç�¥/¬{1�¥�¡ �9�9°F�4 �³9�4� 18¨ ³K� §   1 � ¡G18¨�¨R3�¦ � 1 £®� ¨R3
ρn(g)

¡ �9�9°F�4 �³K�G�-ª«�K  1 � 3
g ∈ π1(M) ±{g �Dµ{�{���[³ ρ∞(g)

§93
ρ∞(g) = limn−→∞ ρn(g)

¦ \�È� §^¥B1 ��� 1
�[�D  ��4¤[ @�4�@�4� ¥O1Z¥ ���K�

ρ∞ : π1(M) → Isom(H3)
 ¬ � ¡O¬ ���®�{��� ¡  �� ¥ � 1 �{� ª 1 � ¥/¬ ª ¯[¨ Á ¡ ª ± Â < �K  Ä«Ç ±¿¾ ¬ �½� ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ ���K�¢�[�Dµ��[�4� 1 £®� ¥  @� ¡ �K� 1 £ 1 �[��ª�� ¨ � ¬ �K£�� ¥ �K¤ 3 �4¹ ¯ �R° 18¨ �G� ¥U¥ �

M ± ¾ ¬ ����£ 1 �[��ª«� ¨ �¢£���³ ¬9¥�[� ¥U§ � ¬ �K£®�G�K£®�K @¤ ¬ � ¡k¥ �
M Á �@�K£����B´ 1 £®¤ ¨ �4� 1  ���³9�R°F�4�6��� Â ² ��� Ä«Ç ±

¾ ¬ �¼�@�4¹ ¯ �4� ¡ � (σn)
Ô/Ï8Ú��8ÎDÒÕÍ�ÎOß�Í�Î@Ï8ÐÈÎDÑ&ÒBÓÕÔ@Ö9×«×dØ���ªw\� ¡b1 � ¡O¬ �^�K�@� 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ �¼�Kª� ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ ���K�{�

ρn : π1(M) → Isom(H3)
1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �G� ¥ � ¥/¬ �

σn
�@� ¥/¬{1Z¥

(ρn(π1(M))
¡ �9�9°F�4 �³9�4��³K�G�K£®� ¥  �� ¡G18¨�¨R3 ±

, 1 £�� ¨R3�¥/¬ �G ������ Γ∞ ⊂ Isom(H3)
� ¯{¡O¬�¥O¬{1Z¥

© ª«�K  1 � 3 �@�4¹ ¯ �4� ¡ � an ∈ ρn(π1(M))
¦{1 � 3618¡4¡G¯ £ ¯{¨½1Z¥ ���K�6¤��K�½� ¥

a
�Kª {an/n ∈ N} ¨ ���4�w��� Γ∞© 1 � 3 � ¨ �4£��4� ¥ a �Kª Γ∞

��� ¥/¬ � ¨ ��£®� ¥ �Kª 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ �
an ∈ Γn ±¾ ¬ � ¨ ��£�� ¥ £ 1 �[��ª«� ¨ � H3/Γ∞

¡G1 � § ���{�fÊ>�4 ��G� ¥ ª« @�K£
int(M) ±

¾ ¬ �-�@�4¹ ¯ �4� ¡ � ρn(π1(M))
Ô@Ï8Ú��8ÎDÒÕÍ�ÎBß�ßDÑ&Ò�Ï8Ú�Í9×dØ���ª�\� ¡G1 � ¡O¬ �^�K�@� ¥/¬ �- ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ ���K�{�

ρn
�@� ¥O¬{1Z¥

ρn
¡ �9�9°F�4 �³K�G� 18¨ ³K� §   1 � ¡b18¨�¨R3u¥ �6�@�K£®�È ��4¤{ ��4�@�4� ¥O1Z¥ ���K�

ρ∞
1 �[�À�@� ¥O¬{1Z¥

(ρn(π1(M)))
¡ �K�F°F�4 �³K�G��³K�G� ©£®� ¥  �� ¡G18¨½¨R3
¥ �

ρ∞(π1(M)) ±¢º ª (σn)
¡ �K�9°F�4 @³K�4� ¥ �

σ
��� ¥O¬ � ¥ �K¤>� ¨ �K³ 3 �[�4µ{�[�4�¿��� ¥/¬ ����� ¥  ���� ¯[¡B¥ ���K� ¦

¥/¬ �4�
(σn)

¡ �K�9°F�G �³K�4�w� ¥  ��K�[³ ¨R3�¥ �
σ∞ Á ¡ ª ± Â �\Å�Æ Ä«Ç ±

G-H�| }~MaZ�K$p�K�VYX�`�SUMa]PQ�o�K�`��?K�K�]
P(M) � P+(M)

Xn]PN
D(M)

Ì � ¥ P(M)
�[�G�[� ¥ � ¥/¬ �(�@� ¥ �Kªk£®� 1 � ¯  ��4�é³K�4�^�[�4�@� ¡(¨½1 £���� 1Z¥ ���K�[��� 1Z¥ ���@ª 3 ���{³

a)
¦
b)
1 �{�

c)
1 �[� ¨ � ¥

P+(M)
�[�4�{� ¥ � ¥O¬ ���@� ¥ �Kª�£®� 1 � ¯  ��4�6³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ �½�K�[�w� 1Z¥ ����ª 3 ���[³

b)
¦
c)
1 �[�

d) ± ç 3 �[�Dµ��[� ¥ ���9�
P+(M)

����� 1Z¥/¯   1Z¥ �4�2���
R ±�º ¥ �½��� 1 � 36¥ ���@�4� ¥/¬{1Z¥ a)

1 �{�
c)
¥ �K³K� ¥/¬ �4 ���£®¤ ¨ ���4�

d)
1 �[� ¬ �4� ¡ � ¥/¬{1Z¥

P(M) ⊂P+(M) ±�¾ ¬ �����Kèp� ¡B¥ �f°M� ¥`3 �Kª ¥/¬ ��£ 1 ¤ P(M)→P+(M)/R
��� 1 �{�� �� ¡B¥ ¡ �K�{�@�4¹ ¯ �G� ¡ ���Kª

¡ �K�{�[� ¥ ���9�
a) ±"º ¥ �w� ¯  &èp� ¡B¥ �R°M� ¥`3¼¡ �K£��4�wª« ��K£ ¥/¬ ��ª«� ¨�¨ �GU�½�[³ ¨ �4£�£ 1 ±

� ñ^ôÀôL�W)$ö&:rök÷ Î4Ñ
λ ⊂P+(M) ø Î�Ö�Ð�Î@Ö8ßOÝ^Ò@Î@ú�Í�Î/ÏGúFÎBßBÓÕÔ-×fÖ8Ð�Ó«Ú�Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú ÿ � ÞMÎDÚuÑ�ÞMÎ�Ð�Î/Ö�ßOÝ^Ò@Î@ú�Í�Î@ÏbúFÎBßOÓÕÔ×fÖ8Ð�Ó�Ú�ÖKÑ&Ó&Ï8Ú

λ′
Ï ø Ñ�Ö8Ó«Ú>Î/ú ø Ø�Ò@Î`ù>×fÖFÔDÓ«Ú�Í ø Ø π Ñ�Þ[Î�ý�ÎDÓfÍ8Þ^Ñ�ß�ÏjÜ�×�Î@Ö��8ÎBß�Ï�Ü

λ
ý�ÞFÓÕÔBÞ6Þ^Ö��8Î®Ö¼ý�ÎDÓfÍ8Þ�Ñ*Í8Ò@Î/ÖKÑmÎDÒ

Ñ�Þ^ÖKÚ
π ø Î4×fÏ8Ú�Í8ß�Ñ�Ï P(M) ÿ

f Ò�ÏbÏjÜ ÿU¾ ¬ ��� ¨ �G£®£ 1 ��� 1 � ¥   1 ��³ ¬9¥ ª«�K p 1  @� ¡ �9�[�@�4¹ ¯ �4� ¡ ���9ª ¥/¬ ��¤[ ��^�Kªo�Kª Â Ì � 5^¦ Ì �4£�£ 1 � ± :8Ä ±
² £®� 1 � ¯  ��4��³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K�

λ ∈ ML (∂M)
����ú9ÏKÝ ø ×qØ(Ó«Ú>Ô@ÏKÐUù�Ò@ÎBß/ßBÓ ø ×fÎ���ª ¥O¬ �4 ������ η > 0� ¯[¡O¬¼¥/¬{1�¥

i(λ, ∂F ) > η
ª��K  1 � 3 �G���@�4� ¥ � 18¨o1 �[� ¯[¨�¯ ���K w�{���@á

F ± É �k�� ¨�¨ �[�4�[� ¥ � §93 D(M)
¥/¬ ����� ¥ �Kª

�[� ¯[§[¨R3 ��� ¡ �K£�¤[ ��G���@� §{¨ ��£�� 1 � ¯  ��4�6³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ �½�K�[� ± É � ¬�1 °F� ¥O¬ ��ª«� ¨�¨ �GU���[³ Û
� ñ^ôÀôL��)$ö*�$ö®÷ Î4Ñ

λ ø Î2Ö¿Ð�Î/Ö�ßOÝ^Ò@Î@ú
Í�Î@ÏbúFÎBßOÓÕÔ2×RÖKÐ�Ó«Ú�Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú·×dØ8Ó«Ú�Í¿Ó«Ú P(M) ÿ�k Ï8Ò2Î@Ö�ÔBÞãÓ«ÒOÒ�Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú�ÖK×ßOÝ ø ×fÖ8Ð�Ó«Ú�ÖKÑ&Ó&ÏKÚ λi Ï�Ü λ ��×fÎ4Ñ�Ý�ß(Ò@ÎDÐ®Ï��8Î-ÜOÒ�ÏKÐ λ
Ó�Ñ�ßuÔ4×RÏ8ß4Î@ú ×�Î@Ö��8ÎBß¢×dØ�Ó«Ú�Í Ó«Ú

∂′S̄(λ) ÿ ÷ Î4Ñ
γ ø ÎuÑ�ÞMÎÍ�Î@ÏbúFÎBßOÓÕÔ�Ð�Î/Ö�ßOÝ^Ò@Î@ú�×fÖ8Ð�Ó�Ú�Ö9Ñ&Ó&Ï8ÚuÑ�ÞFÝ�ß�Ï ø Ñ�ÖKÓ«Ú>Î@ú ÿ � Þ[ÎBÚ γ ×dÓÕÎBß�Ó«Ú D(M) ÿ

f Ò�ÏbÏjÜ ÿ � �½ �� ¥�1 �@� ¯ £�� ¥O¬{1Z¥b¦>¯ ¤ ¥ ���B´ ¥   18¡D¥ ���[³ 1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � ¦�¥/¬ �4 @�-��� 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ �-�Kª*�4�@�@�4� ¥ � 18¨ �{��� ¡ �
Dn

� ¯[¡O¬�¥/¬�1Z¥
i(γ, ∂Dn) −→ 0 ± Å�´ ¥   1K¡B¥U1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �G� ¡ ��� ¯{¡O¬È¥O¬{1Z¥ ∂Dn

¡ �K�9°F�4 @³K�kª«�K  ¥/¬ � '�18¯ ���{�K jÊ
¥ �K¤>� ¨ �K³ 3¶¥ � 1 ³K�4���{�4�@� ¡u¨½1 £���� 1Z¥ �½�K�

L ± É � ¬{1 °F�
i(γ, ∂Dn) −→ 0

¦ ���
L
�{���4�¼�[� ¥ ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥

γ¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¨R3 ± ç 3 � 1 �@�@�K���å� ¡  @� ¥ �4 ����K� Á ¡ ª ± Â â ¥ � Ä�¦ Â Ì � Ã9¦ ¾ ¬ �4�K ��G£ ç ÃDÄ«ÇB¦
L
¡ �K� ¥O1 ���[� 1®¬ �K£®� ¡G¨ ���[� ¡�¨ � 1 ª

l ± ç 3 Â Ì � Ã9¦ Ì �G£®£ 1 � ± :8Ä�¦ l ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ � λ ¥   1 �[�j°F�G ��@� ¨R3 ± æ^��� ¡ � l �[���G�k�[� ¥ ��� ¥ �4 @��� ¡B¥ γ ¥   1 �{�p°��4 ��@� ¨R3F¦ l��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ �
λ − γ �K� ¡ ���9  ¥ U� ¡ � ±�Ì � ¥ l+ 1 �[�

l−
§ � ¥/¬ � ¥ \� ¯ � § � ¯ �[�[�4� ¡ �K�[�{� ¡B¥ �4� ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �k�Kª

l− λ ± æ^��� ¡ � l ��� 1�¬ �K£®� ¡G¨ ���[� ¡�¨ � 1 ª ¦^¥/¬ �G ������ 1�§ � ¯ �[�{�4� ¬ �K£®� ¥ �K¤ 3 ��� M § � ¥  �4�4�
l+
1 �{�

l− ± æM��� ¡ �
l+
1 �[�

l−
�[���{� ¥ ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥

λ
¥   1 �[�j°F�G ��@� ¨R3F¦ � ¥ ª«� ¨�¨ �G�� ª« @�K£ Â Ì � ÃK¦ =  ��K¤��9��� ¥ ���K��� Ä>¥/¬�1Z¥ l+ 1 �[�

l−
1  ��

�



1 � 3 £�¤ ¥ � ¥ � ¡ �K�
∂M ±�¾ ¬ �4 ��Gª«�K �� ¥/¬ �G ������ 1 � 1   ¡ k ∈ λ − l � ¯{¡O¬¢¥/¬�1Z¥ k ∪ l+ ∪ l− § � ¯ �{�[� 1 �u���{� 18¨¥  �� 1 �[³ ¨ �����

∂M ± æM� ¥ κ = l − (l+ ∪ l−)
¦�¥/¬ �G�

κ ∪ k § � ¯ �[�{� 1 �2�4�@�@�4� ¥ � 1K¨ �{��� ¡�1 �{� i(λ, κ ∪ k) = 0 ±
¾ ¬ ��� ¡ �K� ¥   1 �{� ¡B¥ � ¥/¬ ��ª 1K¡B¥U¥/¬�1Z¥ λ � 1Z¥ ����µ{�4� ¡ �9�[�[� ¥ ���K� c) ±x¾ ¬�¯ �w\� ¬{1 °���¤[ ��G°F�G� ¥/¬{1Z¥U¥O¬ �4 ������ η > 0� ¯[¡O¬�¥/¬{1Z¥ ª«�K  1 � 3 �G���@�4� ¥ � 18¨ �[��� ¡

D
¦
i(λ, ∂D) ≤ η ±

² ��� ¯ £®���[�G ¥/¬{1�¥�¥O¬ �4 ������ 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ ���Kª*�4�@�@�4� ¥ � 18¨�1 �[� ¯[¨ �
An

� ¯[¡O¬¢¥/¬{1Z¥
i(γ, ∂An)

¥ �4�{�[� ¥ �
0 ±

Ì � ¥-¯ ���B´ ¥   18¡B¥�1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ ��� ¯[¡O¬u¥O¬{1Z¥ ∂An ¡ �9�9°F�4 �³9����� ¥/¬ � '�18¯ ���{�K jÊ ¥ �9¤�� ¨ �K³ 3u¥ � 1 ³K�G���[�4�@� ¡¨½1 £���� 1Z¥ ���9�
L ±À¾ ¬ ��� ¨½1 £®��� 1Z¥ ���K� L �[���G���[� ¥ ��� ¥ �4 @��� ¡B¥

γ
¥   1 �[�j°F�4 @��� ¨R3 ±¿Ì � ¥ p : M̃ → M

§ � ¥/¬ �
¡ �G°F�G ����[³
¤{ ��8èp� ¡D¥ ���K� ± º ¥ ª«� ¨�¨ �GU��ª« @�K£ ¥O¬ �¼¤[ ��^�KªU�9ª Â Ì � ÃK¦ Ì �4£®£ 1 � 5ZÄ\¥/¬{1�¥ p−1(L)

¡ �K� ¥B1 ���[� ¥ \�
¨ � 1 °F�G�

l̃1
1 �[�

l̃2
� ¯{¡O¬�¥/¬�1Z¥*¥/¬ �4 @� ��� 1�§ � ¯ �{�[�4� ¬ �K£�� ¥ �K¤ 3 ���

M
§ � ¥ \�4�G�

l̃1
1 �[�

l̃2 ± æM��� ¡ � L �{���4���[� ¥��� ¥ �4 ��@� ¡B¥
γ
¥   1 �{�j°F�4 ��@� ¨R3F¦

l̃1
1 �[�

l̃2
��� ¥ �G ��@� ¡B¥

p−1(λ)
µ��[� ¥ � ¨R3 £ 1 � 3�¥ ��£��4� Á 18¡B¥/¯{1K¨�¨R3(1Z¥ £��K� ¥U¥ U� ¡ � Ç ±� �K 

i = 1, 2
¦{¨ � ¥

l̃+i
1 �{�

l̃−i
§ � ¥/¬ � ¯ � § � ¯ �{�[�4� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �w�Kª

l̃i − p−1(λ) ±"º ª κ̃i = l̃i − (l̃+i ∪ l̃−i )
�½�

�[� ¥�1 ¤>�K��� ¥Z¦ � ¥ �k��� ¥ �4 ����9 ��[�^�4�k�[� ¥ ��� ¥ �G ��@� ¡B¥
λ ± �  ��K£ ¥/¬ � § � ¯ �{�[�4� ¬ �K£®� ¥ �K¤[���4� § � ¥ \�G�4�

l̃1
1 �[�

l̃2\�k�{�4� ¯[¡ � § � ¯ �[�{�4� ¬ �K£®� ¥ �K¤[���4� ���
M
§ � ¥ \�4�4�

l̃+1
1 �[�

l̃+2
1 �[� § � ¥  �4�4�

l̃−1
1 �[�

l̃−2
 ��G��¤>� ¡B¥ �R°F� ¨R3 ±"º ¥ª«� ¨�¨ �G�� ¥O¬ �4��ª« @�K£ Â Ì � Ã9¦ =  ��9¤��K�@� ¥ ���9�?� Ä>¥/¬{1Z¥ l̃+1 1 �[�

l̃+2
1  @� 1 � 3 £®¤ ¥ � ¥ � ¡ �K�

∂M̃
1 �[� ¥O¬{1Z¥

l̃−1
1 �{�

l̃−21  �� 1 � 3 £�¤ ¥ � ¥ � ¡ ���
∂M̃ ±"¾ ¬ ��� ��£®¤ ¨ ���4� ¥/¬�1Z¥\¥/¬ �4 @� 1  �� ¥ \� 1   ¡ � k̃+, k̃− ∈ p−1(λ)− p−1(L)

� ¯[¡B¬È¥/¬�1Z¥
k̃+∪ l̃+1 ∪ l̃+2

1 �[�
k̃−∪ l̃−1 ∪ l̃−2

§ � ¯ �[� ¥ \�����[� 18¨M¥  �� 1 �{³ ¨ �4�����
∂M̃ ± æM��� ¡ � l̃1 1 �[� l̃2 1  ��U�[� ¥x¬ �K£®� ¥ �K¤[� ¡���

∂M̃
¦ �[�4� ¥/¬ �4 

κ̃1
�[�9 

κ̃2
��� 1 ¤>�K��� ¥ ± ¾ ¬ � ¡4¯  p°�� c̃ = k̃+ ∪ κ̃1 ∪ k̃− ∪ κ̃2

§ � ¯ �{�[� 1 �¢�4�@�@�4� ¥ � 18¨ �[��� ¡
1 �{�2 � ¬{1 °F�

i(c, λ) = 0 ±È¾ ¬ ��� ¡ �K� ¥   1 �[� ¡D¥ � ¥/¬ � 1 �@� ¯ £�¤ ¥ ���K� ¥O¬{1Z¥ λ ∈ P(M)
1 �{� ¡ �K� ¡4¨�¯ �[�4� ¥/¬ �

¤[ @���Kª ±
� �é�w����B"����B*���aB ���(��B*�-���/��������� �@�7�\�>�@�U�7E��U�-�����y��BO�����U�@�·�o�U����B���� B*�-�aB

� �¡�¢B����$�/�-E
É �kU� ¨�¨�§ �4³9��� §93 ¤[ ��G°[���[³ ¥O¬{1Z¥w¥/¬ ��£ 1 ¤

bR
���w¤[ @�K¤��4 w��� ¥/¬ � 18¨ ³K� §   1 � ¡k¥ �K¤>� ¨ �K³ 3 ±

£ óZòR¤*ò�¥�d*c"d«ò�¦\5ìö&õ�ö�÷ Î4Ñ
M ø Î-Ö�Ô@Ï8Ð�ùMÖ�Ô4Ñ	��ÏKÒOÓÕÎDÚ�Ñ�Ö ø ×�Î�"Þ�Ø/ù{ÎBÒ ø Ï9×qÓ�Ô�ûKü`Ð®ÖKÚ[Ó ÜDÏK×fú�ý"Ó�Ñ�Þ ø Ï8Ý^Ú�úFÖ8ÒBØÈÖKÚ�ú�×�Î4Ñ

(σn) ø Î�Ö6ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>ÔOÎ�ÏjÜ�Í�Î/Ï8Ð�Î4Ñ&ÒBÓÕÔ@ÖK×�×dØ�Ù*Ú{Ó�ÑmÎÈÐ�Î4Ñ&ÒBÓÕÔBßÈÏ8Ú Ñ�Þ[Î�Ó«Ú�ÑmÎDÒBÓ&Ï8Ò�ÏjÜ M ÿ ÷ Î4Ñ λn ⊂ ML (∂M)
ø Î®Ñ�Þ[Î ø ÎDÚ�ú8Ó«Ú�Í¼ÐÈÎ@Ö�ßOÝMÒ@Î@úÈÍ�Î@ÏbúFÎBßOÓÕÔ®×fÖ8Ð�Ó«Ú�ÖKÑ&Ó&ÏKÚ¿ÏjÜ σn ÿ§� Ýbù9ù[Ï�ß4Î®Ñ�Þ^Ö9Ñ λ̇n ∈ ML (∂M)/R

ÑmÎDÚ�ú�ß�Ñ�Ï
λ̇ ⊂P+(M)/R ÿ � Þ[ÎBÚ
Ö�ßOÝ ø ßGÎ@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î-ÏjÜ (σn)

Ô@Ï8Ú��8ÎDÒÕÍ�ÎBß�ÖK× Í�Î ø Ò�ÖKÓÕÔ@ÖK×�×qØ ÿ
f Ò�ÏbÏjÜ ÿ�Ì � ¥�¯ � 1 �@� ¯ £�� ¥/¬ � ¡ �9� ¥   1   3F¦ � 1 £®� ¨R3-¥O¬{1Z¥"¥/¬ �4 �� ���*�[�����G¹ ¯ �4� ¡ � ρn �Kª� ��4¤[ @�4�@�4� ¥O1�¥ ���K�[� 1 �@�@� ¡ � ©1Z¥ �G� ¥ � ¥/¬ �

σn
 ¬ � ¡O¬�¡ �9� ¥O1 ���{� 1 � 18¨ ³K� §   1 � ¡b18¨�¨R3®¡ �K�9°F�4 @³K���[³�� ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � ± ç 3�¥/¬ � ¥O¬ �4�K  3 �Kª Â 0 ��æ ÃDÄ�¦¥/¬ �4 ����B´M��� ¥ � 1 �@�4¹ ¯ �G� ¡ �

(εn)
�Kª�¤��9��� ¥ �R°F��� ¯ £ § �G �� ¥ �4�{�[���{³ ¥ �

0
¦�1 �@£ 18¨�¨ £®���[��£ 18¨o18¡B¥ ���K�(�Kª

π1(M)�K� 1 �
R © ¥  ��4� T

1 �[� 1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ ���Kª
(ρn) Á  ¬ � ¡O¬ U� ¨�¨"18¨ �@� § ���[�G�[� ¥ �4� §93 (ρn)

Ç � ¯[¡O¬¢¥/¬{1Z¥Z¦ ª«�K 
1 � 3

g ∈ π1(M)
¦ \� ¬{1 °F�

lT (g) = limn−→∞ εnlρn(g) ± ' �4 �� lρn(g)
��� ¥/¬ �k�{��� ¥O1 � ¡ �k�Kª ¥   1 �{� ¨½1Z¥ ���K�¼�Kª

ρn(g)
1 �[�

lT (g)
��� ¥/¬ ���[��� ¥O1 � ¡ ���Kª ¥   1 �{� ¨½1Z¥ ���K�6�Kª

g
18¡B¥ ���{³®�K�

T ±
º ���K ��{�4  ¥ ��¤{ ��G°F� =  @�K¤��K�@� ¥ �½�K�¨� ± ÃK¦ \�wU� ¨�¨ �{�4�4�È�@�K£��U ��4� ¯{¨R¥ � 18§ � ¯M¥  �� 18¨ ��Ë 1Z¥ ���K�{���Kª ¨½1 £®��� 1�¥ ���K�[����
R © ¥  ��4�G� ±

|~H�I ©;KRXnV^SYª«X¬`�SYMa]PQ�Ma7VYXnZ\S^]_X¬`�SYMa]PQ;S^] R ® `�p�K�KRQ
Ì � ¥ π1(M) × T → T

§ � 1 �@£ 18¨½¨ £����[��£ 18¨*18¡B¥ ���K�
�9� 1 �
R © ¥  ��4� T

¦�¨ � ¥
L ⊂ ∂M

§ � 1 ³K�G���[�G��� ¡
¨½1 £���� 1Z¥ ���9� 1 �{� ¨ � ¥

S
§ � ¥/¬ � ¡ �K�{�[� ¡D¥ �4� ¡ �K£�¤��9�[�4� ¥ �9ª

∂M
¡ �K� ¥O1 �½�[���[³

L ±¢¾ ¬ � ¨½1 £®��� 1Z¥ ���K� L ���
Ò@Î@ÖK×dÓ°¯ZÎ@ú¼Ó�Ú

T
��ª ¥O¬ �4 @����� 1�¡ �K� ¥ ��� ¯ � ¯ �

π1(M)
�G¹ ¯ �R° 1  �� 1 � ¥ £ 1 ¤

Ŝ → T
 ¬ � ¡O¬ �������Kèp� ¡B¥ �R°F�- ¬ �4�

 ��4� ¥  @� ¡B¥ �4� ¥ � 1 � 3�¨ ��ª ¥ �Kª 1�¨ � 1 ªo�Kª
L
¥ � ¥O¬ � ¯ �[�R°F�4 @� 1K¨ì¡ �G°F�4 

Ŝ
�Kª
S ±

¾ ¬ ��ª«� ¨�¨ �GU���[³� @�4� ¯[¨R¥U¡ �9£®�4�wª« @�K£ ¥/¬ ��¤{ ����Kª��Kª Â Ì � Ã9¦ =  ��K¤��9��� ¥ ���K� z Ä Á ¡ ª ± Â Ì � 5ZÄ«Ç ±
£ óZòR¤*ò�¥�d*c"d«ò�¦±5ìö*)³²�´ � ñ«)sµ�¶ £ ó�òR¤"ò�¥�d6c�dêò�¦�·�ö�õ«¸Zö�÷ ÎDÑ

T ø Î�Ö8Ú R üpÑ&Ò@Î/Î�w×�Î4Ñ π1(M) ×T → T ø Î�ÖßOÐ�ÖK×«×�Ð�Ó«Ú{Ó�Ð®ÖK×$Ö�Ô4Ñ&Ó&Ï8Ú¢Ö8Ú�ú®×�Î4Ñ
λ ∈ D(M) ÿ � ÞMÎDÚ¢Ö9Ñ"×fÎ/Ö�ßBÑ*Ï8Ú>Î�Ô@ÏKÚ{Ú>Î/Ô4ÑmÎ@úÈÔ@ÏKÐUù[Ï8Ú>ÎDÚ�Ñ*ÏjÜ λ Óêß�Ò@Î@ÖK×dÓ°¯bÎ/úÓ«Ú

T ÿ
w



Ì � ¥ λ § � 1 £�� 1 � ¯  ��G�¼³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K� ±"² ³9�4���[�G��� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K� L ��� ¡G18¨�¨ �4� 1 �¿ÎyxBùMÖ8Ú[ßBÓ&Ï8Ú��Kª
λ
��ª |λ| ⊂ L

1 �[�6�½ª
L− |λ| ��� 1�¯ �[���9�6�Kª�µ{�[� ¥ � ¨R3 £ 1 � 3 �{�K� ©  �� ¡4¯  � ��4� ¥U¨ � 1 °F�4� ¦ � 18¡O¬ �K�[��³K�K���[³Èª« ��9£1 �6�� �  1Z¥ ���K� 18¨�¡ �K£®¤>�K�{�4� ¥ �Kª |λ| ¥ ��� ¥ �@� ¨ ª ±

¹ �����{³ Ì �4£�£ 1�5 ± 3 1 �{� =  ��K¤>�K�@� ¥ ���K��� ± 5^¦ \��³9� ¥ ¥O¬ ��ª«� ¨�¨ �bU���[³ Û
£ óZòR¤*ò�¥�d*c"d«ò�¦\5ìö65ìö�÷ Î4Ñ

λ ⊂P+(M)
ÖKÚ�úÈ×�ÎDÑ

E ø Î-Ö8Ú
ÎyxBù[Ö8Ú[ßOÓ&ÏKÚuÏjÜ |λ| ÿ ÷ Î4Ñ π1(M)×T → T ø ÎÖÈßOÐ�ÖK×�×ìÐ�Ó«Ú{Ó«Ð®Ö9×rÖ�ÔDÑ&ÓÕÏ8Ú�Ï8Ú
ÖKÚ
R
üpÑ&Ò@Î/Î

T ÿ � ÞMÎDÚ
Ñ�Þ[ÎBÒ@Î-Óêß-Ö9Ñx×fÎ/Ö�ßBÑ\Ï8Ú>Î®Ô@Ï8Ú{Ú>Î/Ô4ÑmÎ/ú�Ô/Ï8ÐUù[Ï8Ú>ÎDÚ�Ñ E1
ÏjÜ

E
ý�Þ�ÓÕÔBÞ�Óêß�Ò@Î@ÖK×dÓ°¯bÎ/úÈÓ«Ú

T
Ö8Ú�úÈý�Þ�ÓÕÔBÞ�ß4ÖKÑ&Óêß«ÙxÎBß�Ï8Ú>Î�ÏjÜ�Ñ�ÞMÎ�ÜDÏK×�×fÏ8ý"Ó«Ú�Í�Ô@ÏKÚ�úKÓ�Ñ&Ó&Ï8Ú[ß��

ü 8 �
E1

Ô@Ï8Ú�Ñ�ÖKÓ«Ú[ß�Ö8Ú¢Ó�ÒOÒ�Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú�ÖK×�Í�Î@ÏbúFÎBßOÓÕÔ-×fÖ8Ð�Ó«Ú�Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú 

ü 9 �

E1
Óêß�Ö�Ô4×fÏ�ß4Î/úÈ×�Î@Ö�Ü�Ö8Ú�ú

E1
úFÏbÎBß�Ú�Ï9Ñ�×dÓÕÎ�Ó«Ú

∂′S̄(Ei)
ÜDÏKÒ�Ö8Ú{Ø�Ô@Ï8Ð�ùMÏKÚ�ÎDÚ�Ñ

Ei 6= E1
ÏjÜ
E ÿ

f Ò�ÏbÏjÜ ÿ�Ì � ¥ Erec § � ¥O¬ � ¯ �[���9�¢�9ª ¥/¬ �- @� ¡4¯  @ ��4� ¥�¨ � 1 °F�4�k�Kª E ±�Ì � ¥ α § � 1 £®� 1 � ¯  ��4�¢³9�4���[�G��� ¡�¨½1 £®� ©� 1�¥ ���K�� ¬ �K�@��� ¯ ¤[¤��9  ¥ ���
Erec ±xÌ � ¥�¯ �U ��4£��G°F��ª� ��K£ α

¥/¬ � ¡4¨ �K���G� ¨ � 1 °��4� ¨R3 ���{³����
∂′S̄(αi)

ª«�K U�@�K£®�
�� �  1Z¥ ���K� 1K¨ � ¯[§{¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�

αi
�Kª
α
1 �[� ¨ � ¥

γ
§ � ¥/¬ �� ��4� ¯[¨R¥ ���[³6£�� 1 � ¯  ��G��³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K� ± ç 3

Ì �4£®£ 165 ± 3 ¦ γ ¨ ���G����� D(M) ± ç 3 =  ��K¤��9��� ¥ ���K� � ± 5^¦o1Z¥�¨ � 1 � ¥ �K�[� ¡ �K�{�[� ¡D¥ �4� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ γ1
�Kª
γ
���

 �� 1K¨ ��Ë4�4�����
T ±*Ì � ¥ E1

§ � ¥/¬ � ¡ �9�[�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª
E
¡ �K� ¥O1 ���[���{³ ¥/¬ �k� ¯ ¤{¤��K  ¥ �Kª

γ1 ± ç 3 Â â ¥B5^¦¡O¬{1 ¤ ± � Ä�¦ E1
���w @� 18¨ ��Ë4�4�6���

T ± ç 3¼¡ �K�[� ¥   ¯[¡B¥ ���9� E1
� 1Z¥ ����µ{�G�

1)
�K 

2) ±
º � ¥/¬ ��¤[ ��^�Kª �Kª =  @�K¤��K�@� ¥ ���9�W� ± ÃK¦  � 1  ������ ¥ �G ��4� ¥ �4�¿��� 1K¡B¥ ���K�{�-�Kª π1(M)

�K�
T

¡ �K£����[³¢ª« @�K£
1 �[�4³K�G�[�4  1�¥ ���[³
�@�4¹ ¯ �G� ¡ �¼�KªU @�4¤[ ��G���G� ¥O1Z¥ ���9�[�

ρn(π1(M)) ±àº � Â â ¥B5ZÄm¦º< ± ©�=�±�â ¥O18¨ �[�4� ¡  @� § �4� ¦ ��� ¥O¬ ��@¤�� ¡ � 18¨�¡G1 �@�U�Kª ¬{1 �{� ¨ � § ���[���G� ¦9¥/¬ � § � ¬{1 °M���9 *�Kª ¥O¬ � ¨ �4�[³ ¥O¬ ���Kª>£�� 1 � ¯  @�4�È³K�4���{�4�@� ¡w¨ê1 £®��� 1Z¥ ���K�[�* ¬ � ¡O¬
1  ��� �� 18¨ �½Ë4�4�6���

T ±"² ¡b1  ��4ª ¯{¨ì¨ ���9á 1Z¥w¥/¬ ��¤[ ����9ª 3 ��� ¨ �{� ¥/¬ ��ª«� ¨�¨ �GU���{³�� ¥B1Z¥ �4£��4� ¥ ±ï-ðrñ�ò�óZñ^ô 5�ö»:¼² � ò�¦�c�d	¦�½-d*c�»ï-ðrñ�ò�óZñ^ô ´°¾§c�)sµ�¸Zö-÷ Î4Ñ
(ρn) ø Î�Ö(ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î�Ï�Ü-Í�Î@Ï8Ð�Î4Ñ&ÒBÓÕÔ@Ö9×«×dØ�Ù*Ú{Ó�ÑmÎÒ@Î`ù�Ò@ÎBß4ÎDÚ�Ñ�ÖKÑ&Ó&ÏKÚ[ß6ÏjÜ

π1(M)
ÑmÎDÚ�ú8Ó�Ú�ÍÀÑ�Ï¿Ö
ßOÐ�ÖK×«×\Ð�Ó«Ú{Ó«Ð�ÖK× Ö�Ô4Ñ&Ó&Ï8Ú·ÏjÜ

π1(M)
Ï8Ú¸ÖKÚ

R
üpÑ&Ò@Î/Î

T ÿ ÷ Î4Ñ
εn −→ 0 ø Î ßOÝ{ÔBÞ�Ñ�ÞMÖKÑ ∀g ∈ π1(M)

�oý�Î\ÞMÖ��8Î
εnlρn(g) −→ lT (g)

Ö8Ú�ú-×fÎ4Ñ
L ø Î�Ö�Í�Î@ÏGú�ÎBßOÓÕÔU×fÖ8Ð�Ó�Ú�ÖKÑ&Ó&Ï8Úý�ÞFÓÕÔBÞuÓêß�Ò@Î@ÖK×dÓ°¯bÎ/ú6Ó�Ú

T ÿ � ÞMÎDÚàÑ�ÞMÎDÒ@Î�ÎyxKÓêßBÑ�ß�Ö(Ú>ÎDÓfÍ8Þ ø Ï8ÒOÞ^ÏbÏbú V (L)
Ö8Ú�ú2Ô/Ï8Ú[ßBÑ�Ö8Ú�Ñ�ß

K,n0
ßBÝ{ÔBÞuÑ�Þ^ÖKÑ

ÜDÏ8Ò-Ö8Ú{Ø®ßBÓ«ÐUù$×fÎ�Ô4×RÏ8ß4Î@ú�ÔDÝ^Ò��8Î
c ⊂ V (L)

Ö8Ú�úUÜDÏKÒ�Ö8Ú{Ø
n ≥ n0

�

εnlσn(c∗) ≥ Kls0(c).

É ¬ �4�
c ⊂ ∂χ<0M

��� 1¿¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  j°F� ¦
lσn(c∗)

�{�4�[� ¥ � ¥O¬ � ¨ �4�{³ ¥/¬ �Kª ¥O¬ � ¡4¨ �K�@�4�·³K�4���{�4�@� ¡ �Kª
H3/ρn(π1(M))

��� ¥/¬ ��ª« ��4� ¬ �K£�� ¥ �K¤ 3¼¡4¨½1 �@�w�Kª
c ±

|~HYG ¿�p�M~M[ÀM[�¿�p�M[Á�M[Q�S�`�SYM-]C|~HÂI
É � ¬{1 °�� 1 �@� ¯ £��4� ¥/¬{1Z¥

(ρn)
�[���G�-�[� ¥�¡ �K� ¥O1 ��� 1 � 18¨ ³K� §   1 � ¡G18¨½¨R3À¡ �K�F°F�4 �³K���{³¢� ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � 1 �[��\�

¬{1 °����[�G� ¯[¡ �G�¢ª� ��K£ Â 0 �Fæ Ã4Äo¥/¬�1Z¥�1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ ���Kª
ρn
¥ �4�[�{� ¥ � 1 � 18¡B¥ ���K�2�9ª

π1(M)
�K� 1 �

R © ¥  ��4�
T ±�Ì � ¥ sn § � ¥/¬ �-£�� ¥  �� ¡ �9� ∂χ<0M

���[� ¯[¡ �G� §F3¼¥/¬ � ¡ �K£®¤>�K�@� ¥ ���K�¢�Kª ¥/¬ �-��� ¡4¨�¯ �@���K�2£ 1 ¤ 1 �[�¢�Kª 1
¬ �9£®�4�K£��K �¤ ¬ ���@£

hn : M → N(ρn)
1 �@�@� ¡ � 1�¥ �4� ¥ �

σn ±\¾ ¬ ��ª«� ¨�¨ �GU���{³ ¨ �4£®£ 1  ¬ � ¡O¬ U� ¨�¨o§ ��¤[ @�G°F�4����6�@� ¡B¥ ���K��� ± : ��� 1 �¼��£�¤��K  ¥O1 � ¥ � ¥ �4¤¼���6� ¯  w¤[ ����9ªo�Kª =  @�K¤��K�@� ¥ ���9��� ± Ã ±
� ñ^ôÀôL��5�ö6�ìö�÷ Î4Ñ

(λn) ø Î�Ö�ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î-ÏjÜUÍ�Î@ÏbúFÎBßOÓÕÔ�ÐÈÎ@Ö�ßOÝ^Ò@Î/ú�×fÖ8Ð�Ó«Ú�Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú[ßkßOÝ{ÔBÞ¼Ñ�Þ^ÖKÑ (λ̇n)
Ô/Ï8Ú��8ÎDÒÕÍ�ÎOß

Ó«Ú
ML (∂M)/R

Ñ�Ï
λ̇ ÿ � ÞMÎDÒ@Î�Óêß�ÖKÚ¿ÎyxBù[Ö8Ú[ßOÓ&ÏKÚ E ∈ L (∂M)

ÏjÜ |λ| ßOÝ{ÔBÞ¢Ñ�Þ^ÖKÑ$ÜDÏKÒ�Ö8Ú{Ø6Ô@Ï8Ú{Ú>ÎOÔDÑmÎ/úÔ@Ï8Ð�ù[Ï8Ú>ÎDÚ�Ñ
Ei

ÏjÜ
E
ÏKÚ�Î�ÏjÜ�Ñ�ÞMÎ-Ñ&ý�ÏUÜDÏK×�×RÏKý"Ó«Ú�Í�ßOÓ�Ñ&Ý[Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú[ß�ÏZÔ/ÔDÝ^ÒOß7�

üÈÓÃ�àÑ�ÞMÎDÒ@Î¢Óêß2ÖÀß4Î/þ4Ý{ÎDÚ>Ô/ÎuÏjÜ(ý�ÎDÓfÍ8Þ�ÑmÎ@úàÐ�ÝM×RÑ&Ó«ü�ÔDÝ^Ò���ÎBß
γin

ßOÝ{ÔBÞéÑ�Þ^ÖKÑ
(|γin|)

Ô@ÏKÚ��8ÎBÒÕÍ�ÎBß¢Ñ�Ï
Ei

Ó«Ú Ñ�Þ[Î
h�Ö8Ý^ßDú9Ï8Ò�i»Ñ�ÏOù[ÏK×fÏ/ÍKØ���Ñ�ÞMÖKÑ

(γin)
Ô@ÏKÚ«�8ÎDÒÕÍ�ÎBßkÓ�Ú

ML (∂M)
Ñ�Ï�Ö�Ú�ÏKÚ2Ñ&ÒBÓ	�bÓ&ÖK×�×fÖ8Ð�Ó«Ú�Ö9Ñ&Ó&Ï8Ú

γi∞
Ö8Ú�ú

Ñ�Þ^ÖKÑ�ý�Î�Þ^Ö��8Î
lsn(γin) ≤ lsn(λn) + i(λn, ∂

′S̄(Ei))lsn(∂′S̄(Ei)) 

ü Ó«ÓÃ�

Ei
Óêß�Ö�ÔD×fÏ8ß4Î@ú�×�Î@ÖjÜ�Ï�Ü |λ̇| ÿ

Ä



Ì � ¥ Ei § � 1�¡ �9£®¤��9�[�4� ¥ �Kª E � 1Z¥ ���@ª 3 ���{³
i) ± É � 1  ���³K�K���[³ ¥ ��¤[ ��G°F� ¥/¬{1�¥ Ei ���k�[� ¥  @� 18¨ ��Ë4�4�u���

T ±
ç 3 Â 0 �Fæ ÃDÄ�¦ ª«�K  ¨½1  �³9�

n
¦ \� ¬{1 °F�

εnlσn(∂′S̄(Ei)
∗) ≤ lT (∂′S̄(Ei)) + 1 ±æM��� ¡ � |λ̇| ⊂ E ¦ � ¨½1 ��£ 5 ± ����£�¤ ¨ ���4� ¥/¬{1Z¥ i(λn, ∂′S̄(Ei))

¥ �4�[�{� ¥ �
0 ± ç 3�¥/¬ �x� ¨ ��³ ¬F¥*§ �G�[�[���{³ Ì �4£�£ 1

Á Â Ì � Ã9¦ Ì �4£®£ 1 ²-± Ã4Ä �@�4� 18¨ �@� Â æ^� Ä«Çk¥/¬ ��� 18¨�¨ �bU� ¯ � ¥ � 1 ¤{¤[ ��b´M��£ 1Z¥ � lsn(∂′S̄(Ei))
§93

lσn(∂′S̄(Ei)
∗)
¦

� 1 £®� ¨R3
lsn(∂′S̄(Ei)) ≤ Aηn(lσn(∂′S̄(Ei)

∗) + Bηn)
ª«�K ��@�K£��

Aηn −→ 1
1 �{�

Bηn −→ 0 ±�¾ ¬�¯ ��\�� §M¥O1 ���
εnlsn(∂′S̄(Ei)) ≤ lT (∂′S̄(Ei)) + 1

ª«�K  ¨½1  �³K���4�[� ¯ ³ ¬
n ± # �4¤ ¨½18¡ ���{³���� ¥/¬ �����[�4¹ ¯{18¨ � ¥`3 �9ª i) ¦\��³K� ¥

εnlsn(γin) ≤ εnlsn(λn) + i(λn, ∂
′S̄(Ei))(lT (∂′S̄(Ei) + 1).

² �w� ¬ �GU�6��� Â ç � â Är1 �{� Â Ì � ÃDÄ�¦ lsn(λn)
��� § � ¯ �[�[�4� Û

� ñ^ôÀôL�+5ìö6·ìö§Å Ú�úFÎDÒ\Ñ�ÞMÎxÞFØOùMÏ9Ñ�ÞMÎBßOÓêß ÏjÜ f Ò�ÏOù[Ï�ßOÓ�Ñ&Ó&ÏKÚÈû ÿ 8 Ñ�ÞMÎ ×�ÎDÚ�Í9Ñ�Þ9ß lσn(λn)
Ö8Ò@Î ø ÏKÝ^Ú�úFÎ@ú�ÜBÒ�Ï8Ð Ö ø Ï��8Î ÿ

f Ò�ÏbÏjÜ ÿU¾ ¬ ��¤{ ����Kª��Kª Â Ì � Ã9¦ Ì �4£®£ 1�: ± ÃDÄ �B´ ¥ �4�[�{� ¥ � ¥/¬ ���w��� ¥O¯{1Z¥ �½�K� ±

¾ ¬^¯ �2 � ¬�1 °F� εnlsn(γin) ≤ εnlsn(λn) + i(λn, ∂
′S̄(Ei))(lT (∂′S̄(Ei) + 1) −→ 0 Á ¥/¬ � ª 18¡D¥

i(λn, ∂
′S̄(Ei)) −→ 0

¡ �K£��4�wª« ��K£ � ¨½1 ��£ 5 ± � Ç ±
æM��� ¡ �

γi∞
���w�{� ¥ ¥  ��R°M� 18¨Õ¦ \� ¬{1 °F�

ls0(γin) −→ ls0(γi∞) > 0 ±"º ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ¥/¬�1Z¥ εn lsn (γin)
ls0 (γin)

¥ �4�{�[� ¥ �
0 ±É ���[�4� ¯[¡ ��ª« @�K£ ¥O¬ � â ¥O18¨ �å� ¡ �9� ¥ ��� ¯ � ¥`3�¥/¬ �4�K @�4£ 18§ �G°F� ¥/¬{1�¥

Ei
���U�[� ¥  @� 18¨ ��Ë4�4�6���

T ±
ç 3 =  ��K¤>�K�@� ¥ ���K�.� ± 5^¦91�¥*¨ � 1 � ¥ �K�[� ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ Ei �9ª E ���" �� 18¨ ��ËG�4�����

T
1 �[�

Ei
� 1Z¥ ����µ��4� ¡ �K�[�{� ¥ ���K�

1)
�K 

2)
�Kª =  @�K¤��K�@� ¥ ���K�L� ± 5 ± ç 3(¥/¬ � 18§ �G°�� ¦ Ei ��� 1�¡4¨ �K�@�4� ¨ � 1 ª��Kª |λ̇| ± æ^� Ei � 1Z¥ ����µ{�4� 2)

¦ � 1 £�� ¨R3
Ei

�����{� ¥�¬ �K£�� ¥ �K¤{� ¡�¥ � 1�¡4¯  p°F� ¨R3 ���[³���� ¥/¬ ��� ¯  �ª 18¡ ���4£ §   1K¡ �4� §9321 �2�� �  1Z¥ ���K� 18¨�¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª
λ̇ ±æ^��� ¡ �

Ei
���� �� 18¨ ��ËG�4�����

T
¦ \� ¬�1 °F�

εnlσn(E∗i ) −→ lT (Ei) > 0 ±�¾ ¬ � ª 18¡D¥*¥/¬{1Z¥ Ei � 1Z¥ ����µ{�G� 2)
1K¨�¨ �GU�

¯ � ¥ �¼µ{�{� 1 � ¯  @ª 18¡ �
F ⊂ ∂M

�� ¥/¬ ³K�4���{�4�@� ¡�§ � ¯ �[� 1   3 � ¯{¡O¬u¥/¬{1Z¥
E ∩ int(F ) = Ei ±�Ì � ¥ c ⊂ F§ � 1 �@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4�¿³K�4�^�[�4�@� ¡ �½� ¥ �4 ��@� ¡D¥ ���[³

Ei
���À�9�[�È�9  ¥ \�¢¤��K��� ¥ � ±¼¾ ¬ ����³K�G���[�4�@� ¡ c � 1Z¥ ����µ��4� ¥/¬ �ª«� ¨�¨ �G����[³ Û

� ñ^ôÀôL��5ìö*Æ$ö+� ÞMÎ�ßOÓ«ÐUù$×fÎ�Ô4×fÏ�ß4Î/ú-Í�Î@ÏbúFÎBßOÓ�Ô
c
Þ^Ö8ß�Ñ�ÞMÎ-Ñ&ý�ÏUÜDÏK×«×fÏ8ý"Ó�Ú�Í�ù�Ò�ÏOù{ÎDÒBÑ&Ó�ÎOßF�

ü lsn (Ei)
lsn (c) −→ 0 


ü ∃K ßOÝ{ÔBÞ¼Ñ�Þ^ÖKÑ
lsn(c) ≤ Klσn(c∗) ÿ

ç �4ª«�9 ��(¤[ ��G°M�½�[³ Ì �4£�£ 1 � ± � ¨ � ¥�¯ � ¡ �K� ¡4¨�¯ �{� ¥O¬ �6¤{ ����Kªk�Kª =  @�K¤��K�@� ¥ ���9��� ± Ã ± ç 3 Ì �4£�£ 1 � ± � ¦\� ¬{1 °F� lσn (E∗i )
lσn (c∗) ≤ K lsn (Ei)

lsn (c) −→ 0 ± ç 3 Â 0 �Fæ ÃDÄ�¦
εnlσn(c∗)

��� § � ¯ �{�[�4� ± ¾ ¬ �4 ��4ª«�K @�u � ¬�1 °F�
εnlσn(E∗i ) −→ 0 ±u¾ ¬ ��� ¡ �K� ¥   1 �[� ¡B¥ � ¥/¬ ��ª 18¡B¥�¥/¬{1Z¥ Ei ���� �� 1K¨ ��Ë4�4�à��� T

1 �[� ¡ �K� ¡G¨�¯ �[�G� ¥/¬ ��¤{ ����Kª
�Kª =  @�K¤��K�@� ¥ ���9��� ± Ã ±
|~H�| ¿�p�M~M[ÀM[�Ç�K�Z\Z�X³|~HYÈ
¾ �È¤[ ��G°�� ¥/¬ ��µ{ @� ¥ ¤[ ��9¤��4  ¥`3 \� 1  ���³9�K���[³ ¥ ��� ¥/¯ � 3�¥O¬ � § � ¬{1 °M���9 w�Kª ¥/¬ �����G¹ ¯ �4� ¡ � (sn) ± æ^�½� ¡ � (λ̇n)¡ �K�F°F�4 �³K�4� ¦�¯ ¤ ¥ �
�B´ ¥   18¡B¥ ���{³ 1 � ¯[§ ���G¹ ¯ �4� ¡ � ¦  ��£ 143ã1 �@� ¯ £®� ¥/¬{1Z¥®¥/¬ � ¨ � 1 °��4���Kª

λn
 ¬ � ¡O¬ ¬�1 °F�

1  �4��³ ¬9¥ �4¹ ¯{18¨�¥ �
π
�[�^�4���[� ¥ �[�4¤>�4�[�à�K�

n ±uÌ � ¥�¯ ���[�4�{� ¥ � §93 λ(p) ¥/¬ �4��  ¯ �{���K� ±uÌ � ¥ S § � ¥/¬ �
¡ �K�{�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �9ª

∂M − λ(p) ¡ �K� ¥O1 ���[���{³ Ei 1 �[� ¨ � ¥�¯ ���[�G �{�4�[� ¥ � §93
sn
¥O¬ � ¡ �K£®¤ ¨ � ¥ �

¬93 ¤��4  § � ¨ � ¡ £�� ¥  @� ¡ ���{� ¯[¡ �4�6�K�
S
§F361�¬ �K£��4�K£��K �¤ ¬ ���@£

hn : M → N(ρn)
1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ �

σn ± æM��� ¡ �
Ei
���x �� 18¨ �½Ë4�4�����

T
¦ � ¥ � ¨ �4�{³ ¥/¬È¥ �4�[�{� ¥ �-���Mµ��[� ¥`3 ± æ^� (sn)

���x�[� ¥ § � ¯ �[�[�G�È��� ¾ �G� ¡O¬ £7É ¨�¨ �4 ��@¤ 18¡ � ± ç 3Â 0 �Fæ ÃDÄ�1 � ¯[§ ���G¹ ¯ �4� ¡ ���9ª
(sn)

¥ �4�[�{� ¥ � 1 � 18¡B¥ ���K�¢�Kª
π1(S)

�K� 1
Λ © ¥  ��4� TL ±U¾ ¬ � §�1 �@� ¡ ¤[ ��K¤>�4  ¥`3�Kª

TL
��� ¥/¬{1Z¥ ª«�K  1 � 3é¥ \�à�@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4�¸³9�4���[�G��� ¡ �

c1, c2
� ¯[¡O¬é¥/¬�1Z¥

lsn(c1) −→ ∞ ¦ \� ¬�1 °F�

ÃG7



limn−→∞
lsn (c2)
lsn (c1) =

δTL
(c2)

δTL
(c1) ± ç 3 Â 0 � â Ä�¦K¥/¬ ��� 18¡B¥ ���9�È����� ¯{1K¨M¥ � 1 Λ © £�� 1 � ¯  ��G� ¨½1 £���� 1Z¥ ���K� L ±�º � ¥/¬ ���¡ �K� ¥ �B´ ¥Z¦ \� ¬�1 °F� ¥/¬ ��ª«� ¨�¨ �GU���{³�°F�4 ��@���K�6�Kª ¥O¬ � ¡ �9� ¥ ��� ¯ � ¥`3�¥O¬ �4�K @�4£ Á �@�4� ¥/¬ ��¤[ ��^�Kªo��� 1 ¤[¤>�4�[�{�R´ Ç ±

ï-ðrñ�ò�óZñ^ôËÊ¢ö&õ�ö�÷ Î4Ñ
(sn) ø Î�Ö�ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î�ÏjÜ�Ô@Ï8Ð�ù>×�Î4ÑmÎ�ÞFØOù[ÎDÒ ø ÏK×dÓÕÔ�Ð�Î4Ñ&ÒBÓÕÔBß�ÏjÜ�Ù*Ú{Ó�ÑmÎ�ÖKÒ@Î@ÖÈÏ8Ú2Ö�ßOÝ^Ò�ÜDÖFÔ/Î

S
ÑmÎDÚ�úKÓ«Ú�Í�Ñ�Ï�Ö

Λ
ümÐÈÎ@Ö�ßBÝ^Ò@Î@ú�×fÖ8Ð�Ó«Ú�ÖKÑ&Ó&Ï8Ú

L
Ö8Ú�ú�×�Î4Ñ

(λn) ø Î�Ö�ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î�ÏjÜ�Ð�Î/Ö�ßOÝ^Ò@Î/ú®ÍFÎ/ÏGú�ÎOßBÓÕÔ�×fÖ8Ð�üÓ«Ú�ÖKÑ&ÓÕÏ8Ú[ß�ßBÝ{ÔBÞ
Ñ�ÞMÖKÑ
(λ̇n)

Ô@Ï8Ú��8ÎDÒÕÍ�ÎBß�Ñ�Ï(ßDÏ8ÐÈÎ
λ̇ ∈ ML (S)/R

ÖKÚ�ú(ßBÝ{ÔBÞ
Ñ�Þ^Ö9Ñ
lsn(λn)

Óêß ø Ï8Ý^Ú�ú�Î@ú ÿ� Þ[ÎDÚ |λ̇| ú9ÏZÎBß�Ú�ÏKÑ�Ó«Ú�ÑmÎDÒOß4Î/Ô4Ñ |L | Ñ&Ò�ÖKÚ[ß�8ÎDÒ/ß4Î4×dØ ÿ
æM��� ¡ �

lsn(λn)
��� § � ¯ �{�[�4� ÁÕÌ �4£®£ 1 � ± z ÇB¦ � ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ¥/¬{1Z¥ |λ̇| �{���4���[� ¥ ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ |L | ¥   1 �[�j°F�G ��@� ¨R3 ±æ^��� ¡ �

Ei
���� �� 18¨ ��Ë4�4�����

T
¦ \� ¬{1 °F�

lsn(Ei) −→ ∞ ± ç 32¥/¬ � ¡ �K�[� ¥   ¯{¡B¥ ���K���Kª ¥O¬ � Λ © ¥  ��4� T
¦ì¥/¬ ���

��£®¤ ¨ ���4� ¥/¬{1Z¥
δL (Ei) > 0 ±�¾ ¬ �4 ��4ª«�9 �� ¦9§93 � ¨½1 ��£ 5 ± ÃK¦ |L | ¡ �K� ¥B1 ���[� Ei 1 �[� 1Z¥�¨ � 1 � ¥ �9�[� ¨ � 1 ª��@¤[��  1K¨ ���[³¥ �G 1  ��

Ei ±"º ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ¥/¬�1Z¥ 0 < δL (Ei) < δL (c)
¦[¬ �4� ¡ ��\� ¬{1 °F� lsn (Ei)

lsn (c) −→ 0 ±
¾ ¬ �x��� ¡ �K�[��¤[ ��9¤��4  ¥p3 U� ¨�¨^¡ �K£®�xª« @�K£ ¥O¬ ��ª 1K¡B¥o¥/¬�1Z¥ c ¡G1 � § � ¡4¯^¥ ��� ¥ � 1   ¡ �oU� ¥/¬�§ � ¯ �[�[�G� § �4�{�[���[³£®� 1 � ¯  �� 1 �[� ¯ � § � ¯ �[�{�4� ¨ �4�[³ ¥O¬ ±

� �	�Rd�ôj5ìö6Ììö k ÏKÒ�Ö8Ú{Ø®ßGÎ@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î-ÏjÜ�ÖKÒ@ÔBß κn ⊂ c ý"Ó�Ñ�Þ lim
∫
κn
dλn > 0

��ý�Î�Þ^Ö��8Î
lsn(κn) −→∞ ÿ

f Ò�ÏbÏjÜ ÿ É � 1  ���³K�K���{³ ¥ � ¡ �K£�¤ 1  @� ¥O¬ � § � ¬�1 °M���K w�Kª ¥/¬ ���@�4¹ ¯ �4� ¡ �4� (sn)
1 �{�

(λn)
�[� 1  

λi ±�Ì � ¥ λ′ § �¥/¬ �� ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ �R°F�-�Kª
λ̇
¨R3 ���{³È���

P(M) ±wº ª Ei ��� 1�¨ � 1 ª��Kª λn ¦{¥/¬ �4�¢� ¥ �w\�4��³ ¬9¥ ��� λn ¡ �9�9°F�4 �³9�4� ¥ �� ¥ ��\�4��³ ¬F¥ ���
λ′ ± æ^��� ¡ � lsn(Ei)

¥ �4�{�[� ¥ � ∞ 1 �[�
lsn(λn)

��� § � ¯ �{�[�4� ¦ \� ¬{1 °F�
Ei 6⊂ |λn|

ª«�K  ¨½1  @³K�
n ±

Ì � ¥�¯ � ¡ �K�[�@���[�G  1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ ��� ¯{¡O¬6¥/¬{1�¥ (|λn|)
¡ �K�F°F�4 �³K�G� ¥ ���@�K£®�-³K�G���[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�

L′
���

¥/¬ � '�18¯ ���{�K jÊ ¥ �K¤>� ¨ �K³ 3 ±�Ì � ¥ V (Ei)
§ � 1 � 1 �{� ¯[¨ê1  ��{�4��³ ¬�§ �K  ¬ �^���2�Kª

Ei ± ç 3 � ¨½1 ��£ 5 ± 5^¦ \� ¬�1 °F�
Ei ⊂ L′ ±k¾ ¬ �4 ��Gª«�K �� ¦ ª��K  ¨½1  �³9� n ¦ V (Ei) ∩ |λn|

��� ¥O¬ � ¯ �{���K�2�Kª��[���Õèp�K��� ¥ �@�4³K£®�4� ¥ �xèp�K���[�½�[³ ¥/¬ � ¥ \�
¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �"�Kª

∂V (Ei)
1 �[� ¥/¯  ��[���{³ 1�¨ � ¥ �Kª ¥ ��£®�G� ¥ �G 1  ��

Ei Á �@�4�xµ{³ ¯  @� ÃbÇ ± ç 3 � ¨½1 ��£ 5 ± � ¦  � ¬�1 °F�

c

λi

λn

xn

yn

κn

cxnyn

� ��³ ¯  @� Ã Û_= � ¡B¥O¯  ����Kª V (λi)

i(λn, Ei) −→ 0 ±�¾ ¬ �G ��4ª«�K @� ¥/¬ � ¥ � ¥O18¨ \�4��³ ¬F¥ �Kª ¥/¬ � ¥   1 �{�p°��4 ��@�®£�� 1 � ¯  �� ¡G1  @ ����4� §93 |λn| ∩ V (Ei)¥ �4�{�[� ¥ �
0 ±

Ì � ¥ κn ⊂ c § � 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ � �9ª��@�4³9£®�4� ¥ �*� ¯[¡O¬�¥O¬{1Z¥ lim
∫
κn
dλn > 0 ± æ^��� ¡ � c∩|λ̇| ⊂ Ei ¦ � ¥ ª�� ¨�¨ �GU�ª« ��9£ � ¨½1 �½£ 5 ± � ¥/¬�1Z¥ ∫κn−V (Ei)

dλn
¥ �4�{�[� ¥ �

0 ±-¾ ¬ �4 ��4ª«�K @��� ¥ ����� ¯ % ¡ ���4� ¥k¥ ��¤{ ��G°F�È� ¨½1 ��£Í� ± w ª«�K 
κn ⊂ V (Ei) ± É ��£ 143�18¨ �@� 1 ��� ¯ £®� ¥O¬{1Z¥ ∂κn ⊂ |λn| ± æ^� ∂κn ¨ ���4�\��� |λn| ∩ c 1 �{� κn ����\� ¨�¨ �[�Dµ��[�4�ª«�K  1 � 36¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ £�� ¥  �� ¡ �9�

∂χ<0M Á �@�4� ¥/¬ ���{� ¥ �����(�@� ¡B¥ ���K� Ã ± ÃbÇ ± Æk�R°��4� 1 �(�K ����G� ¥O1Z¥ �½�K�(�Kª c \�
ÃKÃ



�K ��{�4  ¥/¬ ��¤��K��� ¥ �x�Kª
κn ∩λn

§F3®¥O¬ �����{� ¯{¡ �4���K ��[�4  ± ç 3�¥/¬ ��¤[ ��B°[��� ¯ �x�{�4� ¡  ���¤ ¥ ���K���Kª λn ∩V (Ei)
¦ ª«�K 

¨½1  �³9�
n
¦
κn
¡ �K� ¥O1 ���[� 1 � 1   ¡

κ′n
� ¯{¡O¬�¥/¬{1Z¥ ∫

κ′n
dλn ≥

R
κn

dλn

3

1 �{�-� ¯{¡O¬�¥/¬{1Z¥*1 � 3 ¤��9��� ¥
xn
�Kª
κ′n∩λn

���
èp�K���{�4� ¥ � 1 ¤��K��� ¥

yn > xn
�Kª
κn∩λn

§93®1 � 1   ¡
]xn, yn[⊂ λn−κn ± � �R´ n 1 �{� ¡ �K�{�����{�4  1 ¤>�K��� ¥ xn ���

κ′n∩λn
1 �[� ¥/¬ � 1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �G�È¤>�K��� ¥

yn ±"Ì � ¥ cxnyn �[�4�{� ¥ � ¥O¬ �U�@��£�¤ ¨ � ¡G¨ �K�@�4� ¡4¯  p°F�w ¬ � ¡O¬ ��� ¥O¬ � ¯ �[���K��Kª ¥/¬ � 1   ¡
[xn, yn] ⊂ λn

1 �[�®�Kª ¥/¬ � 1   ¡
κxnyn ⊂ κn

èj�K���[���{³
xn
¥ �
yn Á �@�4�xµ�³ ¯  �� ÃbÇ ±�¾ ¬ ��� ¡4¯  p°�� cxnyn��� ¬ �K£®� ¥ �K¤[� ¡x¥ �

Ei
¦9¬ �4� ¡ �

lsn(cxnyn)
���*³K �� 1Z¥ �4  ¥O¬{1 �

lsn(Ei) ±�º ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ¥O¬{1Z¥ ∀n ¦ ∀xn ⊂ κ′n∩λn ¦ \�¬{1 °��
lsn([xn, yn]) ≥ lsn(Ei)− lsn(κn) ± æ^��� ¡ � lsn(λn) ≥ (

∫
κ′n
dλn) inf{lsn([xn, yn]) |xn ⊂ κ′n ∩ λn}

¦
\� ¬{1 °F�

lsn(λn) ≥ (
∫
κ′n
dλn)(lsn(Ei)− lsn(κn)) ±�¾ ¬�¯ � ¦ \� ¬�1 °F� lsn(κn) ≥ lsn(Ei)− 3R

κn
dλn

lsn(λn) ±æ^��� ¡ �
lsn(Ei) −→∞

1 �[�
lsn(λn)

��� § � ¯ �{�[�4� ¦  ��³K� ¥
lsn(κn) −→∞ ±

Ì � ¥ 0 < ε < i(c,λ′)
2 ±�º ¥ ª«� ¨�¨ �GU�kª« @�K£ ¥/¬ ���[�4� ¡  @��¤ ¥ ���K�2�Kª

λn ∩ V (Ei)
¥/¬�1Z¥b¦ ª«�9  ¨½1  @³K�

n
¦ \��£ 143

�[�R°[���[�
c
��� ¥ � b i(c,λn)

ε c �@�4³K£��4� ¥ � κjn � ¯[¡O¬ ¥/¬{1�¥ ∀j ≤ b i(c,λn)
ε c ¦ \� ¬{1 °F� ε ≤ ∫

κjn
dλn < 2ε ± ç 3� ¨½1 ��£Î� ± w ¦ ∀j ¦ lsn(κjn) −→ ∞ ± Æk�R°��4� ε � ¯{¡O¬u¥O¬{1Z¥ 2ε ≤ π

3

¦�¨ � ¥
cn
§ � ¥/¬ � ¯ �[���9���Kª ¥/¬ ��³K�G���[�4�@� ¡

�@�4³K£��4� ¥ ���Kª
(M,σn)

èj�K���[���{³ ¥/¬ �\°��4  ¥ � ¡ �G���Kª ¥/¬ �U�@�4³K£®�G� ¥ �
κjn ±�² ¡ �9�[�@�4¹ ¯ �4� ¡ �U�Kª ¥O¬ �U� ¨ ��³ ¬9¥x§ �4�{�[���{³Ì �4£®£ 1 �9ª Â Ì � ÃDÄ Á Â Ì � ÃK¦ Ì �4£�£ 1 ²-± ÃDÄ«Ç ��� ¥/¬�1Z¥ ∃Kε > 0
� ¯[¡O¬¢¥O¬{1Z¥b¦

lsn(c) ≤ Kεlσn(cn) ± 0 �K ��4�G°��4  ¦§93�¥/¬ �-Æ 18¯ �@� © ç �9�[�[� ¥ ª«�K �£ ¯[¨½1M¦{¥/¬ ��³K�4���{�4�@� ¡�1   ¡ � ¡ �9£®¤��9�����{³ cn ¬{1 °F����� ¥ �4 ����K  1 �{³ ¨ �4��³K �� 1Z¥ �G  ¥/¬{1 �
π − 2π3 = π

3 ± ' �4� ¡ � ¥/¬ � ¡4¯  p°F� cn ��� ¥/¬ � ¯ �{���K�¿�Kª\�@�4³9£®�4� ¥ �� ¬ � ¡O¬à1  �� ¨ �K�[³K�G  1 �[� ¨ �K�[³K�G  Á U� ¥/¬ ��4�@¤>� ¡B¥®¥ � ¥/¬ ��£�� ¥  �� ¡ �
σn
Ç�1 �[� ¬{1 °��¼��� ¥ �4 @���K  1 �[³ ¨ �G�®³K @� 1Z¥ �4  ¥/¬{1 � π

3 ± º � ¥O¬ ���®�@� ¥O¯{1Z¥ ���K� ¦ � ¥ ��� 1¡4¨½1 �@�@� ¡G18¨  ��4� ¯[¨R¥ Á �@�4� Â â ¥ � Ä ª«�K ��B´ 1 £�¤ ¨ � ÇU¥O¬{1Z¥ ∃K ′ε � ¯[¡O¬2¥/¬�1Z¥ \� ¬{1 °F� lσn(cn) ≥ K ′εlσn(c∗) ±�¾ ¬�¯ �¥O1 á^���[³
K = K ′εKε

3 ��� ¨ �[� ¥/¬ ����� ¡ �K�[��¤[ ��9¤��4  ¥`3 �Kª Ì �G£®£ 1 � ± � ±"¾ ¬ ��� ¡ �K� ¡4¨½¯ �[�4� ¥O¬ ��¤{ ����Kª��Kª Ì �4£�£ 1� ± � ± �

|~H*Ï Ð¨M-]_Q"`�p4Ñ_Ts`�SYM-]ÒM[
L

Ì � ¥ S § � 1�¡ �9�[�[� ¡D¥ �4� ¡ �K£®¤>�K�[�G� ¥ �Kª ∂χ<0M ± � �R´ n 1 �{� ¡ �9�[�@���[�4  1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ � (νk)
�Kª�\�4��³ ¬9¥ �G�

�@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  p°F�4� ¡ �K�F°F�4 �³K���{³����
ML (S)

¥ �
λn ∩ S ±�¾ ¬^¯ ��\� ¬{1 °F� lsn(νk) −→ lsn(λn ∩ S) ±æ^��� ¡ �

lsn(λn)
��� § � ¯ �[�{�4� ÁÕÌ �4£®£ 1 � ± z ÇB¦^¯ �@���[³ 1 �[� 1 ³K�K� 18¨ �B´ ¥   18¡B¥ ���9� ¦ �K�[� ¡ �K�[� ¥   ¯{¡B¥ � 1 ���G¹ ¯ �4� ¡ ���Kª\�4��³ ¬F¥ �4���@��£�¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4��³K�4���{�4�@� ¡ �

(νn)
� ¯{¡O¬È¥/¬{1Z¥

lsn(νn)
��� § � ¯ �[�[�4� 1 �[� ¥/¬{1�¥

(ν̇n)
¥ �4�[�{� ¥ �

λ̇∩S ±
¾ �(�@��£®¤ ¨ ��ª 3u¥/¬ �Èª«�K @£ ¯[¨½1 � ¦ \�®U� ¨½¨�1 ��� ¯ £®� ¥/¬{1Z¥ \� ¬{1 °F� lsn(νn) ≤ lsn(λn)

1 �{�
i(νn, ∂

′S̄(λi)) ≤
i(λn, ∂

′S̄(λi))
ª«�9  1 � 3(¡ �K�{�[� ¡D¥ �4� ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥

λi
�Kª
λ Á ¥/¬ ��� ¡G1 � § � 18¡O¬ ���B°F�4� §93 £ ¯{¨R¥ ��¤ ¨R3 ���[³ νn §931�¡ �K�9°F�4�{���4� ¥�¡ �K�[� ¥O1 � ¥

Cn < 1
U� ¥/¬

Cn −→ 1
Ç ±

Ì � ¥ λi § � 1 �¿�� �  1Z¥ ���K� 18¨�¡ �K£�¤��9�[�4� ¥ �Kª λ̇ 1 �{� ¨ � ¥ S(λi)
§ � ¥/¬ �È� ¯  �ª 1K¡ �È� ¥ �4£ §   18¡ �G� ± É ��U� ¨�¨¡O¬{1 �[³K�

νn ∩ S(λi)
1 ��� ¬ �GU�À���
µ{³ ¯  �� 5 ±�¾ ¬ ����U� ¨�¨"3 ��� ¨ � ¥/¬ ���@�4¹ ¯ �G� ¡ �È�Kª�\�4�½³ ¬9¥ �4�À£ ¯{¨R¥ � © ¡G¯  p°F�G�

(γin)
¥/¬{1Z¥w1 ¤{¤�� 1  ��x��� Ì �4£�£ 1 � ± 3 ±"¾ ¬ ��� ¡ �K�[� ¥   ¯[¡B¥ ���9��� 1 �@� ¨R3 ¤{ ��G°M���{�4� ¥/¬ � ¡ �K� ¥  �� ¨ �K� lsn(γin)

¥/¬{1�¥ �½�
�[�G�4�[�4����� Ì �G£®£ 1 � ± 3 §{¯^¥ \� ¬�1 °F� ¥ � ¥O1 áK� ¡G1  �� ¥ ���4�[� ¯  �� ¥/¬{1Z¥ γin �{���4�x�[� ¥\¡ �9�9°F�4 �³9� ¥ � ¥O¬ � ¥  @�R°M� 18¨£®� 1 � ¯  ��4�6³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K� ±

Ì � ¥k¯ ���B´ ¥   18¡B¥�1 � ¯[§ ���G¹ ¯ �4� ¡ �-� ¯[¡O¬6¥/¬�1Z¥ |ν̇n| ¡ �K�9°��4 �³K�4� ¥ ���@�K£®�-³9�4���[�G��� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K� N ± ç 3� ¨½1 ��£ 5 ± 5^¦ |λ̇| ⊂ N ± º ¥ ª�� ¨�¨ �GU� ¥/¬�1Z¥ k = N ∩ S(λi)
��� ¥/¬ � ¯ �[���K�¶�Kª

λi
¦ �9ª�����£�¤ ¨ �¢³9�4���[�G��� ¡ �

1 � 3 £�¤ ¥ � ¥ � ¡�¥ �
λi
1 �{�2�Kª�����£�¤ ¨ � ¬{18¨ ª © ³K�4���{�4�@� ¡  ¬ � ¡O¬u¬{1 °F� 1 �2�G�[�[¤>�K��� ¥ �½� ∂′S̄(λi)

1 �[�( ¬ � ¡O¬
1  ��
1 � 3 £�¤ ¥ � ¥ � ¡È¥ �

λi ±ÀÌ � ¥ c ⊂ S(λi)
§ � 1 �@��£�¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  j°F� ±À² � 3à¨ � 1 ªU�Kª N ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ ���[³

S(λi)��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ �
c ±"¾ ¬ �4 ��4ª«�K @� ¥/¬ �4 ������ 1�¥   1 ��� ¥   1K¡ á Á �� ¥/¬ �@���{���[³K� Ç τ ⊂ S̄(λi)

� ¯[¡O¬�¥O¬{1Z¥ Û
© τ £®�½�[��£ 18¨½¨R3�¡b1  � ����4� N ∩ S(λi)

¦ � 1 £®� ¨R3
N ∩ S(λi) ⊂ τ 1 �[�¼� 1K¡O¬¼§   1 � ¡B¬ �Kª τ ¡G1  � ����G� N ë

© τ ¬{1 � �K�{���jU� ¥O¡O¬ A ⊂ c 1 �[� ¥/¬ �� @�4£ 1 �½�[���[³��K�[�4� ¨ ������� ∂′S̄(λi) Á ¥/¬ � 3�¡ �K � @�4�@¤��K�{� ¥ �®�@���{���[³K� Ç ë
© 1 � 3¼¥ \� 1   ¡ � k1, k2 ⊂ k − A � ¯{¡O¬6¥/¬�1Z¥

k̄1 1 �[� k̄2 1  �������� ¥ �K¤[� ¡  �� ¨½1Z¥ �R°F� ¨R36¥ � A ∪ ∂′S̄(λi)
¨ �������

¥/¬ ��� 1 £��� @� ¡B¥O1 �{³ ¨ ���9ª
τ ±

æ ¯[¡O¬(1�¥   1 ��� ¥   18¡ á�£ 143¼§ � ¡ �K�[� ¥   ¯{¡B¥ �4�6��� ¥/¬ ��ª«� ¨�¨ �G����[³® 143 ±xÌ � ¥ τ ′ ⊂ S̄(λi)
§ � 1�¥   1 ��� ¥   18¡ á

Á U� ¥/¬ �@���[���[³9� Çw¡G1  �  3 ���[³ N ∩ S(λi)
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¨ �½�4�U�½�

c
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kn

x1
x2 x3 x4

� ��³ ¯  �� 5 Û �x�K�[� ¥   ¯[¡B¥ ���[³ 1 £ ¯[¨R¥ � © ¡4¯  j°F��ª« @�K£ kn

�jU� ¥/¡O¬ �4� ¨ ���6���
∂′S̄(λi) Á ���G� Â ç � ÃDÄ �K  Â â ¥ � Ä ª«�K  ¥O¬ � ¡ �K�{� ¥   ¯{¡B¥ ���K� �Kª τ ′ Ç ±¸Ì � ¥ b1 1 �{� b2 § � ¥ \�§   1 � ¡O¬ �4�k�Kª

τ ′
¡ �9� ¥O1 ���{���[³ ¥ \� 1   ¡ �

k1 ⊂ k ∩ b1
1 �{�

k2 ⊂ k ∩ b2
 ¬ � ¡O¬
1  ����½��� ¥ �K¤[� ¡  �� ¨½1�¥ �R°F� ¨R3(¥ �

A ∪ ∂′S̄(λi) ±�¾ ¬ �4 �� 1  �� ¥ \� 1   ¡ � κ1, κ2 ⊂ A ∪ ∂′S̄(λi)
� ¯[¡O¬¼¥/¬{1�¥

k1 ∪ κ1 ∪ k2 ∪ κ2
§ � ¯ �[�{� 1 �[��� ¡

D ⊂ S̄(λi) ±�Ì � ¥ k3
§ � 1�¡ �K�{�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �Kª

k ∩D ¦�¥O¬ �4� ∂k3
¨ ���4�����

κ1 ∪ κ2 ± æM��� ¡ � κ1
¦
κ21 �{�

k3
1  ���³K�4���{�4�@� ¡�1   ¡ � ¦�¥/¬ � ¥ \�È°F�4  ¥ � ¡ �4���Kª

k3
�[���[� ¥�¨ ������� ¥/¬ ��� 1 £®���@�4³K£®�4� ¥

κi ± ' �4� ¡ � k3
���

���@� ¥ �K¤{� ¡�¥ �
k1
 @� ¨½1Z¥ �R°F� ¨R3¼¥ �

κ1 ∪ κ2 ⊂ A ∪ ∂′S̄(λi) ± # �4¤ ¨½18¡ � k2
§93

k3
1 �{�

b2
§F3�¥/¬ � §   1 � ¡O¬ �9ª

τ ′¥/¬�1Z¥ ¡ �K� ¥B1 ���[�
k3
1 �[�� @�4¤�� 1�¥�¥O¬ ���x�9¤��4  1Z¥ ���K� ¯ � ¥ � ¨

D− (b1 ∪ b2)∩ k = ∅ ±"¾ ¬ �G���B´ ¥ �G�[� ¥/¬ ��ª�� ¨ � 1Z¥ ���K��Kª
b1
1 �[�

b2
¥ � 1 ª«� ¨ � 1Z¥ ���K���Kª

b1 ∪D∪ b2
1 �[�� @�4¤ ¨½18¡ �

b1
1 �{�

b2
§93®¥/¬ ���[�D §   1 � ¡O¬

b1 ∪D∪ b2
¥/¬^¯ �

¡ �K�{� ¥   ¯[¡D¥ �4� ± # �4¤>� 1Z¥ �½�[³ ¥/¬ ���w¤[ �� ¡ �4�@� µ{�[� ¥ � ¨R3 £ 1 � 3�¥ ��£®�4� 3 ��� ¨ �[� ¥O¬ ���[�G���� @�4� ¥   1 ��� ¥   18¡ á τ ±
� �R´

n
¨½1  �³K���4�{� ¯ ³ ¬ �@� ¥O¬{1Z¥ |νn| ∩ S̄(λi)

��� ¡b1  � ����4� §F3
τ
1 �[���[�4�{� ¥ � §93

kn
¥O¬ � ¯ �[���K���Kª ¥ \�

¤ 1   18¨�¨ � ¨�¡ �K¤{���4�-�Kª |νn| ∩ S̄(λi)
¡b1  � ����4� §93

τ ±¼Ì � ¥ d § � 1¼¡ �K�[�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª ∂′S̄(λi) ±�¾ ¬ ���� ¥ �4³K�4 
](d∩kn)

�����B°F�4� ± � ¬ ���9��� x1
� ¯[¡O¬®¥/¬�1Z¥  ¬ �4�

x1, x2, ..., x2p
1  @� ¥/¬ �w¤>�K��� ¥ ���Kª

d∩kn
�K ��{�4 ��4�

18¨ �K�{³
d
¦M¥/¬ � 1   ¡

[x1, x2p] ⊂ d
èp�K���[���{³

x1
¥ �
x2p

1 �{�¼�[� ¥U¡ �9� ¥O1 ���{���[³
x2
�[���4�w�[� ¥�¨ �������

τ ± � �K w� 18¡O¬
i ≤ p ¦{1 �[� ¥ � kn ¥/¬ � 1   ¡ �Kª d èp�9���[���[³ xi ¥ � x2p+1−i

1 �{� ¡ �K� ¥O1 ���[���{³
[x1, x2p] Á ¡ ª ± µ{³ ¯  ��À� Ç ±# �4¤>� 1Z¥ ���{³ ¥/¬ �����K¤��4  1Z¥ ���K�Àª«�K �� 18¡O¬À¡ �K�[�{� ¡B¥ �G� ¡ �K£�¤��9�[�4� ¥ �9ª

∂′S̄(λi)
��� ¥ �4 @��� ¡B¥ ���[³

kn
3 �½� ¨ �[� 1

ª 1 £�� ¨R3
k′n
�Kª��@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4� ¡G¯  p°F�G� ± Å 18¡O¬6¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �9ª k′n ���U�4� ¥/¬ �4  ¬ �9£®� ¥ �9¤[� ¡k¥ � 1 �@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4�³K�4�^�[�4�@� ¡ �K  ¬ �K£�� ¥ �K¤{� ¡�¥ � 1 ¤��K��� ¥ ±kÌ � ¥�¯ ���[�G�[� ¥ � §93 |γin| ¥/¬ � ¯ �[�½�K�¢�9ª ¥O¬ � ¡4¨ �K�@�4�2³K�4�^�[�4�@� ¡ � ¥/¬^¯ �� §M¥O1 ���[�G� ¦�1Z¥�¥/¬ ���¼¤��9��� ¥ \�u�[� �[� ¥ á^�[�G� ¬ � ¥/¬ �G ��K ��{� ¥ |γin| �����4£�¤ ¥`3 ± ² �@�@� ¡ � 1Z¥ ���[³ ¥ � � 18¡O¬¨ � 1 ªk�9ª |γin| ¥/¬ � ¬{18¨ ª © \�4��³ ¬F¥ �Kª νn 3 ��� ¨ �{� 1 \�4�½³ ¬9¥ �4�¶£ ¯[¨R¥ � © ¡4¯  j°F� γin ∈ ML (S(λi))

� ¯{¡O¬ ¥O¬{1Z¥
lsn(γin) ≤ lsn(νn) + i(νn, ∂

′S̄(λi))lsn(∂′S̄(λi)) ≤ lsn(λn) + i(λn, ∂
′S̄(λi))lsn(∂′S̄(λi)) Á ¥/¬ � ¨½1 � ¥ ��� ©�4¹ ¯�18¨ � ¥`3¼¡ �K£®�G�wª« ��K£ � ¯   1 �@� ¯ £®¤ ¥ ���K�[�w�K�

lsn(νn)
1 �[�6�K�

i(νn, ∂
′S̄(λi))

Ç ±
� �	�Rd�ôj5ìö6Óìö v�Ï�Ô/Ï8ÐUù[Ï8Ú>ÎDÚ�ÑxÏjÜ

k′n −A
Ô@Ö8Ú ø Î�Þ^Ï8Ð�ÏKÑ�ÏOù{Î@ú�Ó«Ú�Ñ�Ï A ÿ

f Ò�ÏbÏjÜ ÿ � �f´ n 1 �[� ¨ � ¥ κ § � 1�¡ �K£®¤>�K�[�G� ¥ �Kª k′n − A ±�º ª κ ��� 1�¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �9ª kn − A ¦>¥/¬ �G�2� ¥ ��� 1³K�4�^�[�4�@� ¡ �@�4³K£®�4� ¥ ± æ^��� ¡ � A ��� 18¨ �@� 1 ³K�4���{�4�@� ¡ �@�4³K£��4� ¥Z¦
κ
¡G1 �u�{� ¥�§ � ¬ �9£®� ¥ �K¤>�4�u��� ¥ �

A ±�º ª κ ����[� ¥ 1-¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª
kn−A

¦ � ¥ ��� ¥/¬ � ¯ �{���K���Kª ¥ \� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �
κ1
1 �[�

κ2
�Kª
kn−A

1 �{���Kª 1 � 1   ¡
κ3
�9ª
∂′S̄(λi)

�{� ¥k¨R3 ���[³����
τ ±�º ª ¥/¬ �4 ��-��� 1 � 1   ¡ κ4 ⊂ ∂′S̄(λi) − (κ1 ∪ κ2)

� ¯{¡O¬6¥/¬�1Z¥
κ1 ∪ κ4 ∪ κ2¡G1 � § � ¬ �K£®� ¥ �K¤��G�6�½� ¥ �

A
¦[¥/¬ �4�

κ1
1 �{�

κ2
1  �� ¬ �K£�� ¥ �K¤[� ¡  @� ¨½1Z¥ �R°F� ¥ �

A ∪ ∂′S̄(λi) ± æ^� κ1
1 �[�

κ2¨ ���k��� ¥/¬ �k� 1 £®� §   1 � ¡O¬
b
�9ª
τ
1 �[�

κ4
¨ ���4� ���

b ± ç 3�¡ �K�[� ¥   ¯{¡B¥ ���K� κ3 6⊂ b
¬ �4� ¡ �

κ1 ∪ κ3 ∪ κ2
¡G1 ���[� ¥

§ � ¬ �K£�� ¥ �K¤>�4�¼��� ¥ �
A ±"¾ ¬ � ¡4¨½1 ��£ ��� ¥/¬�¯ �w¤{ ��G°F�4� ±

� �	�Rd�ôÔ5�ö�õsÕ�ö§� ÞMÎDÒ@Î�ÎyxKÓêßBÑ�ß�Ö�ßBÓ«ÐUù$×fÎ�Ô4×fÏ�ß4Î/ú®ÔDÝ^Ò���Î
c′ ⊂ S(λi)

ßOÝ�ÔOÞÈÑ�Þ^ÖKÑ
i(γin, c

′) ≥ 1
2

∫
Adλ

i ÜDÏ8Ò�×RÖKÒÕÍ�Î
n ÿ

Ã �



f Ò�ÏbÏjÜ ÿU² ��\� ¬�1 °F� 1K¨  �� 1 � 3 �@�4�G�2��� ¥/¬ ��¤[ �� ¡ �4�[���{³�¤[ ����9ª ¦ì1 � 3¢¡ �K�[�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£®¤>�K�[�G� ¥ �Kª k′n − A ���
�4� ¥/¬ �4  ¬ �K£®� ¥ �9¤[� ¡\¥ � 1   1 � ¨ �Kª

τ
�K  ¥ � ¥/¬ � ¯ �{���K���Kª ¥ \��  1 � ¨ � 1 �[�È�Kª 1 �@�4³K£��4� ¥ �9ª

∂′S̄(λi) ±�¾ ¬ �4 @� 1  ��
x1

x2

x6

|νn|

kn

A

k′n

� ��³ ¯  ���� Û"² �¼�B´ 1 £®¤ ¨ ��ª«�K  ¥/¬ � ¡ �K�[� ¥   ¯{¡B¥ ���K�6�Kª k′n
�K� ¨R3 µ��[� ¥ � ¨R3 £ 1 � 3 ¤��K�@�@� § � ¨ � ¥ ���4�xª«�9  ¥O¬ � ¬ �K£�� ¥ �K¤ 3�¡4¨½1 �@�x @� ¨½1Z¥ �R°F� ¥ �

A∪ ∂′S̄(λi)
�Kª�� ¯[¡O¬�1 � 1   ¡ ±�â �¥/¬ ��� ¥/¬ �4  ¬�1 �[� ¦[¥/¬ �4 @� 1  ������Mµ��[� ¥ � ¨R3 £ 1 � 3 ����£�¤ ¨ � ¡4¨ �9���G�(³K�4�^�[�4�@� ¡ �w ¬ � ¡O¬ ¤ 1 �@���[� 1  

A ±\¾ ¬ �4 ��Gª«�K ��\� ¡G1 ��µ{�{� 1�¡4¯  p°��
c′
1 �[� 1 � 1   ¡

A′ ⊂ c′  ¬ � ¡O¬ ��� ¡4¨ �K�@� ¥ � A �@� ¥O¬{1Z¥ �[� ¡ �K£®¤>�K�[�G� ¥ �Kª
k′n−A′

¡G1 �
§ � ¬ �K£®� ¥ �K¤��G�����

c′−A′ ± ç 3 � ¨½1 ��£q� ± Ä ¦ �[� ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �Kª k′n−A′ ¡G1 � § � ¬ �K£®� ¥ �K¤��4����� ¥ � A′ ¦K¬ �4� ¡ ��[� ¡ �9£®¤��9�[�4� ¥ �Kª
k′n − A′

¡G1 � § � ¬ �K£�� ¥ �K¤>�4�2��� ¥ �
c′ ±�º ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ¥O¬{1Z¥ \� ¬�1 °F� i(γin, c) ≥ ∫A′ dνin ±æ^��� ¡ �

A
¨ ���4�U��� ¥/¬ ��� ¯  �ª 1K¡ ���4£ §   18¡ �4� §93

λi
¦ � ¥ �[�^�4�w�{� ¥ ��� ¥ �4 ��@� ¡D¥�1 � 3¼¡4¨ �K�@�4� ¨ � 1 ª��9ª

λ̇ ±*¾ ¬ �4 ��4ª��K �� ¦§93 � ¨½1 ��£ 5 ± � ¦ ∫A′ dνin ¡ �K�9°F�4 @³K�4� ¥ � ∫A′ dλi ± æM��� ¡ � A′ ��� ¡4¨ �K�@� ¥ � A ¦ \� ¬{1 °�� ∫A′ dλi =
∫
Adλ

i 1 �[�
i(γin, c

′) ≥ 1
2

∫
Adλ

i ª«�K  ¨½1  �³9� n ±
æM��� ¡ �

λi
��� ¥ �4 @�@� ¡B¥ �

A
¥   1 �[�j°F�4 @��� ¨R3F¦ \� ¬{1 °F� ∫

Adλ
i > 0 ±xº ¥ ª«� ¨½¨ �GU��ª« ��K£ ¥/¬ � ¡4¨½1 ��£ 1K§ �G°F� ¥/¬�1Z¥b¦

ª«�K  ¨½1  �³K�
n
¦
i(γin, c

′) > 0
¦M¥/¬ �G ��4ª«�K ��

γin
���w�{� ¥ ¥  ��R°[� 18¨ ±

Ì � ¥ d ⊂ S(λi)
§ � 1 ����£�¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  p°�� ± ç 3 � ¨½1 �½£ 5 ± � ¦ i(d, νn) −→ i(d, λ) ± ç 3(¡ �K�{� ¥   ¯[¡B¥ ���K�

i(d, γin) ≤ i(d, νn)
¦w¬ �4� ¡ � ¦U¯ ¤ ¥ �à�B´ ¥   18¡B¥ ���[³ 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � ¦

γin
¡ �K�9°F�G �³K�4�����

ML (∂M)
¥ � 1

£®� 1 � ¯  ��4�È³9�4���[�G��� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�
γi∞ ± æ^�½� ¡ � \� ¬{1 °F� i(γin, c′) ≥ ∫Adνin −→ ∫

Adλ
i > 0

¦9¥/¬ �U£®� 1 � ¯  ��4�
³K�4�^�[�4�@� ¡�¨ê1 £®��� 1Z¥ ���K�

γi∞
���w�{� ¥ ¥  @�R°M� 18¨ ±

Ì � ¥�¯ � ¡ �K�[�@���{�4  1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ ��� ¯{¡O¬
¥/¬�1Z¥ |γin| ¡ �K�9°F�G �³K�4� ¥ � 1 ³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K� Li ��� ¥/¬ �'�18¯ �@�[�K jÊ ¥ �K¤�� ¨ �K³ 3 ±ÈÌ � ¥-¯ ��� ¬ �G ¥O¬{1Z¥
Li
��� 1 �
�B´[¤ 1 �{�����9�
�Kª

λi ± æ^��� ¡ � |γi∞| ¨ ���4����� Li ⊂ S(λi)
¦

Ã4:



¥/¬ ��� �½�w�4¹ ¯ �R° 18¨ �4� ¥w¥ � ¥/¬ ��ª�� ¨�¨ �GU���[³ ¡G¨½1 ��£ ±� �	�Rd�ôj5ìö&õ�õ�ö+� ÞMÎ�Í�Î@ÏGú�ÎBßOÓÕÔ�×fÖ8Ð�Ó«Ú�ÖKÑ&Ó&ÏKÚ |γi∞| ú9ÏZÎBß�Ú�ÏKÑ�Ó«Ú�ÑmÎDÒ/ß4ÎOÔDÑ λi Ñ&Ò�Ö8Ú[ß���ÎDÒOß4Î4×dØ ÿf Ò�ÏbÏjÜ ÿ�Ì � ¥ w(νn)
§ � ¥O¬ �È\�G��³ ¬9¥ �Kª

νn ± æ^��� ¡ ��� 1K¡O¬à¨ � 1 ªU�Kª γn ��� ¬ �K£�� ¥ �K¤{� ¡È¥ � 1¢¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �Kª
k′n

1 �[� ¬�1 � 1 \�4��³ ¬9¥ �4¹ ¯{18¨�¥ �
w(νn)

¦  � ¬{1 °F�
i(γn, νn) ≤ w(νn)

∫
k′n
dνn ± æ^��� ¡ � kn ��� ¥/¬ � ¯ �[���K��Kª ¥ \�ã¤ 1   18¨�¨ � ¨k¡ �K¤[���4�6�Kª |νn| ∩ S(λi)

¦ \� ¬{1 °F� ∫
kn
dνn = 0 ± ¾ �ã� §M¥O1 ��� k′n

¦  � ¬{1 °F� 1 �{�[�4�
¥ �
kn

�@�K£�� 1   ¡ � ¨R3 ���{³2���
∂′S̄(λi) ± æ^��� ¡ � ¥/¬ ����� ¥ �4 ��@� ¡B¥ �½�K�à� ¯ £ § �G -�Kªw� 18¡O¬ �Kª ¥O¬ �4�@� 1   ¡ U� ¥/¬ νn��� ¨ �4�@� ¥O¬{1 �

i(∂′S̄(λi), νn)
¦ \� ¬{1 °F� ∫

k′n
dνn ≤ ](|νn| ∩ ∂′S̄(λi))i(∂′S̄(λi), νn) ± ¾ ¬�¯ ��\� ¬�1 °F�

i(γn, νn) ≤ w(νn)](|νn|∩∂′S̄(λi))i(∂′S̄(λi), νn) = i(∂′S̄(λi), νn)2 ± ç 3 � ¨½1 ��£ 5 ± � ¦ i(∂′S̄(λi), νn) −→
0
¦{¬ �4� ¡ �

i(γin, νn) −→ 0 ±
º ¥ ���w� 1 � 3 �[�G ¥ � ¡ �9� ¡4¨�¯ �[� ¥/¬�1Z¥ |γi∞| �[�^�4�w�[� ¥ ��� ¥ �4 @�@� ¡B¥ λi ¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¨R3 ±
g �K���{³ ¥/¬ ��� ¡ �K�[� ¥   ¯[¡B¥ ���9��ª«�K �� 1K¡O¬ �� @  1Z¥ ���K� 18¨M¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �9ª λ 1 �[� 1 �[�[���{³ ¥/¬ �  ��4� ¯[¨R¥�¥ � ¥/¬ � ¡4¨ �K�@�4�¨ � 1 °F�G�U�Kª

λ
3 ��� ¨ �[� 1 ³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�

L
�D´M¤ 1 �{�[���{³

λ
 ¬ � ¡B¬ � 1Z¥ ����µ{�G� ¥/¬ � ¡ �K�{�[� ¥ ���K�{�U�Kª Ì �4£�£ 1� ± 3 ±

Ö × �>� Ø�B"�$��B_E�E � �
bCC

�U�-�
bR

Ì � ¥ M § � 1�¡ �K£�¤ 18¡D¥ �K @���4� ¥O18§{¨ � ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ � © £ 1 �[��ª«� ¨ � ¦�¨ � ¥ (σn)
§ � 1 �@�4¹ ¯ �G� ¡ �®�Kª�³9�4�K£®� ¥  �� ¡G18¨�¨f3

µ{�{� ¥ ��£®� ¥  �� ¡ �\�K�
int(M)

1 �[� ¨ � ¥
λn ⊂ML (∂M)

§ � ¥/¬ � § �4�{�[���[³�£�� 1 � ¯  ��G��³9�4���[�G��� ¡k¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�
�Kª
σn ±�º � ¥O¬ �È¤[ ��D°M��� ¯ �-�@� ¡B¥ ���9� ¦ \� ¬{1 °F�È� ¬ �GU� ¥/¬{1Z¥ ��ª λ̇n ¡ �K�F°F�4 �³K�G� ¥ � λ̇ ��� P+(M)/R

¦r¥/¬ �4�
¥/¬ �4 ��®�½� 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ �

ρn : π1(M) → Isom(H3)
�Kªx ��4¤{ ��4�@�4� ¥O1�¥ ���K�[� 1 ���@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ �

(σn)
� ¯[¡O¬u¥/¬�1Z¥-1

� ¯[§ ���G¹ ¯ �4� ¡ ���Kª
(ρn)

¥ �4�[�[� ¥ � 1  ��G¤[ ��4�@�4� ¥O1Z¥ ���K�
ρ∞ : π1(M)→ Isom(H3) ± ç 3 Â < �K  Ä�¦ ρ∞ ���x�{��� ¡  �� ¥ �

1 �{�
ª 1 � ¥O¬ ª ¯{¨ ±�, �B´ ¥b¦ \� 1  ���³K�K���{³ ¥ �¼� ¬ �G ¥O¬{1Z¥
ρ∞

����³9�4�K£®� ¥  �� ¡G18¨�¨f3 µ{�[� ¥ � 1 �{� ¡ �K @ ��4�@¤��9�[�[� ¥ � 1
£®� ¥  �� ¡

σ∞
�K� ¥O¬ ����� ¥ �4 @���K k�Kª

M ± � ��� 18¨�¨R3 \�-U� ¨�¨ � ¬ �G ¥/¬�1Z¥�1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ ���Kª
(σn)

¡ �K�9°��4 �³K�4� ¥ �
σ∞

1 �{� ¡ �K� ¡4¨�¯ �{� ¥/¬�1Z¥
bR

���w¤[ @�K¤��4  ±
Ì � ¥k¯ �Uµ{ @� ¥ áK�4�G¤ 1 ¤ 1   ¥�¥/¬ � ¡G¨ �K�@�4� ¡4¯  p°��4���Kª ∂M ¥O¬{1Z¥k¬{1 °F� ¨ �4�[³ ¥O¬ � ¥ �G�[�[���{³ ¥ �

0
¦ ��� ¥/¬ �-� 1 £®�

 14361 �w��� Â ç � â Ä ±
� ñ^ôÀôL�W:rö&õ�ö;Å ù¿Ñ�Ï(Îyx9Ñ&Ò�ÖFÔ4Ñ&Ó«Ú�Í6Ö�ßOÝ ø ß4Î/þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î�\Ñ�Þ[ÎDÒ@Î�Óêß�Ö�Ð�ÝM×RÑ&Ó«ü�ÔDÝ^Ò���Î L0 ⊂ ∂χ<0M

ý"Ó�Ñ�Þ¢Ñ�ÞMÎ�Ñ&ý�Ï
ÜDÏK×�×fÏ8ý"Ó«Ú�Í�ù�Ò�ÏBù[ÎDÒDÑ&ÓÕÎBß7�
ü�Ù�Ú{Ø�Ô@Ï8Ú{Ú>Î/Ô4ÑmÎ@ú¼Ô@Ï8ÐUù[Ï8Ú>ÎDÚ�Ñ

c
Ï�Ü
L0 ß4ÖKÑ&Óêß«ÙxÎBß lsn(c) −→ 0 


ü 1 Ü c ⊂ ∂χ<0M
Óêß�Ö¼ßOÓ«ÐUù$×�Î�Ô4×fÏ�ß4Î@ú2ÔDÝ^Ò��8Î®ý�ÞFÓÕÔBÞ2Óêß�Ú�ÏKÑwÓ«ÚàÑ�ÞMÎ�Þ^ÏKÐ®ÏKÑ�ÏBù�Ø¢Ô4×fÖ�ß/ß�ÏjÜ�Ö8Ú{Ø¢Ô/Ï8Ú{Ú>Î/Ô4ÑmÎ@ú

Ô@Ï8Ð�ùMÏKÚ�ÎDÚ�ÑÈÏjÜ
L0 ��Ñ�Þ[ÎDÚ Ñ�ÞMÎ2ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>ÔOÎ lsn(c)

Óêß ø Ï8Ý^Ú�ú�Î@ú¼ÜOÒ�Ï8Ð ø Î4×fÏ8ý ø Ø ÖàßDÑ&ÒOÓÕÔ4ÑÕ×dØ¢ù[Ï�ßOÓ�Ñ&Ó	�8ÎÚ{Ý^Ð ø ÎDÒ.ÚpúFÎ`ù[ÎDÚ�úKÓ«Ú�Í�Ï8Ú c � ÿ
f Ò�ÏbÏjÜ ÿ æ^�4� Â ç � â ¦ Ì �4£�£®� Ã 3 Ä ±

º ¥ �� ¨�¨ ª«� ¨�¨ �G¸ª« ��K£ ¥/¬ � ¡ �K� ¥ ��� ¯ � ¥`3 �Kª
bR Á Â Ì ��� Ä«Ço¥/¬�1Z¥ L0 ���*�½��ª 18¡B¥*¥/¬ � ¯ �[���K���9ª ¥/¬ � ¡4¨ �K�@�4� ¨ � 1 °F�4��Kª

λ′
U� ¥/¬¢1 \�4��³ ¬9¥ �4¹ ¯�18¨ì¥ �

π ± � �K  ¥/¬ ��£®�K£®�G� ¥b¦�¨ � ¥�¯ ��è ¯ � ¥ � ¬ �G ¥/¬{1�¥
L0 �[���G�U�{� ¥ ��� ¥ �G ��@� ¡B¥ |λ̇|¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¨R3 ±� �	�Rd�ôÛ:rö*)$ö?� Þ[Î�Ð�ÝM×RÑ&Ó«ü�ÔBÝMÒ�8Î

L0 úFÏbÎBß�Ú�ÏKÑ�Ó«Ú�ÑmÎDÒOß4Î/Ô4Ñ |λ̇| Ñ&Ò�Ö8Ú[ß�8ÎDÒ/ßGÎD×dØ ÿf Ò�ÏbÏjÜ ÿ É �U�� ¨�¨ ª�� ¨�¨ �G Â ç � â ¦M¨ �G£®£®� Ã z Ä ±*Ì � ¥ c § � 1-¡ �K�{�[� ¡B¥ �4� ¡ �9£®¤>�K�[�4� ¥ �Kª L0 1 �[� ¨ � ¥ λ′ § � ¥/¬ � ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ �R°F�-�Kª
λ̇
¥/¬{1�¥�¨ ���4�����

P(M) ± º ª c ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ � |λ̇| ¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¨f3�¥/¬ �G�(ª«�K  ¨½1  �³K� n ¦ \� ¬�1 °F�
i(c, λn) ≥ 1

2 i(c, λ
′) Á ¡ ª ± � ¨½1 ��£ 5 ± � Ç ±6º ¥ ª�� ¨�¨ �GU� ¥/¬{1Z¥ c ���-�{� ¥�¬ �K£®� ¥ �9¤[� ¡�¥ � 1(¨ � 1 ª �Kª λn ¦�1 �[�¿���¤ 1   ¥ � ¡4¯{¨½1  

c
���w�{� ¥U¬ �K£®� ¥ �K¤[� ¡k¥ � 1�¡4¯ �@¤¼�Kª

sn ±*¾ ¬ �G ��4ª«�K @� c ��� ¬ �9£®� ¥ �K¤{� ¡k¥ � 1 ³K�4�^�[�4�@� ¡ �Kª sn 1 �[� ¦¯ ¤ ¥ ���B´ ¥   18¡B¥ ���{³ 1 � ¯[§ ���G¹ ¯ �4� ¡ � ¦ \� ¬{1 °F�
lsn(c) → 0 ±w¾ ¬ �4 ��Gª«�K �� c ��� ¥O¬ � ¡ �K ��-�Kª 1È021  �³ ¯[¨ �½� ¥/¯{§ ��Kª

∂M
1 �[�

c
���kª 1  kª« ��9£ ¥/¬ � § � ¯ �{� 1   3 �Kª ¥O¬ ��� ¥/¯[§ � ± æM��� ¡ � i(c, λn) ≥ 1

2 i(c, λ
′) > 0

¦$¥/¬ ������£®¤ ¨ ���4�
¥/¬�1Z¥

lsn(λn)
¥ �4�[�{� ¥ � ∞ ¦[¡ �K� ¥   1 �[� ¡B¥ ���[³ Ì �4£�£ 1 � ± z ±

Ã 3



Ì � ¥ c § � ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �9ª L0 ± æM��� ¡ � c �[�^�4�k�[� ¥ ��� ¥ �4 @��� ¡B¥ λ̇ ∈ P+(M)/R
¦
c
 ��4¤{ ��4�@�4� ¥ � 1 �[�9� ©¥  ��f°M� 18¨ � ¨ �4£®�4� ¥

i∗(c)
�Kª
π1(M) ± æM��� ¡ � ρn ¡ �K�9°F�G �³K�4� ¥ � ρ∞ 1 �[�

lσn(c) ≤ lsn(c)→ 0
¦ � ¥ ª«� ¨�¨ �G�� ¥/¬�1Z¥

ρ∞ ◦ i∗(c)
��� 1 ¤ 1   18§ � ¨ � ¡ ���@�K£®� ¥   3 ±

Ï_H�I Ü?Ý_KÞZ�K«`�p4SUT«Q;S^]±`�Ý_K$o�MaÑ�]PN_Xnp�ß
æ^��� ¡ �

λ̇n
¥ �4�{�[� ¥ �

λ̇
¦[¯ ¤ ¥ ���B´ ¥   18¡B¥ ���[³ 1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � ¦F¥/¬ � ¡4¨ �K�@�4� ¨ � 1 °F�4� �Kª

λn
U� ¥/¬¼1 \�4��³ ¬F¥ �G¹ ¯{18¨

¥ �
π
�{���[� ¥ �[�4¤>�4�[�È�K�

n ±"Ì � ¥x¯ ���{�4�[� ¥ � ¥/¬ �G��  ¯ �[���9� §93 λ(p) ⊂ L0 ±"Ì � ¥ hn : M −λ(p) → N(ρn)
§ �

1�¬ �K£®�4�K£��K �¤ ¬ ���@£ 1 �@�@� ¡ � 1�¥ �4� ¥ �
σn ±"¾ ¬ ��£ 1 ¤ fn = hn ◦ i : ∂χ<0M − λ(p) → H3/ρn(π1(M))

��� 1
¡ �K�F°F�B´¼¤ ¨ � 1Z¥ �4�6� ¯  �ª 18¡ �k ¬ �K�@� § �G�[�[���{³®£�� 1 � ¯  ��G�6³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�(���

λn − λ(p) ± É �kU� ¨½¨ � ¬ �G¥/¬�1Z¥x¥O¬ ���\�@�4¹ ¯ �4� ¡ �k�Kªr¤ ¨ � 1�¥ �4��� ¯  �ª 18¡ �4� ¥ �G�[�[� ¥ � 1 ¤ ¨ � 1�¥ �4��� ¯  �ª 18¡ �
f∞ : ∂M −L0 ±"² �\��� Â ç � â Ä�¦ \�U� ¨�¨ì¥/¬ �G�6���G� ¥/¬{1�¥

f∞
��� 1�¡ �K�[�{� ¡B¥ �G� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª

∂N(ρ∞)
1 �[� ¯ �@� 1�¬ �K£�� ¨ �K³K� ¡G18¨o1  �³ ¯ £®�G� ¥w¥ �

¡ �K� ¡4¨�¯ �{� ¥/¬�1Z¥
ρ∞

���w³K�G�K£®� ¥  �� ¡G18¨�¨R3 µ��[� ¥ � ±
Ì � ¥ S § � 1�¡ �9�[�[� ¡D¥ �4� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª

∂χ<0M − L0 1 �[� ¨ � ¥ Ŝ § � ¥/¬ � ¯ �[�R°��4 �� 18¨U¡ �G°F�4 È�Kª
S ±Æk�R°F�4� 1 �È�����9£®� ¥   3 ª« @�K£

Ŝ
�G�[�[�G\�G�®U� ¥/¬®¥/¬ �w£�� ¥  �� ¡w¨ ��ª ¥ �4�Èª« ��K£

sn
¥ � 1 � ¯[§ �@� ¥ �Kª

H2 ¦9¥/¬ � ¡ �G°F�4 @���[³¥   1 �[�@ª«�K �£ 1Z¥ ���K�{� 3 ��� ¨ �[� 1 �[��� ¡  �� ¥ �\ª 1 � ¥/¬ ª ¯[¨  ��4¤{ ��4�@�4� ¥O1�¥ ���K�
rn : π1(S)→ Isom(H2)

1 ���@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ �
sn ±É �U� 143�¥O¬{1Z¥�¥/¬ �U ��4� ¥  �� ¡D¥ ���K�

sSn
�Kª
sn
¥ �
S
¡ �K�9°F�G �³K�4� 18¨ ³K� §   1 � ¡b18¨�¨R3 ��ª>\� ¡G1 � ¡O¬ ���K�@�U ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ ���K�{�

rn
1 �@��� ¡ � 1Z¥ �G� ¥ � ¥/¬ �

sSn
 ¬ � ¡O¬¼¡ �K�9°F�4 �³9� 1K¨ ³K� §   1 � ¡G18¨�¨R3 ±

� ñ^ôÀôL� :rö65ìö+� ÞMÎ�ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î
(sSn)

Ô@Ï8Ú�Ñ�ÖKÓ«Ú[ß�Ö8Ú
ÖK× Í�Î ø Ò�ÖKÓÕÔ@ÖK×�×qØ�Ô/Ï8Ú��8ÎDÒÕÍKÓ«Ú�Í�ßOÝ ø ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î ÿ
f Ò�ÏbÏjÜ ÿ�Ì � ¥�¯ � 1 �@� ¯ £�� ¥/¬ � ¡ �K� ¥   1   3 ± ç 3ã¥/¬ �(�{�Dµ{�{� ¥ ���K�¶�Kª L0 ¦ lsn(∂S̄) −→ 0 ± æM�
\� ¡G1 � ¯ �@�¥/¬ � ¥O¬ �4�K  3 �Kª Â 0 �Fæ ÃDÄ ± ç 3 Â 0 �Fæ ÃDÄ�1 �{� Â 0 � â Ä�1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ �6�Kª ¥/¬ �¼�@�4¹ ¯ �4� ¡ � (sSn)

¥ �4�[�{� ¥ � 1
Λ © £®� 1 � ¯  ��4�¿³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K� L ± æ^��� ¡ � lsn(λn)

��� § � ¯ �{�[�4� ¦�§93 ¾ ¬ �G�K ��4£ ²�± ÃK¦ |λ̇| �[���4���[� ¥��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ � |L | ¥   1 �{�j°F�4 ��@� ¨R3 ±
� �	�Rd�ôÛ:rö&:rö?� Þ[Î�ßOÝZù9ùMÏKÒBÑxÏ�Ü

L
Óêß�ÖÈÐ�ÝM×dÑ&Ó�üjÔDÝ^Ò��8Î ÿ

f Ò�ÏbÏjÜ ÿU² �@� ¯ £®�®µ� �� ¥�¥/¬{1�¥ |L | ¡ �K� ¥O1 ���[� 1 ���� �  1�¥ ���K� 1K¨*¨½1 £���� 1Z¥ ���9� ±�Ì � ¥ η > 0
¦ �@��� ¡ � |λ̇| �{���4���[� ¥��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ |L | ¥   1 �[�j°F�G ��@� ¨R3F¦G¥/¬ �4 ��*��� 1 �@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  p°F� cη � ¯[¡O¬k¥/¬�1Z¥ i(λ′, cη) ≤ η 1 �{� δL (cη) > 0 ±ç 3 � ¨½1 ��£ 5 ± � ¦ ª«�K  ¨½1  @³K� n ¦ \� ¬�1 °F� i(λn, cη) ≤ 2η ± æM��� ¡ � δL (cη) > 0

¦ì¥/¬ �4�
lsn(cη) −→ ∞ ± ç 3¥/¬ ��� ¨ ��³ ¬9¥�§ �G�[�[���{³ Ì �G£®£ 1[¦ ∃Cη � ¯[¡O¬�¥/¬{1�¥ lsn(cη) ≤ Cηlσn(c∗η) ± æ^��� ¡ � σn ¡ �K�9°F�G �³K�4� 18¨ ³K� §   1 � ¡G18¨�¨R3�¦

lσn(c∗η)
��� § � ¯ �{�[�4� 1 �{� ¥/¬ � ¡b1 �@�®� ¥/¯ �{���4� ¬ �4 ��®�{���4���[� ¥ � ¡4¡4¯   ¦ � 1 £®� ¨R3

L
�[���4���{� ¥�¡ �K� ¥O1 ��� 1 � 3

�� �  1Z¥ ���K� 1K¨ì¨½1 £���� 1Z¥ ���K� ±
Ì � ¥ c § � 1�¡4¨ �K�@�4� ¨ � 1 ª��9ª |L | � ¯[¡O¬¼¥O¬{1Z¥ δL (c) > 0 ± ç 3 Â 0 �Fæ ÃDÄm¦ \� ¬{1 °F� lsn(c) −→ ∞ ± æ^��� ¡ �

|λ̇| �[�^�4�k�[� ¥ ��� ¥ �4 ��@� ¡D¥ |L | ¥   1 �[�j°F�4 @��� ¨R3F¦ \� ¬�1 °F� i(c, λ′) = 0 ± ç 3 � ¨½1 ��£ 5 ± � ¦ i(c, λn)
¥ �4�[�{� ¥ �

0 ±
¾ ¬ �4 ��4ª«�9 �� §93¼¥/¬ �-� ¨ ��³ ¬9¥k§ �G�[�[���{³ Ì �4£�£ 1 Á Â Ì � Ã9¦ Ì �4£�£ 1 ²-± Ã4Ä«ÇB¦�¥/¬ �4 @���D´M��� ¥ � C � ¯[¡O¬6¥O¬{1Z¥ ª«�K  ¨½1  �³K�
n
¦ \� ¬{1 °��

lsn(c) ≤ Clσn(c∗) ±"¾ ¬ ��� 3 ��� ¨ �[� ¥/¬ ��� 1 £®� ¡ �K� ¥   1 �[� ¡B¥ ���K� 1 � ��� ¥/¬ ��¤[ �� ¡ �4�[���{³�¤ 1   1 ³K  1 ¤ ¬ ±
¾ ¬�¯ �wª«�K  1 � 3�¡G¨ �K�@�4� ¨ � 1 ª c �Kª L

¦ \� ¬{1 °��
δL (c) = 0 ±ç 3 � ¨½1 ��£ 5 ± ÃK¦ � ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ¥/¬{1Z¥ |L | ��� 1 £ ¯{¨R¥ � © ¡4¯  p°F� ±

ç 3�¥/¬ � ¡ �K�[� ¥   ¯[¡B¥ ���K���Kª ¥/¬ �
Λ © ¥  ��4� TL

¦G¥/¬ �*���G¹ ¯ �4� ¡ �
sSn
��� § � ¯ �[�[�4�k ¬ �4�� ��4� ¥  �� ¡B¥ �4� ¥ � 1 � 3�¡ �K£ ©¤��9�[�4� ¥ �Kª

S − |L | ± ¾ ¬ �4 ��4ª��K �� ¥/¬ �G �� ���
C1 > 0

� ¯[¡O¬ ¥O¬{1Z¥ ª«�K  1 � 3
n
\� ¬�1 °F�

inf{lsn(c)/ c
��� 1®¡4¨ �K�@�4�6³K�4���{�4�@� ¡ �Kª

S − |L |} > C1 ± ç 3
¥/¬ �È�[�4µ{�[� ¥ ���K�À�Kª L0 ¦o¥/¬ �4 ��È��� C2 > 0� ¯[¡O¬·¥O¬{1Z¥ \� ¬�1 °F�
lsn(c) > C2

ª«�K  1 � 3
n
1 �[� ª��K  1 � 3 ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥

c
�9ª |L | ± æM��� ¡ � |L | ���1 £ ¯{¨R¥ � © ¡4¯  p°F� ¦ \� ¬�1 °F� δL (|L |) = 0 ± ' �4� ¡ � lsn(L )

��� § � ¯ �{�[�4� ª« ��K£ 18§ �G°F� ± º ¥ ª«� ¨�¨ �GU�¥/¬�1Z¥ ∃C3 > 0
� ¯{¡O¬ ¥/¬{1Z¥Z¦ ª«�9  1 � 3

n
¦
inf{lsn(c)/ c

��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ �
L

¥   1 �{�p°F�G ��@� ¨R3 } > C3 ±�, �G \�
¬{1 °��

inf{lsn(c)/ c
��� 1�¡G¨ �K�@�4�¼³9�4���[�G��� ¡ �Kª

S} > min{C1, C2, C3} > 0 ±�¾ ¬ �4 ��4ª«�9 �� ¦ì§93u0¢¯ £�ª«�K ��n�å�
Ì �4£®£ 1 Á ¡ ª ± Â �\Å�Æ ¦ =  ��K¤��9��� ¥ ���K�³� ± 5 ± Ã � Ä«ÇB¦w¥O¬ �2�@�4¹ ¯ �4� ¡ � sSn ��� § � ¯ �{�[�4�¸��� ¥/¬ �u£®��� ¯[¨½1  ���¤ 18¡ � ¦
� 1 £®� ¨R3�¥O¬ �4 �� 1  @�w�[�fÊ>�4�9£®�K �¤ ¬ ���@£®�

ψn
� ¯{¡O¬�¥/¬{1Z¥*¥/¬ �w�@�4¹ ¯ �4� ¡ �

(ψn∗sSn)
��� § � ¯ �{�[�4����� ¥/¬ � 18¨ ³K� §   1 � ¡

¥ �K¤>� ¨ �K³ 3 ±æM��� ¡ � ¥/¬ �� ��4� ¥  �� ¡D¥ ���K�u�Kª
sSn
¥ ��� 18¡O¬u¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �9ª

S − |L | ��� § � ¯ �{�[�4� ¦  ��£ 14321 �@� ¯ £�� ¥/¬�1Z¥
ψn

��� ¥/¬ � ¡ �K£®¤>�K�@� ¥ ���K�6�Kª g � ¬ � ¥ U�½� ¥ � 18¨ �K�[³ ¥/¬ � ¨ � 1 °F�4�U�Kª |L | ±
Ã z



� �	�Rd�ôÛ:rö*�$ö?� Þ[Î�Ú{Ý^Ð ø ÎDÒ�ÏjÜ�Ñ&Ý^ÒBÚ[ß�ÏjÜ�Ñ�ÞMÎ � ÎBÞ�Ú2Ñ&ý"Ó«ßBÑ�ß-Ô@Ï8ÐUù[Ï�ßBÓ«Ú�Í ψn Óêß ø ÏKÝ^Ú�úFÎ@ú ÿ
f Ò�ÏbÏjÜ ÿ � �9  1U¡G¨ �K�@�4� ¡4¯  p°F� c ∈ ∂M 1 �[�

n ∈ N∪{∞} \���� ¨�¨ �[�4�{� ¥ � §93 ρn(c)
¥/¬ � ¡ �9 � ��4�@¤��9�[�[���{³�� ¨ � ©£®�G� ¥ �Kª

ρn(π1(M)) ±�¾ ¬ � ���@�K£®� ¥   3 ρn(c)
�{�4¤��G�[�[�*�K� ¨R3 �K� ¥/¬ � ª« ��G� ¬ �K£�� ¥ �K¤ 3®¡4¨½1 �@�*�Kª

c ∈ ∂M ±"Ì � ¥
c
§ � 1-¡ �K�{�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª

L ± æ^��� ¡ � (ρn)
¡ �K�9°F�G �³K�4� 18¨ ³K� §   1 � ¡G18¨�¨R3�¦

ρn(c)
¡ �9�9°F�4 �³K�G� ¥ �

ρ∞(c) ±
Ì � ¥�¯ �"¤[ @�G°F� ¥/¬{1�¥ ρ∞(c)

���"�[� ¥ ¤ 1   18§ � ¨ � ¡ ±�² �@� ¯ £�� ¥O¬ � ¡ �9� ¥   1   3F¦8¥/¬ �G�-\� ¬�1 °F� lσn(c∗) −→ 0 ± æ^��� ¡ �
i(λn, c) −→ 0

¦ � ¥ ª�� ¨�¨ �GU�Uª« ��9£ ¥/¬ ��� ¨ ��³ ¬9¥�§ �4�[�{���[³ Ì �4£�£ 1�¥/¬{1�¥ \� ¬�1 °F� lsn(c) −→ 0 ± ' �G� ¡ � c ¨ �½�4����
L0 ¡ �K� ¥   1 �[� ¡B¥ ���[³ ¥/¬ ��ª 18¡D¥k¥O¬{1Z¥ |L | ¨ ���4����� S ⊂ ∂M − L0 ± æ^� ρ∞(c)

��� ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡®1 �[� ¯ ¤ ¥ �
�B´ ¥   18¡B¥ �½�[³ 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � ¦

ρn(c)
��� 1K¨ ��� ¬93 ¤��4  § � ¨ � ¡ ±

Ì � ¥�¯ � 1 �@� ¯ £�� ¥/¬�1Z¥ ψn ¥/¯  @�[� pn ¥ ��£��4� ¥ �G 1  @� c U� ¥O¬ pn −→ ∞ ±éÌ � ¥ F 1 1 �{� F 2 § � ¥/¬ �¡ �K�{�[� ¡B¥ �4� ¡ �9£®¤>�K�[�4� ¥ � Á  ¬ � ¡O¬ £ 143�¡ �K�½� ¡ ���{� Ç �Kª S − |L |  ¬ �K�@� § � ¯ �[� 1   3�¡ �9� ¥O1 ���{� c ± æM��� ¡ � |L |�[�^�4���[� ¥ ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥
λ′
¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¨R3�¦ ª«�K  1 � 3

ε > 0
¦
F j Á U� ¥O¬ j = 1, 2

Ç�¡ �9� ¥O1 ���{� 1 �@��£®¤ ¨ � ¡G¨ �K�@�4�
¡4¯  p°F�

cj,ε
�� ¥/¬

i(cj,ε, λ
′) ≤ ε ± É � ¬{1 °�� λ′ ∈P(M)

¦^¨ � ¥\¯ ��µM´
ε < min{2π, η} Á ¬ �G �� η ¡ �K£��4�xª« ��K£¡ �K�{�[� ¥ ���9�

b)
Ç ±w¾ ¬ � ¡ �K�[�{� ¥ ���K� c) ��£®¤ ¨ ���4� ¥O¬{1Z¥ i∗(cj,ε) ∈ π1(M)

�����[� ¥�¥  ��R°M� 18¨ ± � �R´ 1 ¤>�K��� ¥ x ∈ F 11 �{� ¡ �K�[�@���[�G  1È¨ �^�K¤
a 3 x ¬ �K£�� ¥ �K¤{� ¡�¥ � c1,ε

1 �[� 1È¨ �^�K¤
b 3 x ¬ �K£�� ¥ �K¤{� ¡�¥ � c2,ε ± É � 1  ��-��� ¥/¬ ��@� ¥/¯{1�¥ ���K�6�Kªrµ�³ ¯  �� : ±æM��� ¡ �

ψn∗sSn
��� § � ¯ �{�[�4� ¦

lsSn(ψn(ab))
��� § � ¯ �[�{�4� 1 �[�

lσn(ψn(ab)∗)
��� 18¨ �@� § � ¯ �[�[�G� ±o¾ ¬ �4 ��Gª«�K ��

a

b
x

c

F 1

F 2

� ��³ ¯  �� : Û �x�K� ¥  �� ¨�¨ ���{³ ¥/¬ ��� ¯ £ § �4  �Kª g � ¬ � ¥ U��� ¥ �
\� ¡b1 ���B´ ¥   18¡B¥ 1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ ��� ¯[¡O¬�¥O¬{1Z¥

ρn(ψn(ab)) = ρn(acpnbc−pn)
¡ �K�9°F�G �³K�4� ± æM��� ¡ � ρn(a)

¡ �9� ©°F�4 @³K�4� ¦ � ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ¥/¬�1Z¥
ρn(cpnbc−pn) = ρn(c)pnρn(b)ρn(c)−pn

¡ �K� ¥O1 ���[� 1®¡ �K�9°F�4 @³K���[³�� ¯[§ ���G¹ ¯ �4� ¡ � ±
Ì � ¥ ln ⊂ H3 § � ¥/¬ � 1 ´M���¢�Kª

ρn(c)
¦�¨ � ¥

xn ∈ ln
§ � 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ � ¡ �K�9°F�4 @³K���[³ ¥ �

x∞ ∈ l∞1 �{� ¨ � ¥�¯ ���B´ ¥   18¡B¥�1 � ¯[§ ���G¹ ¯ �4� ¡ �(� ¯[¡O¬ ¥/¬{1Z¥
ρn(c)pnρn(b)ρn(c)−pn(xn)

¡ �K�9°F�4 �³9�4� ± æM��� ¡ � ρn(c)¥ �4�{�[� ¥ �
ρ∞(c)

 ¬ � ¡B¬ ��� ¬F3 ¤��G  § � ¨ � ¡K¦
ρn(c)−pn(xn)

¥ �G�[�[� ¥ � 1 µ[´M�4�¶¤>�K��� ¥ �Kª
ρn(c) ±q, �G ¦ \�á��{�G ¥/¬�1Z¥

ρn(b)
¥ �4�{�[� ¥ �

ρ∞(b)
¦>¥/¬{1�¥

ρn(c)−pn(xn)
¥ �4�[�{� ¥ � ¥O¬ � § � ¯ �[� 1   3u1Z¥ ���[µ{�[� ¥p3u1 �[� ¥O¬{1Z¥

dH3(ρn(c)−pn(xn), ρn(b)ρn(c)−pn(xn)) = dH3(xn, ρn(c)pnρn(b)ρn(c)−pn(xn))
��� § � ¯ �[�[�4� ±r¾ ¬ ������£ ©¤ ¨ ���G� ¥O¬{1Z¥

ρn(c)−pn(xn)
¥ �4�[�{� ¥ � 1 µ[´M�4�é¤>�K��� ¥ �Kª

ρ∞(b) ±·¾ ¬ �4 @�4ª«�K �� ρ∞(b)
1 �[�

ρ∞(c)
¬{1 °F� 1

¡ �K£�£®�K��µM´M�4��¤��K��� ¥ ± æ^��� ¡ � ρ∞(π1(M))
��� 1 �[��� ¡  �� ¥ ��³K �� ¯ ¤ ¦

ρ∞(b)
1 �[�

ρ∞(c)
1  @��£ ¯{¨R¥ ��¤ ¨ �4�x�Kª ¥O¬ �

� 1 £®�����{�[�R°M���@� §{¨ ��� ¨ �4£®�4� ¥ �9ª
ρ∞(π1(M))

¦ � 1 £®� ¨R3�¥O¬ �4 @���B´M��� ¥
d ∈ π1(M)

1 �[�
p, q ∈ N U� ¥O¬ b = dp1 �{�

c = dq ± � �R´ n 1 �[� ¡O¬ ���9��� 1¢¬ �K£��4�K£®�9 �¤ ¬ ����£ (M̃, σn) → H3 ∪ Ω(ρn) ± # � ¡G18¨�¨�¥/¬{1�¥ c2,ε
���

ª« ��G� ¨R32¬ �K£�� ¥ �K¤[� ¡�¥ �
b ±�Ì � ¥ c̃ 1 �[� c̃2,ε ∈ Ω(ρn)

§ � ¨ ��ª ¥ �k�Kª
c
1 �[�

c2,ε
¦  ��G��¤>� ¡B¥ �R°�� ¨R3F¦  ¬ � ¡O¬�1  �� ¨ �4ª ¥

���9° 1  �� 1 � ¥-§93
ρn(dpq) ±�¾ ¬ �®ª 1 £®� ¨R3 {c̃, ρn(d)(c̃), . . . , ρn(dq−1)(c̃)} ¡4¯M¥ � ∂H̄3 ≈ S2 ��� ¥ � q ¡  @�4� ¡ �4� ¥ �

Z1, . . . , Zq ± æ^��� ¡ � c2,ε
�[�^�4�x�[� ¥ ��� ¥ �4 ��@� ¡D¥

c
¦ ª«�K  1 � 3

i ∈ Z ¦ ρn(di)(c̃2,ε)
¨ ���4�x�����K�{�

Zj ± � ¯   ¥/¬ �4 @£®�K @�
Zj = ρn(d)(Zj−1)

¦M¬ �4� ¡ � ¥O¬ �k� ¯ £ § �4 \�Kª ¥   1 �[� ¨½1Z¥ �4� �Kª
c̃2,ε

¥/¬�1Z¥w¨ �������
Zj

�[�^�4� �[� ¥ �[�4¤>�4�[���K�
j ±"º ¥ª«� ¨�¨ �G�� ¥/¬�1Z¥

q
�[�f°M���[�4�

p ± ç 3 �B´ ¡O¬�1 �[³K���{³ ¥O¬ �k @� ¨ �4� �Kª c 1 �{� c̃2,ε
¦ \��³K� ¥ ¥/¬{1�¥

p
�[�R°[���[�4�

q ±"¾ ¬�¯ �x\�³K� ¥
q = p ± æM� c 1 �{� c̃2,ε

1  �� ¬ �K£®� ¥ �K¤[� ¡ ±Uº ¥ ª�� ¨�¨ �GU��ª« ��9£ Â æ ¬bÉ¸Är¥/¬{1Z¥
c2,ε ∪ b

§ � ¯ �{�[� 1 �¢�4�@�@�4� ¥ � 18¨
1 �{� ¯[¨�¯ � ± æ^��� ¡ � i(λ′, c ∪ c2

ε) ≤ ε < η
¦^¥/¬ ��� ¡ �K� ¥   1 �[� ¡D¥ � ¡ �K�[�{� ¥ ���K�

c) ±

, �GÀ � ¡b1 � ¡ �9� ¡4¨�¯ �[� ¥O¬{1Z¥b¦8¯ ¤ ¥ �U�B´ ¥   18¡B¥ ���[³ 1 � ¯[§ ���G¹ ¯ �4� ¡ � ¦ ∃n1
� ¯[¡O¬�¥/¬{1�¥r¥/¬ ���[�fÊ>�G�K£®�K @¤ ¬ ���@£��

ψn ◦ ψ−1
n1

1  �������� ¥ �K¤[� ¡k¥ � ¥O¬ �����[�4� ¥ � ¥`3 ±*¾ ¬ ��� ¡ �K� ¡4¨�¯ �{�4� ¥/¬ ��¤[ ��^�Kªo�Kª Ì �4£�£ 1®: ± � ±

Ã �



¹ �����{³ ¥/¬ � ¡ �K�9°F�G �³K�4� ¡ �®�Kª ¥O¬ �®£�� ¥  �� ¡ ���K� ¥/¬ � § � ¯ �{� 1   3�¦ \� 1  @�®³K�K���{³ ¥ � ¡ �K�[� ¥   ¯{¡B¥-1�¡ �K�F°F�B´
¤ ¨ � 1Z¥ �4�6� ¯  �ª 18¡ �

f∞ : S → H3/ρ∞(π1(M)) ±
� ñ^ôÀôL��:oö°·�ök÷ Î4Ñ

S ø Î®Ö6Ô@Ï8Ú{Ú>Î/Ô4ÑmÎ@ú6Ô/Ï8ÐUù[Ï8Ú>ÎDÚ�Ñ ÏjÜ ∂M − L0 ÿ � Þ[ÎDÚ
Ñ�Þ[ÎBÒ@Î�ÎyxKÓêßBÑ�ß�Ö(Ô@Ï8Ú��8Îyx�ù$×fÎ/ÖKÑmÎ@úßOÝ^Ò�ÜDÖFÔOÎ
f∞ : S → H3/ρ∞(π1(M))

ý�Þ�ÓÕÔBÞ�Ó«ßkÞ^Ï8Ð�ÏKÑ�ÏOù>ÓÕÔ�Ñ�Ï�Ñ�ÞMÎ�Ó«Ú>Ô4×dÝ�ßOÓÕÏ8Ú¢Ð�ÖOù ÿ
f Ò�ÏbÏjÜ ÿ�Ì � ¥ rn : π1(S)→ Isom(H2)

§ � 1  ��4¤[ @�4�@�4� ¥O1�¥ ���K� 1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ �
sn
� ¯{¡O¬�¥/¬�1Z¥

(rn)
¡ �K�9°��4 �³K�4�

18¨ ³K� §   1 � ¡b18¨�¨R3�¥ � 1  ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ ���K�
r∞ : π1(S)→ Isom(H2) ±

¾ ���D´ ¥   18¡D¥ ª� ��K£ (fn)
1È¡ �K�9°F�4 @³K���[³�� ¯[§ �@�4¹ ¯ �G� ¡ � ¦ \��U� ¨�¨ ª«� ¨�¨ �G ¥/¬ �����{� 1 ���Kª Â � Å�Æ Ä ± � �K  ¥/¬ ��� ¦\�k�{�4�4� ¥ ��� ¬ �G ¥O¬{1Z¥\¥O¬ �
fn(S)

18¨�¨ ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ ¥/¬ �k��£ 1 ³K�k���
H3/ρn(π1(M))

�Kª 1�¡ �K£®¤ 18¡B¥ � ¯[§ �@� ¥ �Kª
H3 ±�Ì � ¥ xn § � ¥/¬ ����£ 1 ³K����� H3/ρn(π1(M))

�9ª ¥/¬ � §{1 �@��¤��K��� ¥
o ∈ H3 ¦M¥/¬ �G��\� ¬{1 °F� Û

� ñ^ôÀôL�r:rö*ÆC²�´»à�ò¬¾(µ�¶��«ñ^ôÀôL� õ«ÆR¸Zöá� Þ[ÎBÒ@Î�Óêß�Ö2ßGÎ@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î¼ÏjÜ�ÖKÒ@ÔBß
kn
/GÏ8Ó«Ú{Ó«Ú�Í

fn(S)
Ñ�Ï
Ñ�ÞMÎ ø Ö�ß4Îù[Ï8Ó«Ú�Ñ

xn
ý"Ó&Ñ�Þ�ÝMÚ[Ó ÜDÏ8ÒBÐ�×dØ ø ÏKÝ^Ú�úFÎ@ú�×�ÎDÚ�Í9Ñ�Þ ÿ

Ì � ¥ S′ § � ¥/¬ � ¡ �K£®¤>�K�[�G� ¥ �Kª ∂M−λ(p) ¥/¬{1�¥�¡ �K� ¥O1 ���{� S 1 �{� ¨ � ¥ yn § � ¥/¬ �"°��4  ¥ �B´-�Kª kn ¥/¬{1Z¥ �����[� ¥
xn ± ¹ �@���[³ Ì �G£®£ 1 � : ± � 1 �[� : ± � 1 �[� ¥O¬ � 1  �³ ¯ £��4� ¥ �w�Kª Â � Å�Æ ¦�â 3 ± 5ZÄ�¦ \��³9� ¥ ¥O¬{1Z¥b¦{¯ ¤ ¥ �®�D´ ¥   18¡D¥ ���[³1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � ¦�¥/¬ �6���G¹ ¯ �4� ¡ �¼�Kª�¤ ¨ � 1�¥ �4� � ¯  �ª 18¡ �G�

fn : S′ → H3/ρn(π1(M))
U� ¥O¬ §{1 �@�4¤>�K��� ¥

yn¡ �K�F°F�4 �³K�4� ¥ � 1 ¤ ¨ � 1�¥ �4�(� ¯  �ª 18¡ �
f∞ : S → H3/ρ∞(π1(M)) ± æ^��� ¡ � 18¨�¨ì¥/¬ � fn 1  @� ¬ �K£®� ¥ �K¤[� ¡�¥ � ¥/¬ ���� ¡G¨�¯ �@���K�6£ 1 ¤ ¦^¥/¬ �4�½  ¨ ��£�� ¥

f∞
��� 1K¨ ��� ¬ �K£®� ¥ �9¤[� ¡�¥ � ¥/¬ ����� ¡G¨�¯ �@���K�¼£ 1 ¤ ±

ç 3 Â ç � â ¦ Ì �4£®£�� 5^ÃDÄ Á ���G� 1K¨ ��� Â Ì ��� ¦ Ì �G£®£ 1 � ± Ã4Ä«ÇB¦ �G� ¥/¬ �4  f∞(S)
��� 1�¡ �9�9°F�B´6� ¯  �ª 18¡ � ¦ � 1 £�� ¨R3

¥/¬ �4 ������ 1�¡ �K�9°��B´È�@� ¥
Cf∞ ⊂ H3/ρ∞(π1(M))

 ¬ �9��� § � ¯ �{� 1   3 ���
f∞(S)

¦ �K 
f∞(S)

¨ ���G�x��� 1�¥ � ¥O1K¨�¨R3
³K�4�^�[�4�@� ¡ � ¯  �ª 18¡ �

H3/ρ∞(π1(M)) ±¼º ¥ ª«� ¨�¨ �GU� 18¨ �@�(ª« @�K£ ¥/¬ �È¤[ @���Kª\�9ª Â ç � â ¦ Ì �4£�£®� 5^ÃDÄ Á �@�4� 18¨ �@�Â Ì ��� ¦ Ì �4£®£ 1 � ± ÃDÄ«Ç*¥/¬{1Z¥x¥O¬ � ¡ �K�9°��B´ ¡ �K @� N(ρ∞)
�Kª
ρ∞(π1(M))

¨ ���4�\�4� ¥O¬ �4 x���
Cf̂∞ Á  ¬ �4� f∞(S)

���
¡ �K�F°F�B´ Ç �K *���

f∞(S) Á ��� ¥/¬ � � ¥/¬ �4  ¡G1 �@� Ç ±�º ª f∞(S)
���"�{� ¥�1k¡ �K�9°F�D´�� ¯  �ª 18¡ � Á 1 �*�[�Dµ{�{�4� 18§ �G°F� ÇB¦8¥O¬ �4�

ρ∞(π1(M))
��� 1 ª ¯[¡O¬ ��� 1 �È³K �� ¯ ¤ 1 �{� ¥/¬ �U ��G� ¥  �� ¡B¥ ���9�È�Kª

f∞
¥ �
S−|λ̇∞|

��� 1k¥ \� © � ¬ �4� ¥ �4� ¡ �G°F�4 ����{³��Kª¥/¬ ����� ¥ �4 @���K w�9ª
f∞(S)

¡ �K�{�����{�4 ��4� 1 � 1�¥ \�È�[��£��4�[�@���K� 18¨ � ¯  �ª 18¡ �kU� ¥O¬6§ � ¯ �[� 1   3 Á �@�4� Â Ì ��� ¦ Ì �4£�£ 1� ± w Ä ª«�K �£®�K ��®�[� ¥B1 � ¨ � Ç ±-º ¥ ª«� ¨�¨ �G�� ¥/¬�1Z¥ M ��� 1 �
��� ¥ �4 j° 18¨"§[¯ �{� ¨ ���G°F�4  1�¡4¨ �K���G�u� ¯  �ª 18¡ �
I × F 1 �[�

¥/¬�1Z¥ |λ̇∞| ��� 1 �@� ¡B¥ ���9�®�Kª ¥O¬ � §[¯ �[� ¨ � ∂S×I ±�¾ ¬ ��� ¡ �K� ¥   1 �[� ¡D¥ � ¥/¬ � ª 18¡B¥"¥/¬�1Z¥ λ̇∞ ¨ �½�4�*���
P+(M)/R ±

¾ ¬ �4 ��4ª«�9 �� f∞(S)
��� 1®¡ �K�9°F�D´¼� ¯  �ª 18¡ � 1 �{�

f∞
��� 1®¡ �G°F�G ����[³��K� ¥ ��� ¥ �U��£ 1 ³K� Á ¡ ª ± Â Å*¤ 06Ä«Ç ±*º ¥ ª�� ¨�¨ �GU�ª« ��9£ ¥/¬ ��� 1 £�� 1  �³ ¯ £��4� ¥ � ¥/¬�1Z¥

f∞
�½� 1 �K�{� © � ¬ �G� ¥ �4� ¡ �G°F�4 @���[³ ¦ � 1 £�� ¨R3(1�¬ �K£®�4�K£��K �¤ ¬ ���@£ ��� ¥ �È� ¥ �

��£ 1 ³K� Á �@�4� Â ç � â ¦ Ì �G£®£�� 5^ÃDÄ«Ç ±æM��� ¡ �
f∞

��� 1 ¤ ¨ � 1Z¥ �4��� ¯  �ª 18¡ � ¦ \� ¬�1 °F�
f∞(S) ⊂ N(ρ∞) ± æ^��� ¡ � N(ρ∞) ⊂ Cf∞

¦ì¥/¬ �®� ¯  �ª 18¡ �
f∞(S)

��� 1®¡ �K£®¤>�K�[�G� ¥ �Kª ¥O¬ � § � ¯ �[� 1   3 �Kª
N(ρ∞) ±

Ì � ¥�¯ ���{� ¥/¬ ��� 1 £®� ¡ �K�{� ¥   ¯[¡D¥ ���K�àª��K �� 18¡O¬ ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª ∂χ<0M − L0
1 �[� �[�4�{� ¥ � §93

f∞ :
∂χ<0M − L0 → ∂N(ρ∞)

¥/¬ �2 ��4� ¯{¨R¥ ���[³ £ 1 ¤ ± ç 3 ¥/¬ � 18§ �G°F� ¦w¥/¬ �u��£ 1 ³K�u�Kª
f∞

��� 1à¯ �[���9�¸�Kª
¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �w�Kª

∂N(ρ∞)
1 �{�

f∞
�½� 1�¨ � ¡b18¨ì¬ �K£®�4�9£®�K �¤ ¬ ���@£ ±

� �	�Rd�ôÛ:rö6Ììö?� Þ[Î�Ð�ÖOù
f∞ : ∂χ<0M − L0 → ∂N(ρ∞)

Óêß�Ó�Ú�/GÎ/Ô4Ñ&Ó	�8Î ÿ
f Ò�ÏbÏjÜ ÿU² �@� ¯ £®� ¥/¬ � ¡ �K� ¥   1   3 ± É � ¬{1 °���� ¬ �GU� 1K§ �G°F� ¥/¬�1Z¥x¥/¬ �� ��4� ¥  �� ¡B¥ ���K���Kª f∞ ¥ � 1 � 3�¡ �9£®¤>�K�[�4� ¥
�Kª
∂χ<0M − L0

��� 1�¬ �K£��4�K£®�9 �¤ ¬ ����£ ��� ¥ ��� ¥ � ��£ 1 ³K� ± ' �G� ¡ � ¥/¬ �4 @� 1  �� ¥ \� ¡ �K�{�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �
S
1 �[�

S′
�9ª
∂χ<0M −L0

� ¯[¡O¬�¥/¬{1�¥
f∞(S)∩ f∞(S′) 6= ∅ ± æM��� ¡ � f∞(S)

1 �[�
f∞(S′)

1  @� ¡ �K�[�[� ¡B¥ �4�
¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ ���Kª

∂N(ρ∞)
¦>¥O¬ � 3 ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ ��ª 1 �[�
�K� ¨f3 ��ª ¥/¬ � 3u1  ��®�4¹ ¯�18¨ ± æ^��� ¡ � N(ρn)

¨ ���4� § � ¥  �4�4�
fn(S)

1 �[�
fn(S′)

¦�¥O¬ ��������¤��K�@�@� §[¨ �\�K� ¨R3 ��ª
f∞(S)

1 �[�
f∞(S′)

1  �� ¥ � ¥O18¨�¨R3 ³K�4���{�4�@� ¡\1 �{����ª
ρ∞(π1(M))��� ª ¯[¡O¬ �@� 1 � Á �@�4� Â ç � â ¦ Ì �4£�£ 1®5^ÃDÄ«Ç ±"º � ¥O¬ ��� ¡b1 �@� ¦ M �½� ¬ �K£��4�K£��K �¤ ¬ � ¡�¥ �

S × I 1 �{� |λ̇∞| ¨ ���G�\��� 1�@� ¡B¥ ���9�¼�Kª ¥/¬ � §[¯ �{� ¨ �
∂S × I ¡ �K� ¥   1 �{� ¡B¥ ���{³ 1 ³ 1 ��� ¥O¬ ��ª 1K¡B¥ ¥/¬�1Z¥ λ̇∞ ¨ ���4�w���

P+(M)/R ±
É � ¡G1 �à�[�G ¤[ ��b°F� ¦ ª«� ¨�¨ �GU���{³ Â ç � â Ä�¦�¥/¬{1�¥ ρ∞ ����³K�4�K£�� ¥  �� ¡G18¨�¨R3 µ{�{� ¥ � 1 �{�¿��� 1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ � 1

¡ �K£�¤ ¨ � ¥ � ¬93 ¤��4  § � ¨ � ¡ �9�
int(M) ±

Ã w



� ñ^ôÀôL��:oö°Óìö{� Þ[ÎDÒ@Î-Óêß�Ö®Í�Î@Ï8ÐÈÎ4Ñ&ÒOÓÕÔ/ÖK×«×dØ�Ù*Ú{Ó�ÑmÎ�Ð�Î4Ñ&ÒBÓÕÔ
σ∞

Ï8Ú
int(M)

ßBÝ{ÔBÞ(Ñ�Þ^ÖKÑ
ρ∞

Óêß�Ö�Ò@Îmù>Ò@ÎBß4ÎDÚ{ü
Ñ�ÖKÑ&Ó&ÏKÚuÖ�ßOßDÏZÔBÓÕÖKÑmÎ@ú�Ñ�Ï

σ∞ ÿ
f Ò�ÏbÏjÜ ÿU¾ �-� 18¡O¬�¨ � 1 ª c �Kª L0 ¡ �K � ��4�@¤>�K�[� ¥ \� ¡4¯ ��¤{�x�Kª ∂χ<0M −L0 ±�¾ ¬ ����£ 1 ³K�4�x�Kª ¥/¬ �4�@� ¥  � ¡4¯ �@¤[�¯ �{�[�4 

f∞
1  �� ¥ \� ¥ � ¥O18¨�¨R3 ³K�4�^�[�4�@� ¡ �K¤��4� 1 �[� ¯[¨ � ¥ �G�[�[���{³ ¥ � 1   1 �{á2�9�[� ¡4¯ �@¤��Kª

H3/ρ∞(π1(M)) ±# �4£��G°F� ¥/¬ �4�@� ¥ \� 1 �{� ¯[¨ �ìª« ��K£
f∞(∂χ<0 −L0)

1 �{��èp�K��� ¥O¬ � ¥ \� § � ¯ �[� 1   3�¡ �K£®¤>�K�[�G� ¥ � �Kª ¥/¬ �k �� ©£ 1 ���[���[³®� ¯  @ª 18¡ � §93¼1�¡ �K£®¤ 18¡B¥�1 �[� ¯[¨�¯ � ±_g �K���[³ ¥O¬ ��� ª«�K  � 18¡B¬¼¨ � 1 ªo�Kª L0 ¦ \��³K� ¥U1�¡ �9£®¤ 18¡D¥ � ¯  �ª 18¡ �
F∞ ⊂ H3/ρ∞(π1(M)) ±"¾ ¬ �k� 1 £®� ¡ �K�{� ¥   ¯[¡B¥ ���K����� M 3 ��� ¨ �[� 1 � ¯  @ª 18¡ �

S∞
� ¯[¡O¬�¥/¬{1�¥

S∞ ∪ ∂χ=0M§ � ¯ �[�{� 1�¡ �K£�¤ 18¡B¥ � ¯[§ ��� ¥ �Kª
M ±*Ì � ¥ ¯ �\�[�G�[� ¥ � §93 F ′∞ ¥/¬ �k� ¯  �ª 18¡ ��� §M¥O1 ���[�G� §93�1 �{�[���[³ ¥ �

F∞
¥/¬ �

§ � ¯ �[� 1   3 �Kª 1 �{�4��³ ¬�§ �K  ¬ �^���u�Kª ¥/¬ ��  1 �[á
2
¡4¯ �@¤[���Kª

H3/ρ∞(π1(M)) ± �  ��K£ f∞
¦ \��³9� ¥ � 1 �@� ¨R3
1

¬ �9£®�4�K£��K �¤ ¬ ���@£
f : S∞∪∂χ=0M → F ′∞

 ¬ � ¡O¬ ��� ¬ �K£®� ¥ �K¤[� ¡\¥ � ¥/¬ �w��� ¡4¨�¯ �@���K� ± æ^��� ¡ � S∞∪∂χ=0M§ � ¯ �[�{� 1�¡ �9£®¤ 1K¡B¥ �@� ¥ ���
M
¦
F ′∞

��� ¬ �K£�� ¨ �K³K� ¯ � ¥ �
0
1 �[� ¥O¬ �4 ��Gª«�K �� § � ¯ �{�[� 1 µ{�[� ¥ ��°�� ¨�¯ £�� ¡B3[¡4¨ � ±

² �{�[���[³��@�K£®�\µ��[� ¥ �x°F� ¨�¯ £®� �@� ¥ � Á  ¬ � ¡O¬�1  ��   1 �{á 2
¡4¯ �@¤[� 1 �[��íp� ¨ � ¡ �4�jî\�Kª�  1 �[á

1
¡4¯ ��¤{� Ç�¥ � ¥/¬ ��� ¡B3M¡G¨ � ¦

\��³K� ¥�1 �[�B ¡B3M¡G¨ �
C∞

 ¬ � ¡O¬ ��� § � ¯ �{�[�4� §93
f∞(∂χ<0M − L0)

1 �{� ¬�1 � µ{�{� ¥ ��°F� ¨�¯ £®� ±ç 3 � ¨½1 ��£ : ± w ¦ f∞ ��� 1¼¬ �K£®�G�K£®�K �¤ ¬ ���@£ ��� ¥ � ¥/¬ � ¯ �[���K���Kªx���9£®� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ ���Kª
∂N(ρ∞) ±�º ª�@�K£®� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª

∂N(ρ∞)
�{�����[� ¥o¨ ���"���

f∞(∂χ<0M−L0)
¥/¬ �G� ¥/¬ � ¡ �9 � ��4�@¤��9�[�[���{³ ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥

b
�Kª

H3/ρ∞(π1(M)) − N(ρ∞)
\� ¯{¨ � ¨ ��� ���

C∞ ± ç ¯^¥Z¦ �@��� ¡ � ¥/¬ � ¤{ ��8èp� ¡D¥ ���K�
H3/ρ∞(π1(M)) − N(ρ∞) −→ ∂N(ρ∞)

�{���4���[� ¥ ��� ¡  �� 1 �@���[��� ¥O1 � ¡ �4� ¦
b
¬{1 �����Mµ��[� ¥ �È°�� ¨�¯ £�� ± æ^�

b
�[���G���[� ¥�¨ ���6���

C∞ ±¶º ¥ ª�� ¨�¨ �GU� ¥/¬{1Z¥ \� ¬{1 °F� f∞(∂χ<0M − L0) = ∂N(ρ∞)
1 �[� ¥O¬{1Z¥

ρ∞
���

³K�4�K£�� ¥  @� ¡G18¨�¨R3 µ{�{� ¥ � ±æM��� ¡ � ¥/¬ � ¬ �K£��4�K£��K �¤ ¬ ���@£
f∞ : ∂χ<0M−L0 → ∂N(ρ∞)

��� ¬ �K£®� ¥ �9¤[� ¡\¥ � ¥/¬ �w���[�4� ¥ � ¥`3F¦K¥/¬ �4 �� �½�
1�¬ �9£®� ¥ �9¤ 3 �4¹ ¯ �R° 1K¨ �4� ¡ �

M − (L0∪∂χ=0M)→ N(ρ∞)
 ¬ � ¡O¬È1 ³K ��4�4�"�� ¥/¬

f∞
�K�

∂χ<0M −L0 ± ç 3Â É¿18Ä�¦�¥/¬ ��� ¬ �K£®� ¥ �K¤ 3 �4¹ ¯ �f° 18¨ �4� ¡ � ¡G1 � § �� @� 18¨ ��Ë4�4� §9321�¬ �K£��4�K£��K �¤ ¬ ���@£ ± �x�K£�¤��K�@���[³ ¥/¬ �½� ¬ �K£®� ©�K£��K �¤ ¬ ���@£ U� ¥/¬6¥/¬ �-� 1Z¥/¯   18¨o¬ �9£®�4�K£��K �¤ ¬ ���@£
int(N(ρ∞)) → H3/ρ∞(π1(M))

3 ��� ¨ �[� ¥/¬ �-�{�4�@�� ��4�
³K�4�K£�� ¥  @� ¡G18¨�¨R3 µ{�{� ¥ ��£�� ¥  �� ¡

σ∞
�K�

int(M) ±
Ï_HYG Ð¨M-][t[KRp�mnK�]_TuKWM[

(σn)
`�M

σ∞

¾ � ¡ �K� ¡4¨�¯ �{� ¥/¬{1Z¥ bR ����¤[ ��9¤��4  ¦ � ¥  ��G£ 1 ���{� ¥ �È� ¬ �G ¥O¬{1Z¥k1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ ���Kª
(σn)

¡ �K�F°F�4 �³K�4� ¥ �
σ∞ ±� �� �� ¥b¦ \� 1  ���³K�9���[³ ¥ �®� ¬ �G ¥/¬�1Z¥b¦[¯ ¤ ¥ �®�B´ ¥   18¡B¥ ���{³ 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �G� ¡ � ¦

ρn(π1(M))
¡ �K�9°F�G �³K�4�w� ¥  ��K�{³ ¨R3

¥ �
ρ∞(π1(M)) ±xÌ � ¥ Ω(ρn)

§ � ¥/¬ ���{�K£ 1 ���(�Kª��[��� ¡ �9� ¥ ��� ¯ � ¥`3 �Kª
ρn(π1(M)) ± É �kU� ¨�¨r¯ �@� 1  ��G� ¯{¨R¥ �KªÂ < � 0(Ä Á �@�4� 18¨ �@� Â 021 ¾ Ä«Ç Û

ï-ðrñ�ò�óZñ^ôj:rö&õãÕrö Ù�ßOßOÝ^Ð�Î�Ñ�Þ^ÖKÑ
Ω(ρ∞)

Óêß�Ú�ÏKÑ ÎDÐUù>Ñ&Ø ÿ�1 Ü (Ω(ρn))
Ô@ÏKÚ���ÎDÒÕÍ�ÎBß�Ñ�Ï

Ω(ρ∞)
Ó«Ú
Ñ�ÞMÎ�ßGÎDÚ[ß4Î

ÏjÜ.ä*Ö8Ò�ÖKÑ�Þuå/ÏGúFÏ8ÒOØ"��Ñ�Þ[ÎDÚ
ρn

Ô@Ï8Ú��8ÎDÒÕÍ�ÎBß�ßBÑ&Ò�ÏKÚ�Í9×qØ�Ñ�Ï
ρ∞ ÿ

Ì � ¥�¯ �� �� ¡G18¨�¨*¥/¬�1Z¥ (Ω(ρn))
¡ �K�F°F�4 �³K�4� ¥ �

Ω(ρ∞)
��� ¥/¬ �È�@�4�[�@���KªU� 1   1Z¥O¬«æ ���{�K  3 ��ª 1 �[�¿�K� ¨R3 ��ª

(Ω(ρn))
� 1Z¥ ����µ��4� ¥/¬ � ¥ \��ª«� ¨�¨ �GU���{³ ¡ �K�[�{� ¥ ���K�{� Û

© �B°F�G  3�¡ �9£®¤ 1K¡B¥ � ¯[§ ��� ¥ K ⊂ Ω(ρ∞)
¨ ���G�w���

Ω(ρn)
ª«�K  18¨�¨ � ¯ % ¡ ���4� ¥/¨R3�¨ê1  �³K�

n ë
© �B°F�G  3 �K¤>�4�¼�@� ¥ O  ¬ � ¡O¬¼¨ ���4�w���

Ω(ρn)
ª«�K w���Mµ��[� ¥ � ¨R3 £ 1 � 3

n
18¨ �@� ¨ ���G�w���

Ω(ρ∞) ±
É � 1  ���³K�K���{³ ¥ �®� ¬ �G ¥/¬{1Z¥

Ω(ρn)
1 �{�

Ω(ρ∞)
� 1Z¥ ���@ª 3�¥/¬ �G��� ¥ \� ¡ �K�[�{� ¥ ���K�[� ±

� ñ^ôÀôL��:oö�õ�õ�ö+Å Ú�úFÎDÒ�Ñ�Þ[ÎUÞFØ/ù[ÏKÑ�Þ[ÎOßBÓêß�ÏjÜ f Ò�ÏBùMÏ8ßOÓ�Ñ&Ó&Ï8Ú6û ÿ 8 �*Ö-ßOÝ ø ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/ÎkÏ�Ü (ρn)
Ô/Ï8Ú��8ÎDÒÕÍFÎBßwßBÑ&Ò�Ï8Ú�Í9×dØ

Ñ�Ï
ρ∞ ÿ

f Ò�ÏbÏjÜ ÿ æ^��� ¡ � ρ∞ ���w³K�G�K£®� ¥  @� ¡G18¨�¨R3 µ{�{� ¥ � ¦
Ω(ρ∞)

���w�{� ¥ �4£�¤ ¥`3 ±
Ì � ¥ K ⊂ Ω(ρ∞)

§ � 1�¡ �K£�¤ 18¡B¥\¡ �K�[�{� ¡B¥ �G�È� ¯[§ �@� ¥\1 �[� ¨ � ¥
Ω(ρ∞)1

§ � ¥/¬ � ¡ �K�{�[� ¡B¥ �4� ¡ �9£®¤>�K�[�4� ¥
�Kª

Ω(ρ∞)
¥O¬{1Z¥�¡ �K� ¥B1 ���[�

K ±¼Ì � ¥ Σ̃1 ⊂ ∂Ñ(ρ∞)
1 �[�

K ′ ⊂ Σ̃1
§ � ¥/¬ ����£ 1 ³K�4�-�Kª

Ω(ρ∞)1
1 �[�À�Kª

K
¦  @�4�@¤�� ¡B¥ �R°F� ¨R3F¦�¯ �[�{�4  ¥/¬ �� �� ¥   18¡B¥ �½�K��£ 1 ¤

Ω(ρ∞)1 → ∂C(ρ∞) ±�Ì � ¥ f̂n : H2 → H3 § � 1¼¨ ��ª ¥ �Kª
fn
1 �[� ¨ � ¥

λ̂n
§ � ¥O¬ � § �4�[�{���[³�³K�4�^�[�4�@� ¡ £®� 1 � ¯  ��4� ¨½1 £���� 1Z¥ ���K�¼�Kª

f̂n ±*Ì � ¥w¯ � �B´ ¥   18¡B¥U1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ �

Ã Ä



� ¯[¡O¬é¥/¬�1Z¥ |λ̂n| ¡ �K�9°F�4 @³K�4��ª«�9  ¥O¬ � '�18¯ �@�{�K jÊ ¥ �K¤�� ¨ �K³ 3 ¥ � 1 ³9�4���[�G��� ¡2¨½1 £���� 1Z¥ ���K� L̂ ⊂ H2 ± Ì � ¥
x̂1, ..., x̂∞ ∈ H2 − L̂

§ � 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ �6�Kª�¤>�K��� ¥ �È� ¯[¡O¬ ¥O¬{1Z¥�1 � 3ã¡ �K�{�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª
H2 − L̂¡ �K� ¥O1 ���[���K�[���Kª ¥/¬ �4�@�È¤>�K��� ¥ � 1 �[� ¨ � ¥

Πi
§ � ¥/¬ ��� ¯ ¤[¤>�K  ¥ ¤ ¨½1 �[� 1�¥

f̂∞(x̂i) ±6¾ ¬ � § � ¯ �[� 1   3 �Kª Πi���
∂H3 ��� 1¼¡ ��  ¡4¨ � ±�¾ ¬ ��� ¡ ��  ¡4¨ � § � ¯ �[�{� 1 �{��� ¡ Di ⊂ ∂H3 � ¯[¡O¬u¥/¬�1Z¥

int(Di) ⊂ Ω(ρ∞) ± É � ¬�1 °F�
Ω(ρ∞)1 =

⋃
i int(Di) ±éÌ � ¥ i ∈ N ë ª«�K  n ¨½1  �³K�6�G�[� ¯ ³ ¬ì¦

x̂i
¨ ���4�È���

H2 − |λ̂n| ±éÌ � ¥ Πi,n
§ � ¥/¬ �

� ¯ ¤{¤��K  ¥ ¤ ¨½1 �[� 1Z¥
f̂n(x̂i) ±À¾ ¬ � § � ¯ �[� 1   3 �Kª Πi,n

���
∂H3 § � ¯ �[�{� 1 �[��� ¡

Di,n ⊂ ∂H3 � ¯{¡O¬À¥O¬{1Z¥
int(Di,n) ⊂ Ω(ρn) ± É � ¬�1 °F� ⋃i int(Di,n) ⊂ Ω(ρn) ±æM��� ¡ �

(f̂n)
¡ �9�9°F�4 �³9�4� ¥ �

f̂∞
¦ � ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ¥O¬{1Z¥b¦ ª«�K  1 � 3

i ∈ N ¦ (Di,n)
¡ �9�9°F�4 �³9�4� ¥ �

Di
��� ¥/¬ �

'�18¯ �@�[�K jÊ ¥ �9¤�� ¨ �K³ 3 ± æ^��� ¡ � K ��� 1¢¡ �9£®¤ 18¡D¥ �@� ¥�¨R3 ���{³2�½�
Ω(ρ∞)

¦ � ¥ ��� ¡ �G°F�4 ��4� §93 µ��[� ¥ � ¨f3 £ 1 � 3
¡ �K£�¤ 18¡B¥ �@� ¥ �

Kj
� ¯{¡O¬�¥/¬{1�¥ � 18¡O¬

Kj
¨ ���4�w��� ¥/¬ �k��� ¥ �4 ����9  �Kªo�@�K£®�

Di ± � �K  n ¨½1  �³K���4�[� ¯ ³ ¬ì¦ � 1K¡O¬ Kj¨ ���4�w��� ¥/¬ ����� ¥ �G ����K w�Kª ¥/¬ � ¡ �K @ ��4�@¤��K�{�[���{³®�[��� ¡
Di,n

¦{¬ �4� ¡ �
K
¨ ���4�w���

Ω(ρn) ±
Ì � ¥ O § � 1 �u�K¤��G�2�@� ¥�¨R3 ���[³����

Ω(ρn)
ª«�K k���Mµ��[� ¥ � ¨R3 £ 1 � 3

n
1 �{� ¨ � ¥

w ∈ O ∩ Lρ∞ ± æ^��� ¡ � ¥/¬ �µM´[�4�2¤��K��� ¥ ���Kª ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ �½���K£�� ¥  @���4� 1  @���[�4�[�@�����
Lρ∞

1 �[�2�@��� ¡ �
(ρn)

¡ �9�9°F�4 �³9�4� ¥ �
ρ∞
¦�¥/¬ �4 ������

1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ �È�Kª\¤>�K��� ¥ �
(wn)

¡ �K�9°��4 �³K���{³ ¥ �
w
� ¯[¡O¬
¥/¬{1Z¥

wn ∈ Lρn ± � �K  n ¨½1  @³K�È�4�{� ¯ ³ ¬�¦ \� ¬�1 °F�
wn ⊂ O ∩ Lρn

¦[¡ �K� ¥   1 �[� ¡B¥ ���{³®� ¯   ¬93 ¤�� ¥/¬ �4�@��� ¥/¬{1Z¥
O ⊂ Ω(ρn)

ª«�K w���Mµ{�{� ¥ � ¨R3 £ 1 � 3
n ±

Ì � ¥ n ∈ N ¦>¨ � ¥ Mn = H3/ρn(π1(M)) ≈ int(M)
¦�¨ � ¥

xn ∈ Mn
§ � ¥O¬ �-¤[ @�8èp� ¡B¥ ���9�¢�Kª ¥/¬ �-�K @��³K���

o ∈ H3 1 �[� ¨ � ¥ hn : M − (λ
(p)
n ∪ ∂χ=0M)→ N(ρn)

§ � 1®¬ �K£��4�K£��K �¤ ¬ ���@£ 1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ �
σn ±æM��� ¡ �

ρn(π1(M))
¡ �K�F°F�4 �³K�4��� ¥  @�K�[³ ¨R3»¥ �

ρ∞(π1(M))
¦-¥O¬ �4 �� 1  ��ã�@�4¹ ¯ �4� ¡ �G�

kn −→ 1
1 �[�

rn −→ ∞
1 �{� 1 �@�4¹ ¯ �G� ¡ �(�Kªk£ 1 ¤[�

ũn : B(o, rn) ⊂ H3 → H3 U� ¥/¬ ¥/¬ �(ª«� ¨�¨ �bU���[³¿¤[ ��9¤��4  ¥ ���4�
Á ¡ ª ± Â ç � = Ä ª«�9  �B´ 1 £®¤ ¨ � Ç Û
© ¥/¬ ��£ 1 ¤ ũn ��� 1 kn © § � ¨ ��¤[� ¡O¬ � ¥ Ë��[�fÊ$�4�K£®�9 �¤ ¬ ����£ �K� ¥ ��� ¥ ����£ 1 ³K� ¦

un(o) = o
1 �[�

ũn
¡ �K�F°F�4 �³K�G� ¥ �

¥/¬ ���½�[�4� ¥ � ¥`3 £ 1 ¤¼�K� 1 � 3¼¡ �K£�¤ 18¡B¥ �@� ¥ ë
© ¥/¬ �È£ 1 ¤ ũn ���-�4¹ ¯ �R° 1  �� 1 � ¥b¦ � 1 £®� ¨R3 ª«�K  1 � 3 ¤��9��� ¥ x ∈ B(o, rn)

1 �[� 1 � 3 � ¨ �G£®�4� ¥
a ∈ π1(M)� ¯{¡O¬�¥O¬{1Z¥

ρ∞(a)(x) ∈ B(o, rn)
¦ \� ¬�1 °F�

un ◦ ρ∞(a)(x) = ρn(a) ◦ un(x) ±

º ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ª« ��K£ ¥/¬ ��� �@� ¡ �K�{� ¤{ ��K¤>�4  ¥`3 ¥/¬{1Z¥
ũn

3 �½� ¨ �[� 1 ¹ ¯ � ¥ �½�4� ¥ £ 1 ¤
un : B(x∞, rn) ⊂M∞ →Mn

 ¬ � ¡O¬ ��� 18¨ �@� 1
kn © § � ¨ ��¤{� ¡O¬ � ¥ Ë��[�fÊ>�G�K£®�K �¤ ¬ ���@£ �K� ¥ ��� ¥ �w��£ 1 ³K� ±

æM��� ¡ �
M∞

���¢³K�G�K£®� ¥  �� ¡G18¨�¨R3 µ��[� ¥ � ¦ ª«�K 
rn

¨½1  �³9�À�4�{� ¯ ³ ¬�¦
B(x∞, rn) ⊂ M∞

��� ¬ �9£®�4�K£��K  ©¤ ¬ � ¡¢¥ �
M

1 �[� ¥/¬ �u��� ¡4¨½¯ �@���K� £ 1 ¤
B(x∞, rn) ⊂ M∞ ≈ int(M)

��� 1à¬ �9£®� ¥ �9¤ 3 �G¹ ¯ �R° 18¨ �4� ¡ � ±
¾ ¬ ���È��£�¤ ¨ ���4� ¥/¬�1Z¥ un(B(x∞, rn))

��� ¬ �K£®�4�9£®�K �¤ ¬ � ¡¼¥ �
M ± æ^��� ¡ � ũn ���È�G¹ ¯ �R° 1  �� 1 � ¥Z¦�¥/¬ �6��� ¡4¨�¯ ©�@���K� £ 1 ¤

un(B(x∞, rn)) ⊂ Mn ≈ int(M)
��� 1¢¬ �K£®� ¥ �K¤ 3 �G¹ ¯ �R° 18¨ �4� ¡ � ± ç 3 1  ��4� ¯{¨R¥ �Kª Â 0¢0 æ Ä�¦

M −B(x∞, rn)
1 �[�

M −un(B(x∞, rn))
1  �� ¬ �9£®�4�K£��K �¤ ¬ � ¡ ¥ �

∂M × (0, 1]
1 �[�®\� ¡G1 �È�B´ ¥ �4�[� ¥/¬ �

£ 1 ¤
un : B(x∞, rn) ⊂ int(M) → int(M)

¥ � 1
¬ �K£®�4�9£®�K �¤ ¬ ���@£
vn : M → M

¬ �K£®� ¥ �K¤[� ¡¼¥ � ¥/¬ �
���[�G� ¥ � ¥`3 ±�¾ ��� ¬ �G ¥/¬{1Z¥ (σn)

¡ �K�9°F�G �³K�4� ¥ �
σ∞

¦ � ¥  ��4£ 1 ���[� ¥ �®� ¬ �G ¥O¬{1Z¥
vn
���U���@� ¥ �K¤{� ¡�¥ � ¥O¬ �����{�4� ©¥ � ¥`3 ª«�K  ¨½1  �³K�

n ±
Ì � ¥ n ∈ N ¦b¥/¬ ��£ 1 ¤ fn : ∂χ<0M−L0 → ∂N(ρn) ⊂Mn ≈ int(M)

��� ¥O¬ �� ��G� ¥  �� ¡B¥ ���K�-�Kª 1 � ¬ �K£�� ©�K£��K �¤ ¬ ���@£
hn
1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ �

ρn ±�¾ ¬ �4 ��4ª��K �� fn ���*���@� ¥ �9¤[� ¡\¥ � ¥/¬ �w��� ¡4¨�¯ �@���K��£ 1 ¤ ∂χ<0M−L0 →M ±æ^��� ¡ �
un

��� 1
kn © § � ¨ ��¤{� ¡B¬ � ¥ Ë�£ 1 ¤ ¦ ª«�9  n ¨½1  �³9���4�[� ¯ ³ ¬ì¦ B(xn, rn − 1)

¨ �½�4�U���
un(B(x∞, rn)) ±�Ì � ¥ S§ � 1�¡ �K�{�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£®¤>�K�[�G� ¥ �9ª

∂χ<0M −L0 ± ç 3 Ì �4£®£ 1�: ± � 1 �{� : ± � ¦ ª��K  n ¨½1  �³K���4�{� ¯ ³ ¬�¦9¥/¬ � ¥O¬ � ¡ á¤ 1   ¥ �Kª
fn(S)

¨ ���4�����
B(xn, rn − 1) ⊂ un(B(x∞, rn)) ±xº � ¥/¬ ��¤[ ����9ª��Kª Ì �4£®£ 1®: ± z \� ¬{1 °���� ¬ �GU�¥/¬�1Z¥

fn : S → ∂N(ρn)
¡ �K�9°F�4 @³K�4� ¥ �

f∞ : S → ∂N(ρ∞)
1 �[�6\� 18¨  �� 1 � 3 á^�[�G ¥/¬�1Z¥

ũn
¡ �K�9°��4 �³K�4�

¥ � ¥/¬ �����[�4� ¥ � ¥`3 �K� 1 � 36¡ �K£®¤ 18¡B¥ �@� ¥ ±\º ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ¥/¬{1�¥ u−1
n ◦ fn = v−1

n ◦ fn
¡ �K�9°F�4 @³K�4� ¥ �

f∞
�K� 1 � 3

¡ �K£�¤ 18¡B¥ �@� ¥ ± ' �4� ¡ � ¦ ª«�K  n ¨½1  �³K���4�[� ¯ ³ ¬ì¦^¥/¬ �� ��4� ¥  �� ¡D¥ ���K�[� �Kª v−1
n ◦ fn

1 �{���Kª
f∞

¥ �
S
1  ������@� ¥ �K¤{� ¡ ±æ^��� ¡ �

fn
1 �[�

f∞
1  ������@� ¥ �K¤{� ¡�¥ � ¥/¬ ����� ¡4¨�¯ �@���K�2£ 1 ¤

S → M
¦�¥O¬ �- @�4� ¥  �� ¡B¥ ���K�2�Kª

vn
¥ �
S ⊂ ∂M

���
���@� ¥ �K¤{� ¡�¥ � ¥/¬ ����� ¡4¨�¯ �@���K�¼£ 1 ¤

S →M ±
587



Ì � ¥ V (L0)
§ � 1 � 1 �[� ¯{¨½1  w�[�4��³ ¬^§ �K  ¬ �����¼�9ª

L0 ± æ^��� ¡ � λ̇ ∈P+(M)/R
1 �{�¼�@��� ¡ �

L0 �[�^�4�w�[� ¥��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ |λ̇| ¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¨R3�¦ V (L0) ∪ ∂χ=0M
�[���G���[� ¥�¡ �K� ¥O1 ��� 1 � 3 �4�@�@�4� ¥ � 18¨ �[��� ¡ �[�K  1 �[� ¯[¨�¯ � ± É �¬{1 °�� 18¨  @� 1 � 3 � ¬ �G�� ¥/¬�1Z¥

vn
��� ¬ �K£®� ¥ �K¤[� ¡"¥ � ¥/¬ �*���{�4� ¥ � ¥`3�1 �[� ¥/¬{1Z¥ � ¥ �r ��G� ¥  �� ¡B¥ ���K� ¥ �

∂χ<0M−V (L0)���U���@� ¥ �K¤[� ¡�¥ � ¥O¬ ����� ¡4¨½¯ �@���K�6£ 1 ¤
∂χ<0M − V (L0)→M ±�º ¥ ª«� ¨�¨ �GU�Uª� ��K£ Â < � ¬MÄì¥/¬�1Z¥

vn
���w���@� ¥ �9¤[� ¡

¥ � ¥/¬ ���½�[�4� ¥ � ¥`3F¦[¡ �9� ¡4¨�¯ �[���[³ ¥/¬ ��¤[ ����9ª ¥/¬{1�¥
bR

���w¤[ ��K¤>�4  ±
ç �é�w�FE�B_èk�7B*�-�aB_E ���¡é�ê�B"�w��BO� � ë�@

º � ¥O¬ ���w�@� ¡B¥ ���K� ¦ \��U� ¨�¨ �B´[¤ ¨½1 ��� ¥/¬ ��¤[ ����9ª«�w�Kª ¾ ¬ �4�K ��G£®� Ã ± � 1 �[� Ã ± : ±
ï-ðrñ�ò�óZñ^ô õ�ö65ìöU÷ Î4Ñ

λ̊ ∈P(M)/Mod0(M) ø Î�Ö�ÔD×fÖ8ß/ßkÏjÜ�ÐÈÎ@Ö�ßOÝ^Ò@Î/ú�Í�Î@ÏbúFÎBßOÓÕÔ�×fÖ8Ð�Ó�Ú�ÖKÑ&Ó&Ï8Ú[ßUßBÝ{ÔBÞ�Ñ�Þ^ÖKÑ
B(̊λ)

Óêß�Ö�ßOÓ�Ú�ÍK×�Î"ù[Ï8Ó«Ú�Ñ
ρ
Ö8Ú�ú�×�Î4Ñ

ρn ⊂ AH(M) ø Î�Ö�ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î�ÏjÜ�Ô@Ï8Ú�/BÝ9Í9Ö�ÔDØ�Ô4×fÖ�ß/ßGÎOßwÒ@Î`ù�Ò@ÎBß4ÎDÚ�Ñ�ÖKÑ&Ó&ÏKÚ[ß ÿ� Þ[ÎDÚ
ρn

Ô@Ï8Ú��8ÎDÒÕÍ�ÎBß�ßDÑ&Ò�Ï8Ú�Í9×dØÈÑ�Ï
ρ∞

Ó Ü�Ö8Ú�ú�Ï8Ú�×dØ�Ó Ü7�
ü�Ñ�ÞMÎDÒ@Î2Óêß

N
ßOÝ{ÔBÞéÑ�Þ^ÖKÑxÜDÏKÒ

n ≥ N
�
ρn

ÓêßuÖ
Í�Î@Ï8ÐÈÎ4Ñ&ÒOÓ�Ô@ÖK×«×dØ�Ù*Ú{Ó�ÑmÎ2Ò@Î`ù�Ò@ÎBß4ÎDÚ�Ñ�ÖKÑ&Ó&ÏKÚ·ý"Ó�Ñ�Þ ø ÎBÚ�úKÓ«Ú�ÍÐ�Î@Ö8ßOÝ^Ò@Î@ú�ÍFÎ/ÏGú�ÎOßBÓÕÔ-×RÖKÐ�Ó«Ú�ÖKÑ&ÓÕÏ8Ú
λ̊n ∈P(M)/Mod0(M) 


üwÑ�ÞMÎ�ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/Î
λ̈n ∈P+(M)/(Mod0(M) ∗R)

Ô@Ï8Ú��8ÎDÒÕÍ�ÎBß�Ñ�Ï
λ̈ ÿ

f Ò�ÏbÏjÜ ÿ�Ì � ¥ λ̊ ∈ P(M)/Mod0(M)
§ � 1�¡4¨½1 �����Kª*£�� 1 � ¯  ��G�2³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1�¥ ���K�[��� ¯[¡O¬¢¥/¬{1Z¥

B(λ)��� 1 �����{³ ¨ ��¤>�K��� ¥
ρ
¦{1 �[� ¨ � ¥

λ ∈P(M)
§ � 1  ��4¤[ @�4�@�4� ¥O1�¥ �R°F���9ª

λ̊ ±
Ì � ¥ ρn ⊂ AH(M)

§ � 1 �@�4¹ ¯ �G� ¡ �6�Kª� @�4¤[ @�4���G� ¥O1Z¥ ���K�[�®U� ¥/¬ã¥/¬ �¼ª�� ¨�¨ �GU���{³�¤{ ��K¤>�4  ¥ ���4� Û ¥/¬ �4 �����
N
� ¯[¡O¬À¥/¬�1Z¥ ª«�K 

n ≥ N
¦
ρn

��� 1 ³K�4�9£®� ¥  @� ¡G18¨�¨R3 µ��[� ¥ �� ��4¤[ @�4�@�4� ¥O1Z¥ ���K�ÀU� ¥/¬à§ �G�[�[���{³¢£®� 1 � ¯  ��4�
³K�4�^�[�4�@� ¡®¨½1 £®��� 1�¥ ���K�

λ̊n ∈ P(M)/Mod0(M)
1 �{� ¥/¬ �����G¹ ¯ �4� ¡ �

λ̈n ∈ P+(M)/(Mod0(M) ∗R)¡ �K�F°F�4 �³K�4� ¥ �
λ̈ ± � �K  n ≥ N

¦�¨ � ¥
λn ∈ P(M)

§ � 1  ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ �R°F�®�Kª
λ̊n

� ¯{¡O¬¢¥/¬�1Z¥
λ̇n

¡ �K�9°��4 �³K�4�
¥ �
λ̇ ± � �K  n ≥ N

¦�¥/¬ �G ������ 1 ³K�4�K£�� ¥  �� ¡b18¨�¨R3 µ��[� ¥ ��£®� ¥  @� ¡
σn

U� ¥/¬ã1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4�à ��4¤{ ��4�@�4� ¥O1Z¥ ���K�
ρn1 �{�¢�� ¥/¬
§ �4�{�[���[³�£�� 1 � ¯  @�4�
³K�4���[�G��� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K�[�

λn ± ç 3 ¾ ¬ �4�K ��4£ Ã ± 5M¦r1 � 3 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ ���Kª σn¡ �K� ¥O1 ���[� 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �G� ¡ � ¡ �K�9°��4 �³K���{³ ¥ � 1 ³K�4�K£®� ¥  �� ¡G18¨½¨R3 µ��[� ¥ ��£�� ¥  �� ¡
σ∞ ± ç 3 Â Ì ��� Ä�¦�¥/¬ � § �4�{�[���{³£®� 1 � ¯  ��4�u³K�G���[�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���9�u�Kª

σ∞
���
λ ± æ^��� ¡ � B(̊λ)

��� 1 �@���[³ ¨ ��¤>�K��� ¥
ρ
¦>¥O¬ �� ��4¤{ ��4�@�4� ¥O1�¥ ���K�

ρ��� 1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ �
σ∞ ± ç 3 Ì �4£�£ 1�: ± ÃKÃK¦ì¥/¬ � ¡ �K @ ��4�@¤��K�{�[���{³¼� ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ �®�Kª ρn ¡ �K�9°F�4 @³K�4��� ¥  ��9�[³ ¨R3Á ¯ ¤ ¥ � ¡ �K�Kè ¯ ³ 1K¡B3{Ç�¥ � ρ ± É � ¬{1 °F� ¥/¬^¯ ��¤{ ��G°F�4� ¥/¬{1�¥\1 � 3 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ �U�Kª ρn ¡ �K� ¥O1 ���{� 1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ �¥/¬�1Z¥U¡ �K�F°F�4 �³K�4�U� ¥  ��K�{³ ¨R3�¥ �

ρ ±*º ¥ ª«� ¨�¨ �G�� ¥O¬{1Z¥ ρn ¡ �K�9°F�4 @³K�4�w� ¥  ��K�{³ ¨R3�¥ � ρ ±Ì � ¥ ρn ∈ AH(M)
§ � 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ �U�Kª> ��4¤{ ��4�@�4� ¥O1Z¥ ���K� ¡ �K�9°��4 �³K���{³�� ¥  ��K�{³ ¨R3�¥ �

ρ ±"Ì � ¥ σ ∈ G F (M)§ � 1 ³K�4�9£®� ¥  @� ¡G18¨�¨R3 µ��[� ¥ �® @�4¤[ ��G���G� ¥O1Z¥ ���9�¢ ¬ �K�@� § �4�[�[�½�[³�£�� 1 � ¯  ��G�
³K�4���{�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1�¥ ���K�
���
λ ± ç 3Â ¾ 18Ä�¦$¥/¬ �G ������ N � ¯[¡O¬2¥/¬{1�¥ ª«�K 

n ≥ N
¦
ρn

����³K�G�K£®� ¥  �� ¡G18¨�¨R3 µ{�[� ¥ � ±�¾ ¬ �G ��4ª«�K @� ¥/¬ �4 ��®��� 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ ��Kª�£�� ¥  �� ¡ �
σn ∈ G F (M)

�� ¥/¬é1 ���@� ¡ � 1Z¥ �4�é ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ ���K�{�
ρn

� ¯{¡O¬ ¥/¬�1Z¥
σn

¡ �K�9°F�G �³K�4� ¥ �
σ
���

G F (M) ±�Ì � ¥ λn § � ¥/¬ � § �4�{�[���{³¢£�� 1 � ¯  @�4�à³K�4�^�[�4�@� ¡�¨ê1 £®��� 1�¥ ���K� �Kª σn ¦ λn ��� 1  ��4¤{ ��4�@�4� ¥B1Z¥ �R°F��Kª ¥/¬ � § �4�{�[���{³�£�� 1 � ¯  ��4� ¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�
λ̊n ∈ P(M)/Mod0(M)

�9ª
ρn ± ç 3 Â Ì ��� Ä�¦ì¥/¬ �®�@�4¹ ¯ �4� ¡ � λ̇n¡ �K�F°F�4 �³K�4� ¥ �

λ̇ ±"¾ ¬ �4 ��4ª��K �� ¥O¬ ���@�4¹ ¯ �4� ¡ � λ̈n ∈P+(M)/(Mod0(M) ∗R)
¡ �K�9°F�4 @³K�4� ¥ �

λ̈ ±
ï-ðrñ�ò�óZñ^ô õ�ö&:rö+� ÞMÎ�ÖFÔ4Ñ&Ó&Ï8Ú
ÏjÜ

Mod(M)
ÏKÚ

D(M)
Óêßxù�Ò�ÏBù[ÎDÒD×dØ�ú8Ó«ß4Ô@Ï8Ú�Ñ&Ó«Ú{Ý[ÏKÝ�ß ÿ

f Ò�ÏbÏjÜ ÿUº ª$\� 1 ��� ¯ £®� ¥/¬ � ¡ �K� ¥   1   3F¦F¥O¬ �4 �� 1  �� λ ∈ D(M)
¦
(λn) ∈ D(M)

1 �{�
(φn) ∈Mod(M)

� ¯[¡O¬
¥/¬�1Z¥

(λn)
1 �[�

(φn(λn))
¡ �K�9°F�G �³K�k�@��£ ¯[¨f¥O1 �[�4� ¯ � ¨R3�¥ �

λ
���

ML (∂M)
1 �[� ¥/¬{1�¥ ª«�K  1 � 3

n 6= m
¦
φn���w�{� ¥ ���@� ¥ �K¤{� ¡�¥ �

φm ±� �� �� ¥®1 �@� ¯ £®� ¥/¬�1Z¥-¥/¬ �4 @�È�����[� ¬ �K£��4�K£®�9 �¤ ¬ ����£ § � ¥ \�4�4�
M

1 �[� 1 �
I © §[¯ �{� ¨ �È�G°��4  1 ¤ 1 �� -�Kª¤ 1 � ¥ �

P
� ¯[¡O¬u¥O¬{1Z¥ |λ| ����£ 1 ¤[¤>�4� ¥ � 1 �@� ¡B¥ ���K�À�Kª ¥/¬ � §[¯ �[� ¨ ���G°F�G  ∂P ± æ^��� ¡ � λ ∈ D(M)

¦�¥/¬ �4 ��
���
η > 0

� ¯{¡O¬�¥/¬�1Z¥
i(λ, ∂D) > η

ª«�K  1 � 3 �4�@�@�4� ¥ � 18¨ �{��� ¡
D ±2Ì � ¥ 2π

η λ
§ � ¥/¬ ��£�� 1 � ¯  @�4�¿³K�G���[�4�@� ¡

¨½1 £���� 1Z¥ ���9�6� §M¥O1 ���[�G� §93  ��4� ¡G18¨ ���{³ ¥/¬ ��£�� 1 � ¯  @���Kª
λ
§93 2π

η ±xÌ � ¥ λi § � 1®¡ �K£®¤ 1K¡B¥�¨ � 1 ª��Kª 2π
η λ

U� ¥/¬
1 \�4��³ ¬F¥ ³K �� 1Z¥ �4  ¥/¬�1 �¿�K -�4¹ ¯�18¨*¥ �

π ±(º ª ¦�¯ ¤ ¥ �¢�B´ ¥   18¡B¥ ���{³ 1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � ¦ λi ��� 1(¡ �K£�¤ 18¡D¥�¨ � 1 ª�Kª 18¨�¨r¥/¬ ��£®� 1 � ¯  ��4�2³K�G���[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�{�
λn
¦  ��4¤ ¨½18¡ � ¦ ��� 2π

η λ
1 �[�2��� 18¨�¨ 2π

η λn
¦
λi
§9321�¨ � 1 ª"U� ¥/¬

\�4��³ ¬F¥ �G¹ ¯{18¨>¥ �
π ±*Ì � ¥ λ′∞ 1 �[�

λ′n
§ � ¥/¬ ��£®� 1 � ¯  ��4��³K�4�^�[�4�@� ¡k¨½1 £®��� 1�¥ ���K�[�w� §^¥O1 �½�[�4� §F3 �[�9���[³ ¥/¬ ���

5^Ã



�K¤>�4  1Z¥ ���9��ª��K  18¨�¨�¥/¬ � ¨ � 1 °F�G�x�Kª 2π
η λ

U� ¥/¬�1 \�G��³ ¬9¥ ³K @� 1Z¥ �4  ¥/¬�1 ���K ��G¹ ¯{18¨�¥ �
π ± É �� ��4£ 1  �á ¥/¬{1Z¥ λ′∞£ 143
¬�1 °F���@�K£®� ¨ � 1 °F�4��U� ¥O¬�1 \�4��³ ¬9¥ ³K �� 1�¥ �4  ¥/¬{1 �

π
§[¯M¥�¥/¬�1Z¥ ª��K 

n
¨½1  �³K���4�[� ¯ ³ ¬ì¦�¥/¬ � ¡ �K£®¤ 18¡B¥

¨ � 1 °F�G�x�Kª
λ′n

18¨�¨>¬{1 °F� 1  �4��³ ¬9¥ ¨ �4�@� ¥O¬{1 ���K x�4¹ ¯{1K¨{¥ �
π ±O, � ¥ � 18¨ �@� ¥/¬{1Z¥ (λ′n)

1 �[�
(φn(λ′n))

¡ �K�9°F�4 @³K�
�@��£ ¯{¨R¥O1 �[�G� ¯ � ¨R3
¥ �

λ′∞
���

ML (∂M) ± ç 3 Â Ì � 5M¦ Ì �4£�£ 1 � ± :8Ä�¦ λ′∞ 1 �{�
λ′n

� 1Z¥ ���@ª 3À¡ �K�{�[� ¥ ���K�{�
b)
¦

c) ± � �K  n ¨½1  @³K���4�[� ¯ ³ ¬ì¦M¥/¬ � λ′n 18¨ �@�®� 1Z¥ ���@ª 3¼¡ �9�[�[� ¥ ���K� a)
¬ �G� ¡ � ¦{§93 Â Ì � ÃDÄ�¦M¥/¬ �4 ������ 1 ³9�4�K£®� ¥  �� ¡G18¨�¨R3µ{�{� ¥ ��£®� ¥  �� ¡

σn ∈ G F (M)
 ¬ �K�@� § �4�{�[���[³�£�� 1 � ¯  ��G� ¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�����

(λ′n) ±"¾ ¬ � § �4�[�{���[³�£®� 1 � ¯  ��4�³K�4�^�[�4�@� ¡�¨ê1 £®��� 1Z¥ ���K�6�Kª
φn∗(ρn)

���
φn(λ′n)

1 �[� §93�¡ �K�[� ¥   ¯{¡B¥ ���K�
φn(λ′n) −→ λ′∞ ± ç 3 ¾ ¬ �4�9 ��4£ Ã ± 5^¦¯ ¤ ¥ �®�D´ ¥   18¡D¥ ���[³ 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ �

(σn)
1 �[�

(φn∗(σn))
¡ �K�9°F�G �³K���½�

G F (M) ±
¾ ¬ �4 ��4ª��K ��¼\� ¡G1 � ¡O¬ �^�K�@�( ��4¤[ @�4�@�4� ¥O1Z¥ ���K�[� ρn : π1(M) → Isom(H3)

1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ �
σn

� ¯[¡O¬
¥/¬�1Z¥

ρn
1 �[�

φn∗ ◦ ρn
§ � ¥/¬·¡ �K�9°F�G �³K� 18¨ ³K� §   1 � ¡G18¨�¨R3 ± º ¥ ��� 1¿¡4¨½1 �@�@� ¡G18¨  ��4� ¯{¨R¥�¥/¬�1Z¥�¥/¬ � 18¡B¥ ���K�·�Kª

Mod(M)/Mod0(M)
�K� ¥/¬ ��� ¯[§ �@� ¥ �Kª

AH(M)
£ 1 �[� ¯ ¤ §93�¥/¬ ��³K�4�9£®� ¥  @� ¡G18¨�¨R3 µ{�[� ¥ �� @�4¤[ ��G���G� ¥O1Z¥ ���K�[�

���U¤{ ��K¤>�4  ¨R3 �[�½� ¡ �K� ¥ ��� ¯ � ¯ � ±xº ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ¥O¬{1Z¥b¦�¯ ¤ ¥ ���B´ ¥   18¡D¥ ���[³ 1 � ¯[§ ���G¹ ¯ �4� ¡ � ¦M¥O¬ �4 ������ n0
� ¯[¡O¬�¥O¬{1Z¥

φ−1
n0
◦ φn

��� 1 �¼� ¨ �4£®�4� ¥ �Kª
Mod0(M) ±æM��� ¡ �

(λ′n)
¡ �K�F°F�4 �³K�4� ¥ �

λ′∞
¦$¯ ¤ ¥ ���D´ ¥   18¡D¥ ���[³ 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �G� ¡ � ¦�¥/¬ � ¯ �{���K�

λ(p) �Kª ¥/¬ � ¡ �K£®¤ 18¡B¥¨ � 1 °F�G�x�Kª
λ′n
U� ¥/¬�1 \�4��³ ¬9¥ �G¹ ¯{18¨�¥ �

π
�{���4�x�{� ¥ �{�4¤��4�{�È�9�

n ± æ^��� ¡ � (φn(λ′n))
¡ �K�9°F�4 @³K�4� ¥ �

λ′∞
¦^¯ ¤

¥ ���B´ ¥   18¡B¥ ���[³ 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � ¦
(φn(λ(p)))

�[�^�4���{� ¥ �{�4¤>�4�[�È�K�
n ± ¹ ¤ ¥ � ¡O¬{1 �{³K���[³ n0

1 �[�È�D´ ¥   18¡D¥ ���[³
1 � ¯[§ ���G¹ ¯ �4� ¡ � ¦ \�k£ 143�1 �@� ¯ £®� ¥O¬{1Z¥

φ−1
n0
◦ φn

µM´M�G�
λ(p) 1 �[� ¥/¬{1Z¥ φ−1

n0
◦ φn

£ 1 ¤[� � 18¡O¬�¡ �9£®¤>�K�[�4� ¥
�Kª
∂M − λ(p) ¥ �®� ¥ ��� ¨ ª ±
Ì � ¥ S § � 1�¡ �9�[�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª ∂M − λ(p) ±UÌ � ¥k¯ ���{�4�[� ¥ � §93 sSn ¥/¬ �-£�� ¥  �� ¡ ���[� ¯[¡ �4�¢�K�

S ⊂ ∂M §93�1�¬ �K£®�4�9£®�K �¤ ¬ ���@£
hn : M−(λ(p)∪∂χ=0M)→ N(σn)

1 �@�@� ¡ � 1Z¥ �4� ¥ �
σn ± É � ¬{1 °F�\�@�4�4���� Ì �4£®£ 1�: ± � ¥/¬�1Z¥b¦�¯ ¤ ¥ �¼�B´ ¥   18¡B¥ �½�[³ 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � ¦$¥/¬ �®�@�4¹ ¯ �G� ¡ � (sSn)

¡ �9�9°F�4 �³9�4� 18¨ ³K� §   1 � ¡G18¨�¨R3 ±æ^��� ¡ �
φ−1
n0
◦ φn(λ′n)

¡ �9�9°F�4 �³9�4� ¥ �
φ−1
n0

(λ′∞)
¦ � ¥ ª«� ¨�¨ �GU�¼ª« ��K£ ¥O¬ �2¤{ ����Kª��Kª Ì �4£�£ 1¿: ± � ¥/¬�1Z¥�¥/¬ ��@�4¹ ¯ �4� ¡ �

(φ−1
n0
◦ φn)∗sSn

¡ �K�9°F�4 @³K�4� 18¨ ³K� §   1 � ¡G18¨�¨R3 ±kº ¥ ���U � ¨�¨ á��{�GU� ¥/¬�1Z¥�¥O¬ � 18¡B¥ �½�K�2�Kª Mod(S)
�K�

¥/¬ �����@� ¥ �K¤ 36¡4¨½1 �@�@�4�U�Kª ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ £®� ¥  �� ¡ �U�K�
S
���U¤{ ��K¤>�4  ¨R3 �{��� ¡ �K� ¥ ��� ¯ � ¯ � ±�º ¥ ª�� ¨�¨ �GU� ¥O¬{1Z¥w¥O¬ �4 @�����

n1
� ¯{¡O¬2¥O¬{1Z¥b¦o¯ ¤ ¥ �6�B´ ¥   18¡B¥ ���{³ 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �G� ¡ � ¦ì¥O¬ �� ��4� ¥  �� ¡D¥ ���K�[���Kª

φ−1
n0
◦ φn

1 �{���Kª
φ−1
n0
◦ φn1

¥ �
S ⊂ ∂M 1  ������@� ¥ �9¤[� ¡ ±

² ¨�¨�¥/¬ � ¬ �K£��4�K£��K �¤ ¬ ���@£®� φ−1
n0
◦ φn

1  �� ¬ �K£�� ¥ �K¤{� ¡�¥ � ¥O¬ �-���[�4� ¥ � ¥`3F¦>¬ �4� ¡ � ¥/¬ � 3¢1  �� ¬ �K£®� ¥ �K¤[� ¡
¥ ��� 1K¡O¬ � ¥/¬ �G  ±�º �6¤ 1   ¥ � ¡4¯[¨½1   ¦ φ−1

n0
◦ φn

��� ¬ �K£®� ¥ �K¤[� ¡k¥ �
φ−1
n0
◦ φn1

ª«�K  1 � 3
n ± É � ¬{1 °F���@�4�G�6��� ¥/¬ �¤[ @�B°M��� ¯ ��¤ 1   1 ³K  1 ¤ ¬�¥/¬�1Z¥�¥/¬ �U ��4� ¥  �� ¡D¥ ���K�È�Kª

φ−1
n0
◦φn

¥ ��� 18¡O¬È¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª
∂M −λ(p) �������@� ¥ �K¤[� ¡ ¥ �¥/¬ �� ��4� ¥  �� ¡B¥ ���K�¢�Kª

φ−1
n0
◦ φn1 ±UÌ � ¥ V (λ(p))

§ � 1 � 1 �[� ¯[¨½1  ��[�4��³ ¬^§ �K  ¬ �����¢�Kª
λ(p) ¦ �@��� ¡ � λ ∈ D(M)

¦
(M,V (λ(p)))

�[���4���{� ¥�¡ �K� ¥B1 ��� 1 � 3(1 �{� ¯[¨�¯ �U�[�9 U�4�@���G� ¥ � 18¨ �[��� ¡ ± º ¥ ª«� ¨�¨ �G���ª« ��K£ Â < � ¬ì¦ =  ��K¤��9��� ¥ ���K�5 � ± ÃDÄì¥/¬{1Z¥Z¦M¯ ¤ ¥ �®�B´ ¥   18¡B¥ �½�[³ 1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � 1 �[� ¡O¬{1 �[³K���[³ n1
¦
φ−1
n0
◦ φn

���w����� ¥ �K¤[� ¡�¥ �
φ−1
n0
◦ φn1

�K�
¥/¬ �k ¬ � ¨ ��£ 1 �[��ª«� ¨ �

M ±�¾ ¬ ��� ¡ �K� ¥   1 �[� ¡D¥ �U� ¯   ¬93 ¤>� ¥/¬ �G����� Á ¥/¬{1Z¥ ª��K  1 � 3 n 6= m
¦
φn

���U�{� ¥ ���@� ¥ �9¤[� ¡
¥ �
φm
Ç\1 �[� ¡ �K� ¡G¨�¯ �[�G� ¥/¬ ��¤{ ����Kª���� ¥O¬ ��� ¡G1 �@� ±� ��� 18¨�¨R3
1 �@� ¯ £�� ¥/¬�1Z¥k¥O¬ �4 @����� 1�¬ �K£®�G�K£®�K �¤ ¬ ���@£ § � ¥ \�4�4�

M
1 �[� 1 �

I © §{¯ �{� ¨ ���G°F�G  1 ¤ 1 �� ��Kª¤ 1 � ¥ �
P
� ¯[¡O¬
¥/¬{1Z¥ |λ| ����£ 1 ¤{¤��G� ¥ � 1 �@� ¡D¥ ���K�À�Kª ¥/¬ � §[¯ �[� ¨ ���G°F�G  ∂P ±�Ì � ¥ η > 0

§ �È� ¯{¡O¬u¥/¬�1Z¥
i(∂D, λ) > η

ª«�K  1 � 3 �4�@�@�4� ¥ � 18¨ �[�½� ¡
D ±®Ì � ¥ 2π

η λ
§ � ¥O¬ �®£®� 1 � ¯  ��4�
³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1Z¥ ���K��� §^¥O1 ���{�4�

§93  ��4� ¡G18¨ ���{³ ¥/¬ ��£�� 1 � ¯  ��-�Kª
λ
§F3 2π

η ± º ª 1�¬ �K£®� ¡G¨ ���[� ¡-¨ � 1 ª l ��� ¥ �4 @��� ¡B¥ � |λ| �K� ¨R3 ���(�K�{��¤��9��� ¥U¥O¬ �4�
l
¡ �K� ¥O1 ���[� ¥ \���[���Õèp�9��� ¥k¬{18¨ ª ¨ � 1 °F�G� § � ¥/¬ ��¤{��  18¨ ���{³È��� ¥O¬ ��� 1 £��-�[�� �� ¡D¥ ���K� ¥ �G 1  �� 1�¨ � 1 ª"�Kª

λ ± æ ¯[¡O¬1È¨ � 1 ª ¡G1 �¢�[� ¥k¨ ���-��� 1¨'�1K¯ �@�[�K �Ê ¨ ��£®� ¥ �Kª"�@��£�¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4� ¡G¯  p°F� ± � ¯   ¥/¬ �4 �£®�9 �� i(∂E, 2π
η λ) > 2π

ª«�K 
1 � 3 �4�@�@�4� ¥ � 18¨>1 �[� ¯{¨�¯ �

E ±�º ¥ ª«� ¨�¨ �GU� ¥O¬{1Z¥�¥/¬ �U¤{ ����Kªì�Kª ¾ ¬ �G�K ��4£ Ã ± 5 � ¥ � ¨�¨ \�K �á^����� ¥/¬ �½� ¡G1 �@� 3 ��� ¨ �[�½�[³¥/¬ ��ª�� ¨�¨ �GU���{³ ¡ �K� ¡4¨�¯ �@���K� Û ��ª σn ∈ G F (M)
��� 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ �¼�Kª�£®� ¥  �� ¡ �� ¬ �9��� § �4�[�{���[³
³K�4���{�4�@� ¡

£®� 1 � ¯  ��4� ¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�{�
λn
¡ �K�9°F�4 @³K�4� ¥ � 2π

η λ
¥/¬ �G� ¥/¬ �4 @�w��� 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � � ¯{¡O¬�¥/¬�1Z¥

σn
¡ �K�9°F�G �³K�4� ¥ �

¥/¬ ��ª ¯{¡O¬ �@� 1 ��£�� ¥  �� ¡  ¬ �K�@��¤ 1   18§ � ¨ � ¡ � 1  �� ¥/¬ � ¨ � 1 °F�4�\�Kª
λ ±_, �b¶\� ¡G1 � 1 ¤[¤ ¨R3®¥/¬ ��� 1 £®� 1  �³ ¯ £®�4� ¥ �1 �w��� ¥/¬ ��� ¥/¬ �G  ¡G1 �@� ±
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ì �é���íØF�U���>��D��a�\�>�@�U� ����é{B*�/�¬êF�ïîF�y�yB"�ïERØ7�U�aBð�U�-�
Λ ñ �íBO��E��-��B"�ò����� � ñ�7�x�$���U�FE

Ì � ¥ S § � 1�¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ � ¯  �ª 1K¡ ��U� ¥O¬ µ{�{� ¥ � 1  �� 1®1 �[� ¨ � ¥ (sn)
§ � 1 �@�4¹ ¯ �G� ¡ �k�Kª ¡ �K£®¤ ¨ � ¥ � ¬F3 ¤��4  § � ¨ � ¡

£®� ¥  �� ¡ ���K�
S ±2² ��� ¯ £®� ¥/¬{1Z¥ �[�2� ¯[§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ ���Kª (sn)

¡ �K�F°F�4 �³K�G� 18¨ ³K� §   1 � ¡G1K¨�¨R3 ±u¾ ¬ �4� §93 Â 0 �Fæ ÃDÄ�¦¥/¬ �4 ��U��� 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � Á  ¬ � ¡O¬ \� �� ¨�¨�18¨ �@���[�4�{� ¥ � §93 (sn)
Ç  ¬ � ¡O¬�¥ �4�[�{� ¥ � 1 �@£ 18¨�¨ £®���{��£ 18¨�18¡B¥ �½�K�

�Kª
π1(S)

�K� 1
Λ © ¥  ��4� T ±k¾ ¬ � §�1 �@� ¡ ¤{ ��K¤>�4  ¥`3 �Kª ¥/¬ ��� 18¡B¥ ���9�2��� ¥/¬�1Z¥ ª«�K  1 � 3 �@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  p°F�4�

c1, c2
� ¯{¡O¬®¥/¬�1Z¥

lsn(c1) −→∞ ¦  � ¬{1 °F� limn−→∞
lsn (c2)
lsn (c1) = δL (c2)

δL (c1) ± ç 3 Â 0 � â Ä�¦9¥/¬ �½� 18¡B¥ ���K���Kª π1(S)�K�
T

���w� ¯{18¨$¥ � 1
Λ © £�� 1 � ¯  ��G�¼³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £®��� 1�¥ ���K� L ±

º � ¥O¬ ��� 1 ¤[¤>�4�[�{�R´ ¦ \�k�� ¨�¨ ¤[ ��b°F� ¥/¬ � ¡ �K� ¥ ��� ¯ � ¥`3�¥/¬ �G�K ��4£ ª«�9 
Λ © £�� 1 � ¯  ��G�¼³K�G���[�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K�[� ¬ � ¡O¬  1 � ¯ �@�4�¼�½� ¥/¬ ��¤[ @�4�@�4� ¥ ¤ 1 ¤��4  ±

ï-ðrñ�ò�óZñ^ô Ê¢ö�õ�ö�÷ Î4Ñ
(sn) ø Î®ß4Î@þ4Ý{ÎDÚ>Ô/ÎÈÏjÜÈÔ@ÏKÐUù>×�Î4ÑmÎ�Þ�Ø/ù{ÎBÒ ø Ï9×qÓ�Ô®Ð�Î4Ñ&ÒBÓÕÔBß®Ï�Ü\Ù"Ú{Ó&ÑmÎ§�ZÏ9×qÝMÐ�ÎÈÏKÚàÖ¼ßOÝ^ÒBüÜDÖFÔOÎ

S
ÑmÎDÚ�ú8Ó«Ú�Í6Ñ�Ï6Ö

Λ
ü`ÐÈÎ@Ö�ßOÝ^Ò@Î/ú¼×fÖ8Ð�Ó«Ú�ÖKÑ&Ó&ÏKÚ

L
ÖKÚ�ú6×�Î4Ñ

(λn) ø Î�Ö�ß4Î/þ4Ý{ÎDÚ�ÔOÎ®Ï�Ü-Ð�Î/Ö�ßOÝ^Ò@Î@úÈÍ�Î@ÏbúFÎBßOÓÕÔ×fÖ8Ð�Ó�Ú�ÖKÑ&Ó&Ï8Ú[ßwßOÝ{ÔBÞ�Ñ�ÞMÖKÑ
(λ̇n)

Ô@ÏKÚ«�8ÎDÒÕÍ�ÎBßUÑ�Ï-ßDÏ8Ð�Î
λ̇ ∈ML (S)/R

Ö8Ú�ú�ßBÝ{ÔBÞ�Ñ�ÞMÖKÑ
lsn(λn)

Óêß ø Ï8Ý^Ú�ú�Î@ú ÿ� Þ[ÎDÚ |λ̇| ú9ÏZÎBß�Ú�ÏKÑ�Ó«Ú�ÑmÎDÒOß4Î/Ô4Ñ |L | Ñ&Ò�ÖKÚ[ß�8ÎDÒ/ß4Î4×dØ ÿ
f Ò�ÏbÏjÜ ÿ�Ì � ¥ (sn)

¦
L
¦

(λn)
¦
λ
§ � 1 ����� ¥/¬ ��� ¥O1Z¥ �4£��4� ¥-1 �[�
� ¯ ¤[¤>�K�@� ¥O¬{1Z¥ |λ| ��� ¥ �4 @��� ¡B¥ � |L | ¥   1 �[� ©°F�4 @��� ¨R3 ± � �R´ 1  ��Gª«�4 ��4� ¡ � ¬F3 ¤��4  § � ¨ � ¡ £�� ¥  @� ¡ �K� S

1 �{�¸�[�G�[� ¥ � §93
λi
1¿¡ �9£®¤>�K�[�4� ¥ �Kª

λ
 ¬ � ¡O¬

��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ �
L

¥   1 �[�j°F�4 @��� ¨R3 ±� �� �� ¥\1 �@� ¯ £�� ¥/¬{1Z¥
λi
��� 1 ���� �  1Z¥ ���9� 18¨�¨½1 £���� 1Z¥ ���K� ± Å*�[�{�G S

U� ¥/¬�1�¡ �K£®¤ ¨ � ¥ � ¬F3 ¤��4  § � ¨ � ¡ £�� ¥  �� ¡
1 �{� ¨ � ¥

c ⊂ S(λi)
§ � 1 ����£�¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4� ³K�4�^�[�4�@� ¡ ± æ^��� ¡ � λi ��� 1   1Z¥ ���K� 18¨ ��� S(λi)

¦�1 � 3à¨ � 1 ªU�Kª
L��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ ���{³

c
¥   1 �[�j°F�G ��@� ¨R3 ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ �

λi
¥   1 �[�j°F�G ��@� ¨R3 ±"¾ ¬ �4 ��4ª«�K @� ¦�¥O¬ �4 ������ 1�¥   1 ��� ¥   18¡ á τ U� ¥/¬�¥/¬ �ª«� ¨�¨ �G����[³�¤[ @�K¤��G  ¥ ���4� Û

© τ ¡G1  @ ����4� λi ë
© τ ¬{1 � �K� ¨R3 �9�[���jU� ¥/¡O¬ A ⊂ c−L ë
© ª«�K  1 � 3¼1   ¡ k ⊂ τ ¥   1 �[�j°F�4 ��@� ¥ � ¥/¬ � ¥ ���4�w� ¯{¡O¬�¥/¬�1Z¥ k ∩A = ∂k

¦ \� ¬{1 °F� ∫
k dL > 2

∫
c dL ±

Ì � ¥ k ⊂ λi § � 1 � 1   ¡9¦ ¤ 1   1 £®� ¥  ���Ë4�4� §F3 [0, 1]
¦ � ¯[¡O¬È¥/¬�1Z¥

k ∩A = ∂k ± æ^��� ¡ � |λi| 1 �{� c 1  �� ¯ �[��¹ ¯ � ¨R3�[�4µ{�[�G�¼ª«�K  1 � 3�¬93 ¤��4  § � ¨ � ¡ £�� ¥  �� ¡ �K�
S
1 �[�¼�@��� ¡ �

∂k ⊂ |λi| ∩ c ¦^¥/¬ ��� 1   ¡ k ���\\� ¨�¨ © �[�Dµ��[�4�6ª«�K  1 � 3¬93 ¤��4  § � ¨ � ¡ £�� ¥  @� ¡ �9�
S Á �@�4� Ã ± ÃbÇ ±kÌ � ¥�¯ ���[�4�{� ¥ � §93 b ¥/¬ � §   1 � ¡O¬ �9ª τ ¡ �K� ¥O1 ���[���[³ k 1 �[� §93 b(λ)¥/¬ ��£®� 1 � ¯  ����Kª 1-¥ �����Kª
b ±

² ��� ¯ £®� ¥O¬{1Z¥ dkdt (0)
1 �[� dk

dt (1)
¤��9��� ¥x¥ � ¥/¬ ��� 1 £®�k�@���[�k�Kª

A ±_g �G�[� ¥ � §93 κ ¥/¬ �k� ¯{§ �@�4³K£��4� ¥ �9ª Aèp�K���{���[³
k(0)

¥ �
k(1)

1 �{� §F3
cb
¥/¬ ���@��£�¤ ¨ � ¡G¨ �K�@�4�(³9�4���[�G��� ¡-¬ �K£�� ¥ �K¤{� ¡�¥ �

k ∪ κ ±wÌ � ¥ d̂ § � 1�¨ ��ª ¥ �Kª
k ∪ κ ¥ � H2 ¦ \��£ 143�1 �@� ¯ £�� ¥/¬{1Z¥ A ¬{1 � § �4�G� ¡O¬ �K�@�4���@£ 18¨�¨ �4�{� ¯ ³ ¬ Á U� ¥/¬  ��G��¤>� ¡B¥x¥ � ¥/¬ �� @�4ª«�4 ��G� ¡ �£®� ¥  �� ¡bÇ �@� ¥/¬{1Z¥

d̂
��� 1 ¹ ¯{1 �@� © ³9�4���[�G��� ¡ ±�¾ ¬ �4� ¥O¬ �4 @� 1  �� 16¨ ��ª ¥ ĉb �Kª cb 1 �[� 1 � ¯ £ § �G  ε > 0

� ¯{¡O¬
¥/¬�1Z¥

d̂
¨ ���4�x��� 1 �

ε © �[�G��³ ¬�§ �9  ¬ ���^�È�Kª ĉb ± 0 �K ��4�G°F�G  ĉb ¡ �K� ¥B1 ���[� 1 ª 1 £�� ¨R3 �9ª$�@�4³K£��4� ¥ � [ai, ai+1]
¦
i ∈ Z� ¯[¡O¬(¥O¬{1Z¥�¥/¬ �

ε © �{�4��³ ¬^§ �K  ¬ �����2�Kª�� 18¡O¬ [ai, ai+1]
¡ �K� ¥O1 ���{���9�[� ¨ ��ª ¥ �Kª

k ±k¾ ¬ �4 @�4ª«�K �� 1 � 3¢¨ � 1 ª��Kª ¥/¬ �¤[ @�4��£ 1 ³9�®�Kª
L

 ¬ � ¡B¬ ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ �
d̂
��� ¥ �4 ��@� ¡D¥ �

d̂
�K� ¨R3 �K� ¡ � 1 �{� 18¨ �@�6��� ¥ �G ��@� ¡B¥ �

ĉb ±®¾ ¬ �4�u\� ¬�1 °F�
δL (cb) = δL (k) > 2δL (c) ± ' �4� ¡ � lsn(cb)− 2lsn(c)

¥ �4�[�{� ¥ � ∞ ± æ^��\� ¬{1 °��

lsn(k) ≥ lsn(cb)− lsn(A) ≥ lsn(cb)− lsn(c) −→∞. Á ÃbÇ

¾ ¬ ���-���[�4¹ ¯{18¨ � ¥`3 Á ÃbÇ�¬ � ¨ �{�-ª«�K  1 � 3À1   ¡ k �Kª λi − A ¨R3 ���[³¢���
b ± ¹ ¤ ¥ �¢�B´ ¥   18¡B¥ ���{³ 1 � ¯[§ �@�4¹ ¯ �G� ¡ � ¦¥/¬ � ¨½1 £®��� 1Z¥ ���K�{�

λn
1  �� ¡b1  � ����4� §93¿1¼¥   1 ��� ¥   18¡ á ¡ �9� ¥O1 ���{���[³

τ
1 � 1 � ¯{§^¥   18¡ á 1 �[�à���[�4¹ ¯{18¨ � ¥`3 Á ÃbÇ¬ � ¨ �[�wª«�K  1 � 361   ¡ �Kª

λn −A
¨R3 ���{³®���

b ± æM��\� ¬{1 °�� lsn(λn) ≥ b(λn)(lsn(cb)− lsn(c)) ± æ^��� ¡ � b(λn)¥ �4�{�[� ¥ �
b(λ)

¦ ª«�K  ¨½1  @³K�
n
¦  � ¬{1 °F�

lsn(λn) ≥ 1
2b(λ)(lsn(cb)− lsn(c)) −→∞ ±"¾ ¬ ��� ¡ �K� ¥   1 �[� ¡B¥ � ¥/¬ �1 �@� ¯ £�¤ ¥ ���K� ¥/¬{1Z¥

lsn(λn)
��� § � ¯ �[�{�4� 1 �[�u� ¬ �G�� ¥/¬{1�¥ dk

dt (0)
1 �{� dk

dt (1)
�{���[� ¥ ¤��K��� ¥�¥ � ¥/¬ ��� 1 £®�

5 �



�@���[���Kª
A ±

² ��� ¯ £®���[�G ¥/¬{1Z¥ ª«�9  1 � 3¼1   ¡ k ⊂ τ ¥   1 �{�j°F�4 ��@� ¥ � ¥/¬ � ¥ ���4�w� ¯[¡O¬�¥/¬�1Z¥ k ∩A = ∂k
¦M¥/¬ � ¥O1 �[³K�4� ¥

°F� ¡D¥ �K �� dk
dt (0)

1 �[� dk
dt (1)

¤��K��� ¥U¥ �È�[�fÊ$�4 ��4� ¥ �@���[�4���Kª
A ±\Ì � ¥ k1 ⊂ τ

1 �[�
k2 ⊂ τ

§ � ¥  � 1   ¡ � ¥   1 �[� ©°F�4 @��� ¥ � ¥O¬ � ¥ ���4�w� ¯{¡O¬�¥/¬{1Z¥ \� ¬{1 °F�
kj ∩A = ∂kj

1 �[�
k1 ∩ k2 = k1(1) = k2(0) ±Pg �G�[� ¥ � §F3 bj ¥/¬ �§   1 � ¡O¬ �Kª

τ
¡ �K� ¥O1 ���[���{³

kj ± ç 3 � ¯   1 �@� ¯ £®¤ ¥ ���K� ¦ \� ¬�1 °F� b1 6= b2 ±�Ì � ¥ [k1(0), k2(1)] ⊂ A
�{�4�[� ¥ �

¥/¬ �È�@�4³K£��4� ¥ èp�K���{���[³
k1(0)

¥ �
k2(1) ±6º ª [k1(0), k1(1)] ∩ (k1 ∪ k2)

�����4£®¤ ¥`3F¦�¨ � ¥
cb
§ � ¥/¬ ������£�¤ ¨ �

¡4¨ �K�@�4��³K�G���[�4�@� ¡ ���@� ¥ �K¤{� ¡w¥ �
k1 ∪ k2 ∪ [k1(0), k1(1)] ±*â ¥/¬ �4 pU���@� ¨ � ¥ cb § � ¥/¬ ���@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4��³K�G���[�4�@� ¡���@� ¥ �K¤{� ¡U¥ �

k1 ∪ [k1(1), k2(1)]∪ (k2)−1 ∪ [k2(0), k1(0)] ± ç 3�¥/¬ ��� 1 £®� 1  �³ ¯ £®�4� ¥ � 1 � § �4ª«�K @�U\� ¬�1 °F�
lsn(λn) ≥ 1

2(
∫
A∩b1∩b2 dλ)(lsn(cb)− 2lsn(c)) −→ ∞ ±\¾ ¬ ��� 3 ��� ¨ �[� ¥/¬ ��� 1 £®� ¡ �9� ¥   1 �{� ¡B¥ ���K� 1 � § �4ª«�K @���£®¤ ¨R3 ���{³ ¥/¬�1Z¥
λi
���w�[� ¥�1 �¼�� �  1Z¥ ���K� 18¨ì¨½1 £®��� 1�¥ ���K� ±

¾ ¬^¯ � λi ��� 1�¡4¨ �K�@�4� ¨ � 1 ª ± æ^��� ¡ � lsn(λi)
��� § � ¯ �{�[�4� ¦

λi
���k�[� ¥�1�¨ � 1 ª*�Kª

λn
ª«�K  ¨½1  �³K�

n ± Å*�[�{�G
S
U� ¥O¬u1�¡ �K£�¤ ¨ � ¥ � ¬93 ¤>�4  § � ¨ � ¡ £®� ¥  @� ¡�1 �[� ¡ �K�{�@���[�4  ¥ \��¤ 1 �� @���9ª*¤ 1 � ¥ �

P 1 ⊂ ∂M
1 �[�

P 2 ⊂ ∂M� ¯[¡O¬À¥/¬�1Z¥
λi ⊂ int(P 1 ∪ P 2) ± É �ÈU� ¨�¨ �K� ¨R3 �[� 18¨ �� ¥/¬À¥/¬ � ¡G1 �@�È ¬ �4 @� P 1 1 �{� P 2 1  @���[�½� ¥ ��� ¡B¥�@��� ¡ ���K� ¨R3 � ¨ ��³ ¬9¥ £����[�fµ ¡G1Z¥ ���K�{� 1  ��� ��4¹ ¯ �� ��4� ¥ �2�{� 18¨ �� ¥/¬¿¥/¬ ��� ¥/¬ �G  ¡G1 �@� ± # �4£��G°F��ª« ��K£ P j

1 �
1 �{� ¯[¨½1  U�[�4��³ ¬^§ �K  ¬ ���^�6�Kª

∂P j − λi ¦ ª«�K  j = 1, 2
¦�1 �{�6�[�G�[� ¥ � §F3

S
¥/¬ ��� ¯  @ª 18¡ �

P 1 ∪ P 2 ± É � ¬�1 °F�
∂S = ∂P 1 ∪ ∂P 2 − λi 1 �{� ¥/¬ �-¤>�K��� ¥ �k�Kª ∂S ∩ |L | 1  @� ¥   1 �[�j°F�4 ��@����� ¥ �G ��@� ¡B¥ ���K�{� ±kÌ � ¥ c ⊂ S

§ � 1
�@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K���G�6³9�4���[�G��� ¡  ¬ � ¡O¬ ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ �

λi
��� ¥ \��¤>�K��� ¥ � ± � ¬{1 �[³K���{³ c §F3 g � ¬ � ¥ ���� ¥ � 18¨ �K�{³ λi ��ª�[� ¡ �4�@� 1   3F¦ \�®£ 143
1 �@� ¯ £®� ¥O¬{1Z¥

c 6⊂ |L | ±�Ì � ¥�¯ ���[�4�{� ¥ � §93 |L i| ¥/¬ � ¯ �[���K�
�9ª ¥/¬ � ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ ��Kª |L | ∩ S  ¬ � ¡O¬ ��� ¥ �4 @��� ¡B¥ λi 1 �[� §93 |L r| ¥/¬ � ¯ �[���9�(�9ª ¥O¬ �� @�4£ 1 ���{���[³ ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ ���9ª |L | ∩ S ±
¾ ¬ � ¥   1 �{�j°F�4 ��@� Λ © £�� 1 � ¯  ����Kª L

���[� ¯[¡ �4� ¥   1 �[�j°F�4 ��@�
Λ © £�� 1 � ¯  ��G���K� |L i| 1 �[�¿�K� |L r| 1 �{��\�¬{1 °��

δL (c) = δL i(c) + δL r(c) ± æ^��� ¡ � 1 � 32¡ �K£�¤��9�[�4� ¥ �Kª |L | ∩ P j ��� ¡ �K£�¤ 18¡D¥b¦>¥/¬ �4 ������ m ∈ N� ¯[¡O¬¢¥O¬{1Z¥ ª«�9 
j = 1, 2

1 �[�uª«�9  1 � 32¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥
l
�Kª |L | ∩ P j ¦ \� ¬{1 °F� ]{l ∩ c} ≤ m

2 ±�¾ ¬ �4 @�4ª«�K ��
δL i(c) ≤ mδL (λi) ±ç 3 Â ¾ ¬ � Ä�¦F¥/¬ �G ������ 1 �@�4¹ ¯ �4� ¡ ���Kªì£®� 1 � ¯  ��4��³K�4�^�[�4�@� ¡�¨½1 £���� 1Z¥ ���K�[� (νn)

� ¯{¡O¬�¥/¬�1Z¥ ª��K  1 � 3 �@��£�¤ ¨ �
¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  p°F�

d ⊂ S ¦ ∃Cd � ¯[¡B¬k¥/¬�1Z¥ i(νn, d) ≤ lsn(d) ≤ i(νn, d)+Cd ±oÌ � ¥�¯ �r�{�R°M���[� νn∩S ��� ¥ � νin∪νrn ¬ �4 ��
νin
��� ¥/¬ � ¯ �[���K�È�Kª ¥/¬ � ¡ �K£®¤>�K�[�4� ¥ �" ¬ � ¡O¬ ��� ¥ �G ��@� ¡B¥

λi ± É � ¬{1 °F� i(νn, c) = i(νin, c)+ i(νrn, c) ±² � 3¢¡ �K�[�[� ¡B¥ �4� ¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �Kª |νrn| ��� ¥ �4 ��@� ¡B¥ � c �K� ¡ ���9  ¥ �� ¡ � ¦ �{�4¤��G�[�[���{³��K�¢ ¬ � ¥/¬ �G �� ¥ ��°F�4  ¥ � ¡ �4�¨ ���È�����{�fÊ>�4 ��4� ¥-¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ ���Kª
∂S

�K ��{� ¥ ± ' �4� ¡ � ¥/¬ �4 �� 1  @� a1, a2, a3, a4 ∈ {1
2}N

1 �{�
ε ∈ {0, 1}� ¯[¡O¬u¥/¬�1Z¥

i(νrn, c) =
∑4

k=1 aki(νn, ∂
kS) − εi(νn, λi)

 ¬ �4 @�
∂kS

¦
k = 1, 2, 3, 4

1  �� ¥/¬ � ¡ �K�{�[� ¡B¥ �4�
¡ �K£�¤��K�{�4� ¥ �¼�Kª

∂S ± Ì � ¥6¯ �¼�B´M¤ ¨½1 ��� ¬ �G a1
1 �[�

a2
1  �� ¡ �K£®¤ ¯^¥ �4� ¦�¡ �K�[�@���{�4 ����[³ ¥/¬�1Z¥  � ¬�1 °F�

∂1S, ∂2S ⊂ ∂P 1 Á a3
1 �[�

a4
1  �� ¡ �K£�¤ ¯^¥ �4�¼��� ¥/¬ ��� 1 £��� 143�Ç Û

© ��ª¼\� ¬�1 °F� i(νn, ∂
1S) + i(νn, ∂

2S) ≥ i(νn, λ
i)
¦
i(νn, ∂

2S) + i(νn, λ
i) ≥ i(νn, ∂

1S)
1 �[�

i(νn, ∂
1S) + i(νn, λ

i) ≥ i(νn, ∂2S)
¥/¬ �4� ¥O¬ � ¥ � ¥O18¨ \�G��³ ¬9¥ ¡b1  � ����4� §93�¥O¬ � ¡ �K£®¤>�K�[�G� ¥ �x�9ª

νrn
���

1
2(i(νn, ∂

1S) + i(νn, ∂
2S) − i(νn, λi))

¦ì¥/¬ �4 ��4ª��K ��� �®�@� ¥
a1 = a2 = 1

2

1 �[�
ε = 1 Á �@�4�®µ{³;3 ¦¡G1 �@�

1
Ç ë

© ��ª� � ¬{1 °�� i(νn, ∂1S) + i(νn, ∂
2S) ≤ i(νn, λi)

¥/¬ �G��\����� ¥
a1 = a2 = ε = 0 Á �@�4��µ{³¨3 ¦[¡G1 �@� 2

Ç ë
© ��ªo\� ¬�1 °F� i(νn, ∂2S) + i(νn, λ

i) ≤ i(νn, ∂
1S)

¥/¬ �4��\�-��� ¥
a1 = 1

¦
a2 = 0

1 �[�
ε = 1 Á �@�4��µ{³+3 ¦¡G1 �@�

3
Ç ±�º ª>\� ¬�1 °F� i(νn, ∂1S) + i(νn, λ

i) ≤ i(νn, ∂2S)
¥/¬ �4�®\���@� ¥

a1 = 0
¦
a2 = 1

1 �[�
ε = 1 ±

º ª i(νn, ∂1S)
¦
i(νn, ∂

2S)
1 �[�

i(νn, λ
i)
� 1Z¥ ���@ª 3¼1 �6�4¹ ¯{1K¨ � ¥`3 ��� ¥O¬ � ¥  @� 1 �[³ ¨ �����[�G¹ ¯{18¨ � ¥ ���4� ¦M¥/¬ �G��\� 1  ��

��� ¡G1 ��� Ã�1 �[�6��� ¡G1 ��� 5 �K w��� ¡G1 �@� Ã�1 �{�6��� ¡G1 �@��� 1 �[��\� ¡b1 � ¡O¬ ���9��� ¥/¬ �
ak
1 �[�

ε
 ¬ � ¡O¬(1  @� ¥/¬ �

£®�9� ¥�¡ �K�9°��4�[���4� ¥ ª«�9  � ¯   ¤ ¯  �¤��K�@� ±¹ ¤ ¥ ���B´ ¥   18¡B¥ ���{³ 1 � ¯{§ �@�4¹ ¯ �4� ¡ � ¦ \��£ 143¼1 �@� ¯ £�� ¥/¬�1Z¥ ¥/¬ �
ak
1 �[�

ε
�{�®�[� ¥ �[�4¤>�4�[�¼�9�

n ±
Ì � ¥ (κn)

§ � 1 ���G¹ ¯ �4� ¡ ���Kª 1   ¡ �\�Kª
c
� ¯[¡O¬È¥O¬{1Z¥

lim
∫
κn
dλn > 0

1 �{� ¥/¬�1Z¥
(κn)

¡ �K�9°F�4 @³K�4�\ª«�K  ¥/¬ �
'�18¯ �@�[�K jÊ ¥ �K¤�� ¨ �K³ 3¼¥ � 1 ¤��K��� ¥ �Kª

λi ±�Ì � ¥ V (|λi|) § � 1 � 1 �[� ¯[¨½1  ��{�4��³ ¬�§ �K  ¬ �����¢�Kª |λi| 1 �[�¢ @� ¡G18¨�¨¥/¬ ���[�4� ¡  ��½¤ ¥ ���K���Kª
λn ∩V (|λi|) ¥/¬�1Z¥ \��³ 1 °F����� ¥/¬ ��¤[ ��^�Kªì�Kªr� ¨½1 ��£ó� ± w Û |λn| ∩V (|λi|) ��� 1 ª 1 £�� ¨R3
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�Kª*�[���Õèp�9��� ¥ �@�4³K£®�G� ¥ ��èp�9���[���[³ ¥/¬ � ¥ \� ¡ �K£®¤>�K�{�4� ¥ ���Kª
∂V (|λi|) 1 �[� ¥/¯  @�[���[³ 1�¨ � ¥ �Kª ¥ ��£®�4� ¥ �G 1  @�

|λi| Á §F3 � ¨½1 ��£ 5 ± 59Ç®1 �{� ¥/¬ � ¥ � ¥O18¨ \�4��³ ¬9¥ �Kª ¥/¬ � ¥   1 �{�p°F�G ��@�6£®� 1 � ¯  �� ¡b1  � ����4� §93 |λn| ∩ V (|λi|)¥ �4�{�[� ¥ �
0 Á §93 � ¨½1 ��£ 5 ± � Ç ± Æk�R°��4� 1 � �K ����4� ¥B1Z¥ ���K� �Kª c \�6�K ��[�G  ¥O¬ �¼¤>�K��� ¥ ���Kª κn ∩ λn §F3¿¥/¬ ����[� ¯[¡ �G���9 ��[�4  ± � �K  ¨½1  �³K� n ¦ κn ¡ �K� ¥B1 ���[� 1 � 1   ¡ κ′n � ¯{¡O¬�¥/¬{1Z¥ \� ¬{1 °F� ∫κ′n dλn ≥

R
κn

dλn

3

1 �{� ¥O¬{1Z¥
1 � 3 ¤>�K��� ¥

xn
�Kª
κ′n ∩ λn

���wèp�K���{�4� ¥ � 1 ¤>�K��� ¥
yn > xn

�Kª
κn ∩ λn

§93�1 � 1   ¡
]xn, yn[⊂ λn − κn ±� �R´

n
¦�¡ �K�[�@���[�4  1 ¤>�K��� ¥

xn
���
κ′n ∩ λn

1 �[� ¥/¬ � 1 �@��� ¡ � 1Z¥ �4� ¤��K��� ¥
yn ±ãÌ � ¥ cxnyn § � ¥/¬ �¼����£�¤ ¨ �

¡G1 ���
1 ¡G1 �@�

2

¡b1 �@�
3

c ∩ P 1

|νin| ∩ P 1

|νrn| ∩ P 1

λi

∂1S

∂2S

� ��³ ¯  ���3 Û �x�K£®¤ ¯^¥O1�¥ ���K�¼�9ª ak 1 �{� ε
¡4¨ �K�@�4� ¡4¯  p°F�È ¬ � ¡O¬ ��� ¥/¬ � ¯ �[���K�à�Kª

[xn, yn] ⊂ λn
1 �[�¿�Kª ¥O¬ � 1   ¡

κxnyn ⊂ κn
èp�K���{���[³

xn
¥ �
yn ±¾ ¬ ��� ¡G¯  p°F� cxnyn ¡G1 � § � ¬ �K£�� ¥ �K¤>�4�é��� λi ¦ ¬ �4� ¡ �� � ¬{1 °F� i(νn, cxn,yn) ≥ i(νn, λ

i) ± É � ¬�1 °F�¥/¬ �4�
i(νn, λn) ≥ (

∫
κ′n
dλn) min{

∫
[xn,yn] dνn/xn ∈ κ′n ∩ λn} ≥ (

∫
κ′n
dλn)(i(νn, λ

i)−
∫
κ′n
dνn)

¬ �4� ¡ �
∫
κn
dνn ≥

∫
κ′n
dνn ≥ i(νn, λi)− 3R

κn
dλn

i(νn, λn) ±*Ì � ¥ Q § � ¥/¬ ��\�G��³ ¬9¥ �Kª
λi
1 � 1 � ¯[§[¨½1 £���� 1Z¥ ���K���Kª

λ′
1 �{� ¡O¬ ���K�@� 1 � ¯ £ § �4 

E
U� ¥/¬

0 < E < Q
m+3 ± ç 36¥O¬ ��¤{ ��B°[��� ¯ �k�{�4� ¡  ���¤ ¥ ���K�u�Kª λn ∩ V (|λi|) ¦ c¡ �K� ¥O1 ���[�

m+ 3
�[���Õèp�K��� ¥ �@�4³K£��4� ¥ �

κjn
� ¯[¡O¬®¥O¬{1Z¥ ∫

κjn
dλn ≥ E

1 �[��� ¯[¡O¬®¥O¬{1Z¥ ª��K  1 � 3
1 ≤ j ≤ m+ 3

¦
(κjn)

¡ �K�9°F�4 @³K�4� ¥ � 1 ¤>�K��� ¥
x ⊂ c ∩ λi Á  ¬ � ¡O¬ �[���G���[� ¥ �[�4¤>�4�[�¿�9� j Ç ±2º ¥ ª«� ¨�¨ �GU� 18¨ �@�2ª« ��K£ ¥/¬ �

�[�G� ¡  ���¤ ¥ �½�K� �Kª
λn ∩ V

¥/¬�1Z¥�1 � 3ã¨ � 1 ª��Kª |νn| ∩ S ��� ¥ �4 ��@� ¡D¥ ���[³ 1
κjn

¨ ���4�È��� |νin| ±¶¾ ¬�¯ ��\� ¬�1 °F�
i(νin, c) ≥

∑
j

∫
κjn
dνn ≥ (m+ 3)i(νn, λ

i)− 3(m+3)R
κ
j
n
dλn

i(νn, λn) ±
, �G  � ¬{1 °��

i(νn, c) ≥
∑4

k=1 aki(νn, ∂
kS) + (m + 3 − ε)i(νn, λ

i) − 3(m+3)
E i(νn, λn) ≥ ∑4

k=1 aki(νn, ∂
kS) +

(m + 2 − ε)i(νn, λi) ±�¾ ¬ ��� 3 ��� ¨ �[� ¥/¬ �����{�4¹ ¯�18¨ � ¥ ���4� Û lsn(c) ≥ ∑4
k=1 ak(lsn(∂kS) − C∂kS) + (m +

2)(lsn(λi) − Cλi) ≥
∑4

k=1 aklsn(∂kS) + (m + 1)lsn(λi) ± ç 3 Â 0 ��æ ÃDÄ�¦�¥/¬ ������£�¤ ¨ ���4� ¥/¬ �����{�4¹ ¯�18¨ � ¥`3 Û
5 3



δL (c) ≥∑4
k=1 akδL (∂kS) + (m+ 1)δL (λi) ±

² ��ª«�K  ¥/¬ � (νn)
¥/¬ �4 ��ã�B´[��� ¥

a1, a2, a3, a4 ∈ {1
2}N

1 �[�
ε ∈ {0, 1, 2} � ¯[¡O¬ ¥/¬{1�¥ \� ¬{1 °F�

δL r =
∑4

k=1 akδL (∂kS)− εδL (λi) ±\º ª i(νn, ∂jS)
¥ �G�[� ¥ � ∞ ¦[¥/¬ �4�¼\� ¬{1 °F� limn−→∞

i(νn,∂iS)
i(,νn,∂jS)

=

δL (∂iS)
δL (∂jS)

±x¾ ¬ �4 ��Gª«�K �� ¦ ª«�K  ¨½1  �³9� n ¦ δL (∂kS)
1 �{�

δL (λi)
� 1Z¥ ����ª 3�¥/¬ ��� 1 £®�����{�4¹ ¯�18¨ � ¥ ���4� 1 �

i(νn, ∂
kS)1 �{�

i(νn, λ
i) ± ' �G� ¡ � ¥O¬ �

ak
1  �� ¥O¬ � � 1 £®� 1 � § �4ª«�K �� ± ¾ ¬�¯ � \� ¬�1 °F�

δL (c) ≤∑4
k=1 akδL (∂kS)+mδL (λi) ±r¾ ¬ ��� ¡ �K� ¥   1 �[� ¡D¥ � ¥/¬ �*���[�4¹ ¯{18¨ � ¥`3 δL (c) ≥∑4

k=1 akδL (∂kS)+
(m+ 1)δL (λi)

1 �[� ¡ �K� ¡G¨�¯ �[�G� ¥O¬ ��¤{ ����Kª��Kª ¾ ¬ �4�K ��4£ ²-± Ã ±
� ñ^ô �{ó"!�ö ² �¿���{ª«�K �£ 18¨�§[¯M¥ £��K ��È°M��� ¯{18¨  143�¥ � ¯ �[�{�4 �� ¥O1 �{�
 ¬�1Z¥ ��� ¬{1 ¤{¤��4�{���[³ ¬ �4 ������ ¥/¬ �ª«� ¨�¨ �G����[³ ±
¾ ¬ �����G¹ ¯ �4� ¡ ���Kªw£�� 1 � ¯  ��4�àª�� ¨ � 1Z¥ ���K�{� νn ¥ �4�{�[� ¥ � L

¦ � 1 £�� ¨R3 ª«�K  1 � 3 �@��£®¤ ¨ � ¡4¨ �K�@�4�
¡4¯  p°F�4�

c1
1 �{�

c2
� ¯[¡O¬u¥O¬{1Z¥

i(νn, c1) −→ ∞ ¦ \� ¬�1 °F� limn−→∞
i(νn,c2)
i(,νn,c1) = δL (c2)

δL (c1) ±�¾ ¬ �®ª 18¡B¥�¥O¬{1Z¥
lsn(λn)

��� § � ¯ �{�[�4��ª«�9  ¡ �4�
λn
¥ ��ª«� ¨�¨ �G

νn
¦  ¬ � ¡O¬ ��£®¤ ¨ ���4� ¥O¬{1Z¥

λ
�[���4�*�[� ¥ ��� ¥ �4 @��� ¡B¥

L
¥   1 �[�j°F�G ��@� ¨R3 ±

�

ô B_�õB"��B*�-�aB_E
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